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Тема и цель исследования. В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования нели-
нейных волн деформаций в упругой цилиндрической оболочке, заполненной вязкой несжимаемой жидкостью, окру-
женной упругой средой и при конструкционном демпфировании в продольном направлении. Наличие окружающей
среды приводит к интегродифференциальному уравнению, обобщающему уравнение Кортевега–де Вриза, имеющему
то же решение в виде уединенной волны – солитона. Оно не содержит произвольного постоянного волнового числа,
в отличие от решения уравнения Кортевега–де Вриза. Поведение вязкой несжимаемой жидкости внутри оболочки
описывается уравнениями динамики и неразрывности. Они решаются вместе с граничными условиями прилипания
жидкости к стенке оболочки. Методы. Решение представляется прямым разложением искомых функций по малому
параметру задачи гидроупругости и сводится к задаче для уравнения гидродинамической теории смазки. Решение
этих уравнений и определяет напряжения со стороны жидкости, действующие на оболочку в продольном направле-
ние и по нормалям. Наличие жидкости в оболочке добавляет в уравнения продольных волн деформаций член урав-
нения, который не позволяет найти точное решение. Конструкционное демпфирование в продольном направлении
добавляет такой же точно член уравнения, что и наличие жидкости. Они имеют разные знаки, когда коэффициент
Пуассона меньше 1/2. В противном случае знаки совпадают. Наличие жидкости и конструкционного демпфирова-
ния требует численного исследования. Численное исследование проводится с использованием современного подхода,
основанного на универсальном алгоритме коммутативной алгебры для интегроинтерполяционного метода.
Результаты. В результате построения разностного базиса Грёбнера сгенерированы разностные схемы типа Кранка–
Николсон, полученные с использованием базовых интегральных разностных соотношений, аппроксимирующих ис-
ходную систему уравнений.
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Subject of the study. The present article deals with further developing of perturbation method for deformation
non-linear waves in an elastic cylinder shell, filled with viscous incompressible liquid, surrounded by an elastic media and
under construction damping in longitudial direction. Surrounding medium presence leads to integro-differential equation, to
generalizing Korteweg–de Vries ones and possessing the same soliton in the form of a solitary wave – a soliton. It does not
contain an arbitrary constant number unlike Korteweg–de Vries equation solution. The viscous incompressible liquid presence
inside the shell behavior is described by means of dynamics and continuity equation, is solved together with boundary
conditions liquid adhesion to a shell wall. Methods. The solution is presented by direct expansion of unknown function
by small parameter of hydroelasticity problem and reduced to the problem for hydrodynamics lubrication theory equations.
The equations solution defines the tensions on the part of the liquid, the tensions influence the shell longitudinal and normal
directions. The liquid presence in the shell adds to longitudial deformation waves equations one more equation member,
which does not allow to find exact solution. Construction damping in a longitudial direction adds the same equation member,
like liquid presence does. They posses opposite signs in the case of shell Poisson coefficient being smaller than 1/2. In
contrary case signs coincide. Liquid presence in the shell and construction damping demand for numerical research. The
liquid presence leads to the equation, generalizing Korteveg–de Vries equation, lacking the exact solution and demanding
numerical investigation. The numerical investigation is carried out with the use of the modern approach, relying on the
universal algorithm of commutative algebra for integro-interpolation method. Results. As a result of difference Gröbner basis
construction, the difference Crank–Nicolson type schemes are generalized. The schemes were obtained due to the use of basic
integral difference correlations, approximating the initial equations system.
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Введение

Взаимодействие упругих элементов конструкций с жидкостью рассматривалось в разных
аспектах. Взаимодействие упругих оболочек с идеальной несжимаемой и сжимаемой жидко-
стью (газом) исследовано в работах [1, 2]. В абсолютно жесткой трубе с круговым сечением
ламинарное движение вязкой несжимаемой жидкости под действием гармонического поведения
по времени перепада давления анализировалось в [3], а при пульсирующем движении вязкой
жидкости в соосных упругих оболочках конечной длины – в [4, 5]. В условиях вибрации взаи-
модействие вязкой несжимаемой жидкости с упругими оболочками исследовалось в [6–9], а с
учётом вращения жидкости – в [10–12].

В современной волновой динамике одним из важных направлений является изучение пове-
дения волн деформаций в упругих тонкостенных конструкциях. Проблема распространения волн
в газовой динамике и теории упругих оболочек изучается при помощи линеаризованных уравне-
ний. При этом скорость распространения возмущений считается постоянной и равной скорости
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распространения звука в невозмущенной среде. Однако ряд явлений, несмотря на малые зна-
чения зависимых переменных, целиком определяется зависимостью скорости распространения
возмущений от величины зависимых переменных и исследуется на базе нелинейных уравнений.
Эти исследования проводятся с помощью методов возмущений, таких как метод сращиваемых
асимптотических разложений, метод деформируемых координат, метод многомасштабных раз-
ложений.

Впервые уравнения Кортевега–де Вриза для продольных нелинейных волн в стрежнях по-
лучены в [13], а с учетом диссипативных факторов уравнения Кортевега–де Вриза–Бюргерса
для стержней и пластин получены в [14]. Обзор работ о распространение нелинейных волн и
экспериментальном обнаружении таких волн приведен в [15].

Волны деформаций в упругих цилиндрических оболочках расматривались в [16–18]. Кроме
того, проблемы распространения волн в упругих и вязкоупругих тонкостенных конструкциях,
в том числе в бесконечно длинных цилиндрических оболочках без взаимодействия с вязкой
несжимаемой жидкостью, с позиции теории солитонов рассматривались в [19–21]. Получение
точных решений эволюционных уравнений, включая уравнения распространения уединенных
волн, рассмотрено в [22, 23].

Известны математические модели, учитывающие влияние вязкой несжимаемой жидкости
на волновые процессы в бесконечно длинных геометрически и физически нелинейных оболоч-
ках [24–26]. При этом найдены эффекты влияния вязкой несжимаемой жидкости на поведение
волны деформации в оболочке в зависимости от коэффициента Пуассона материала оболочки.
В частности, при наличии жидкости в оболочке из неорганических материалов (различные тру-
бопроводы в технологических сооружениях) выявлен экспоненциальный рост амплитуды волны.
В случае органического материала (кровеносные сосуды) волна в жидкости быстро затухает.
Решение поставленной в работе задачи для геометрически нелинейных оболочек представля-
ется актуальным и сложным и имеет важное значение для акустической диагностики и нераз-
рушающего контроля материалов. Во многом интерес к подобным задачам инициирован необ-
ходимостью анализа упругих и динамических свойств нанообъектов, в частности, карбоновых
нанотрубок.

В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования нелинейных волн
деформаций в упругой цилиндрической оболочке, заполненной вязкой несжимаемой жидкостью,
окруженной упругой средой, и при конструкционном демпфировании в продольном направле-
нии. Показано влияние вязкой несжимаемой жидкости, заполняющей оболочку, окружающей
упругой среды и конструкционного демпфирования на поведение продольных волн деформации
в упругой цилиндрической оболочке.

1. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечно длинную упругую цилиндрическую оболочку, внутри которой на-
ходится вязкая несжимаемая жидкость. Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости и
уравнение неразрывности в цилиндрической системе координат r, Θ, x для случая осесиммет-
ричного течения записываются в виде [27]
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На границе с оболочкой выполняются условия прилипания жидкости согласно подходу
Лагранжа

∂U
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= Vx + U

∂Vx

∂x
−W

∂Vx

∂r
, −∂W

∂t
= Vr + U
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∂r
, при r = R−W. (2)

Здесь t – время; Vr, Vx – проекции вектора скорости на оси цилиндрической системы координат;
p – давление; ρ – плотность; ν – кинематический коэффициент вязкости; U – продольное упругое
перемещение оболочки по оси x; W – прогиб оболочки, положительный к центру кривизны;
R – радиус срединной поверхности оболочки; h0 – толщина оболочки, h0 = 2 (R−R1), где R1 –
внутренний радиус оболочки, и h0 ≪ R.

Записывая уравнения движения элемента цилиндрической оболочки в перемещениях для
модели Кирхгофа–Лява, рассмотрим материал с линейной зависимостью интенсивности напря-
жений σi от интенсивности деформаций ei

σi = Eei (3)

(E – модуль Юнга).
Кроме того, учтем конструкционное демпфирование в материале оболочки, характеризу-

емое величиной, пропорциональной ∂U/∂t, добавляемой к даламберовой силе инерции, в про-
дольном направлении [28]
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Здесь ε1 – коэффициент демпфирования; ρ0 – плотность материала оболочки; µ0 – коэффициент
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l – длина волны.
Уравнения динамики геометрически нелинейной оболочки с учетом (3), (4) записываются

в виде
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Здесь qx, qn – напряжения со стороны жидкости, находящейся внутри оболочки. Выражения в
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квадратных скобках системы (5)
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характеризуют реакцию Власова–Леонтьева [29,30] упругой среды, в которой расположена труба

кругового сечения. Выражение −k3
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U3 – реакция на продольное переме-

щение, а слагаемые k1
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– инерционная реакция. Безразмерные коэффициенты порядка единицы

k1, k2, k3, t1, m0 – введены в [29, 30] в размерном виде.
Поверхностные напряжения со стороны жидкости, снесенные на невозмущенную средин-

ную поверхность оболочки (W ≪ R), определяются формулами
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2. Вывод уравнения динамики с учетом наличия жидкости в оболочке

Принимая l (длину волны) за характерную длину, перейдем к безразмерным переменным
для исследования уравнений (5)
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Здесь wm, um – характерные значения прогиба W и продольного перемещения U . Положим
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(9)

где ε – малый параметр задачи (5).
Применим метод асимптотических разложений, вводя независимые переменные в виде

ξ = x∗ − ct∗, τ = εt∗, (10)

где c – безразмерная неизвестная скорость волны, τ – быстрое время, и зависимые переменные
в виде разложения по малому параметру ε

u1 = u10 + εu11 + . . . , u3 = u30 + εu31 + . . . . (11)

Подставляя (8), (10), (11) в уравнения (5) с учетом оценок (9), получим в нулевом приближении
по ε линейную систему уравнений
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из которой следует связь
wml

umR
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∂ξ

(12)

и определяется безразмерная скорость волны

c2 = 1− µ20. (13)

Из следующего приближения по ε, учитывая (12) и (13), находится уравнение, являющееся
составным, для u10
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∂2u10
∂ξ2

+

{
1

ε

R2

l2
µ20
√

1− µ20
2

[1 +m0]−
µ20√
1− µ20

t1
ε

R2

l2

}
∂4u10
∂ξ4

+

+
µ20

2
√

1− µ20

k1
ε

R2

l2
∂2u10
∂ξ2

− k3
ε

R2

l2
u10 +

k2
ε

u2m
R2

u310 +

+
1

2

ε1
ε

∂u10
∂ξ

= − 1

2
√

1− µ20

l2

εumρ0h0c20

[
qx − µ0

R

l

∂qn
∂ξ

]
.

(14)
В случае отсутствия жидкости правая часть уравнения (14) равна нулю и получается

известное уравнение – модифицированное уравнение Гарднера–Бюргерса–Островского для
∂u10
∂ξ

=
1

µ0

wml

umR
u30.

3. Определение напряжений, действующих со стороны жидкости

Для определения правой части уравнения (14) введем безразмерные переменные и пара-
метр

Vr = wm
c0
l
vr, Vx = wm

c0
R1

vx, r∗ =
r

R
, p =

ρνc0lwm

R3
P, ψ =

R

l
= O

(
ε

1
2

)
. (15)

Подставляя (15) в уравнение гидродинамики (1) и граничные условия (2), представим безраз-
мерные скорости и давление в виде разложения по малому параметру ε

vx = v0x + εv1x + . . . , vr = v0r + εv1r + . . . , P = P 0 + εP 1 + . . . (16)

В нулевом приближении по ψ (ψ=0 – гидродинамическая теория смазки), считая

ψ
R1c0
ν

≪1 (ползущие течения [31]), и в нулевом приближении по ε получаем уравнения гид-

родинамики (классические уравнения гидродинамической теории смазки)

∂P 0

∂r∗
= 0;

∂P 0

∂x∗
=

1

r∗
∂

∂r∗

(
r∗

∂v0x
∂r∗

)
;

1

r∗
∂

∂r∗
(
r∗v0r

)
+

∂v0x
∂x∗

= 0 (17)

и граничные условия

r∗
∂v0r
∂r∗

= 0, r∗
∂v0x
∂r∗

= 0, при r∗ = 0,

v0r = −∂u3
∂t∗

, v0x =
umR

wml

∂u1
∂t∗

, при r∗ = 1.
(18)
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Из решения задачи (17), (18) следует, что

P 0 = 16

∫ [
1

2

umR

wml

∂u1
∂t∗

−
∫

∂u3
∂t∗

dx∗
]
dx∗,

∂v0x
∂r∗

∣∣∣∣
r∗=1

=
r∗

2
· ∂p

0

∂x∗

∣∣∣∣
r∗=1

= 8

[
1

2

umR

wml

∂u1
∂t∗

−
∫

∂u3
∂t∗

dx∗
]
.

(19)

Учитывая, что были введены переменные (10), (11), и имея соотношения (12), (13), из (19) полу-
чим

P 0 = 8
√
1− µ20

umR

wml
[2µ0 − 1]u10,

∂v0x
∂r∗

∣∣∣∣
r∗=1

= 4
√

1− µ20
umR

wml
[2µ0 − 1]

∂u10
∂ξ

.

(20)

С принятой точностью по ε, ψ из (7) найдем

qx = ε
ν

Rc0
ρc20

∂vx
∂r∗

∣∣∣∣
r∗=1

, qn = − ε

ψ
ν

R1c0
ρc20P

0

и, следовательно, выражение в правой части уравнения (14) принимает вид

qx − µ0
R

l

∂qn
∂ξ

= −4
√
1− µ20 ε

ν
Rc0
ρc20
[
1− 4µ20

] ∂u10
∂ξ

. (21)

Подставляя (21) в уравнение (14), окончательно получим

∂2u10
∂ξ∂τ

+
um
lε

√
1− µ20
2

∂u10
∂ξ

∂2u10
∂ξ2

+

{
1

ε

R2

l2
µ20
√

1− µ20
2

[1 +m0]−
µ20√
1− µ20

t1
ε

R2

l2

}
∂4u10
∂ξ4

+

+
µ20

2
√

1− µ20

k1
ε

R2

l2
∂2u10
∂ξ2

− k3
ε

R2

l2
u10 +

k2
ε

u2m
R2

u310 +

+
1

2

ε1
ε

∂u10
∂ξ

= 2
ρl
ρ0h0

1

ε

ν
Rc0

[
1− 4µ20

] ∂u10
∂ξ

.

(22)
Замена

∂u10
∂ξ

= c13, η = c2ξ, t̃ = c3τ (23)

позволяет записать уравнение (22) в виде

3t̃ + 633η + 3ηηη + s23η + (s3 − s)3−
∫
3 dη+ s5

(∫
3 dη

)3

= 0. (24)

Постоянные c1, c2, c3 определяются при подстановке (23) в (22) и имеют вид

c1 = σ
−1
0 σ

1/2
4 σ

1/2
1 , c2 = σ

1/4
4 σ

−1/4
1 , c3 = σ

3/4
4 σ

1/4
1 ,

при этом вводятся обозначения

s2 = σ2c2c
−1
3 , s3 = σ3c

−1
3 , s = σc−1

3 , s5 = σ5c21c
−3
2 c−1

3 ,
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где

6σ0 =
um
lε

√
1− µ20
2

, σ2 =
µ20

2
√

1− µ20

k1
ε

R2

l2
, σ3 =

1

2

ε1
ε
, σ4 =

k3
ε

R2

l2
, σ5 =

k2
ε

u2m
R2

,

σ1 =

{
1

ε

R2

l2
µ20
√

1− µ20
2

[1 +m0]−
µ20√
1− µ20

t1
ε

R2

l2

}
, σ = 2

ρl
ρ0h0

1

ε

ν
Rc0

[
1− 4µ20

]
.

Отметим, что при отсутствии конструкционного демпфирования имеем s3 = 0, s > 0 при
µ0 < 1/2 для неорганических материалов, s < 0 при µ0 > 1/2 для живых организмов и s = 0

при µ0 = 1/2 для несжимаемого материала, такого как резина, или при отсутствии жидкости.
Заметим, что случай s3 = s равносилен отсутствию влияния жидкости внутри оболочки.

При отсутствии конструкционного демпфирования и жидкости или для случая s3 = s

получим из (24) уравнение

3t̃ + 633η + 3ηηη + s23η −
∫
3 dη+ s5

(∫
3 dη

)3

= 0, (25)

которое имеет точное решение

3 =
1

2s5
cosh−2

{
1

2
√
s5

[
η−

(
1

s5
+ 2s5 + s2

)
t̃

]}
. (26)

В случае отсутствия окружающей упругой среды уравнение (25) превращается в уравнение
Кортевега–де Вриза с точным решением

3 =
1

2s5
cosh−2

{
1

2
√
s5

[
η−

(
1

s5

)
t̃

]}
(27)

при произвольном значении s5.

4. Численное моделирование

В работах [32–34] развит подход к построению разностных схем, основанный на постро-
ении переопределенной системы разностных уравнений, получаемой из аппроксимации инте-
гральных законов сохранения и интегральных соотношений, связывающих искомые функции и
их производные. В результате, разностная схема определяется как условие совместности для
данной системы. Таким образом, получается разностная схема, автоматически обеспечивающая
выполнение интегральных законов сохранения по областям, составленным из шаблонов инте-
грирования построения.

Запишем уравнение (24) в виде системы в интегральной форме∮
∂Ω

(
−332 − 3ηη − s23

)
dt+ 3 dη+

∫∫
Ω

(
−s3−Ψ+ s3Ψ

3
)
dt dη = 0,

a∫
b

(Ψηη − 3η) dη = 0,

(28)

для любой области Ω и любого интервала a > b. Здесь связь
∫
3 dη = Ψ записана через ее

производную. Это связанно с тем, что для устойчивости численного решения разностной схемы
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Рис. 1. Базовой контур для уравнения (28)

Fig. 1. Basic contour for the equation (28)

необходимо диагональное преобладание в со-
ответствующей ей матрице. В результате, для
Ψ будет получено уравнение второго поряд-
ка и нужно будет лишь зафиксировать вторую
произвольную константу в решении. Для пе-
рехода к дискретной формулировке сопоста-
вим unj = ϕ(tn, ηj), Un

j = Ψ(tn, ηj) и выбе-
рем в качестве базового контур, показанный
на рис. 1, для значений a, b выберем точки
j + 2, j, соответственно.

Добавим интегральные соотношения

ηj+1∫
ηj

uη dη = u(t, ηj+1)− u(t, ηj),

ηj+2∫
ηj

uηη dη = uη(t, ηj+2)− uη(t, ηj),

ηj+1∫
ηj

Uη dη = U(t, ηj+1)− U(t, ηj).

(29)

Используя для интегрирования по времени и первой производной по η формулу трапеций,
а по второй производной по η формулу среднего значения, и полагая tn+1−tn = τ, ηj+1−ηj = h,
перепишем соотношения (28), (29) в виде(
−3
(
u2

n
j + u2

n+1
j − u2

n
j+2 − u2

n+1
j+2

)
−
(
uηη

n
j + uηη

n+1
j − uηη

n
j+2 − uηη

n+1
j+2

)
−

−2s2

(
unj + un+1

j − unj+2 − un+1
j+2

))
· τ
2
+
(
un+1
j+1 − unj+1

)
· 2h−

(
s
(
un+1
j+1 + unj+1

)
−

−
(
Un+1
j+1 + Un

j+1

)
+ s3

(
U3n+1

j+1 + U3n
j+1

))
· hτ = 0,

(
Uη

n
j+2 − Uη

n
j

)
−
(
unj+2 − unj

)
= 0,

(uη
n
j+1 + uη

n
j ) ·

h

2
= unj+1 − unj ,

uηη
n
j+1 · 2h = uη

n
j+2 − uη

n
j ,

(Uη
n
j+1 + Uη

n
j ) ·

h

2
= Un

j+1 − Un
j .

(30)

Поскольку пакет [32] работает только в случае линейных разностных идеалов, а исходное диффе-
ренциальное уравнение (24) нелинейно, заменим нелинейную часть введением дополнительной
функции F = 3u2. За счет выбора допустимого упорядочения, так чтобы u ≻ U ≻ . . . ≻ F ,
а затем по переменным n, j, нелинейная часть не будет входить в лидирующие мономы систе-
мы при построении базиса Грёбнера и структура базиса позволит проверить принадлежность к
искомой разностной схеме.
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В результате получим следующую разностную схему для уравнения (24), аналогичную
схеме Кранка–Николсон для уравнения теплопроводности

un+1
j − unj
τ

+ 3
(u2

n+1
j+1 − u2

n+1
j−1 ) + (u2

n
j+1 − u2

n
j−1)

4h
+ ((un+1

j+2 − 2un+1
j+1 + 2un+1

j−1 − un+1
j−2 ) +

+(unj+2 − 2unj+1 + 2unj−1 − unj−2))/4h
3 + s2

(un+1
j+1 − un+1

j−1 ) + (unj+1 − unj−1)

4h
−

− s
un+1
j + unj

2
−

Un+1
j + Un

j

2
+ s3

U3n+1
j + U3n

j

2
= 0,

Un
j+2 − 2Un

j+1 + Un
j

h2
−

unj+2 − unj
2h

= 0.

(31)
Полученные неявные разностные схемы имеют квадратичную и кубическую нелинейность

для следующего временного слоя. При построении решения использована следующая линеари-
зация

v2k+1 = v2k+1 − v2k + v2k = (vk+1 − vk)(vk+1 + vk) + v2k ≈ vk+1 · 2vk − v2k.

Количество итераций для достижения точности 10−12 на следующем временном слое, как прави-
ло, не превышало двух-трёх. Шаг по времени t брался равным половине шага по переменной η.
Программа расчета была написана на языке Python с использованием пакета SciPy (http://scipy.org).

В результате проведенных вычислительных экспериментов на известном точном решении
при частном наборе параметров для уравнения (24) получено хорошее согласование числен-
ного и аналитического (26) решений при s3 = s (рис. 2). Этот результат является тестом для
представленного программного обеспечения.

Следует отметить, что скорость нелинейной уединенной волны, согласно (26), (27), боль-
ше при наличии упругой окружающей среды, чем при ее отсутствии. Численный расчет урав-

Рис. 2. Графики численного решения уравнений (24) при s = s3 = 1.0, s2 = 1.0 и s5 = 0.8 с начальным условием,
взятым из точного решения (26) при t = 0

Fig. 2. Equations (24) numerical solution graphs under s = s3 = 1.0, s2 = 1.0 and s5 = 0.8 with the initial condition taken
from exact solution (26) under t = 0
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нения (24) с начальным условием в виде решения (26) при t̃ = 0 показал, что имеет место
затухание амплитуды волны при s3 − s > 0 (рис. 3) и рост амплитуды при s3 − s < 0 (рис. 4).

При отсутствии жидкости s = 0 происходит затухание волны за счет конструкционного
демпфирования, а при отсутствии конструкционного демпфирования s3 = 0 происходит затуха-
ние волны при s < 0 (µ0 > 1/2) и рост амплитуды волны при s > 0 (µ0 < 1/2).

Рис. 3. Графики численного решения уравнений (24) при s3 = 1.5, s = 1.0, s2 = 1.0 и s5 = 0.8 с начальным условием,
взятым из точного решения (26) при t = 0

Fig. 3. Equations (24) numerical solution graphs under s3 = 1.5, s = 1.0, s2 = 1.0 and s5 = 0.8 with the initial condition
taken from the exact solution (26) under t = 0

Рис. 4. Графики численного решения уравнений (24) при s3 = 0.5, s = 1.0, s2 = 1.0 и s5 = 0.8 с начальным условием,
взятым из точного решения (26) при t = 0

Fig. 4. Equations (24) numerical solution graphs under s3 = 0.5, s = 1.0, s2 = 1.0 and s5 = 0.8 with the initial condition
taken from the exact solution (26) under t = 0
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Заключение

В представленной работе было проведено исследование модели волновых явлений в нели-
нейной упругой цилиндрической оболочке типа Кирхгофа–Лява, окруженной упругой средой и
содержащей вязкую несжимаемую жидкость. Выполненные вычислительные эксперименты, поз-
волили оценить влияние вязкой несжимаемой жидкости и конструкционного демпфирования на
распространение нелинейных волн в упругой оболочке, окруженной упругой средой. Наличие
упругой среды приводит к увеличению скорости волны.
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