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ПОКАЗАТЕЛИ ЛЯПУНОВА В ЗАДАЧЕ ХЕНОНА – ХЕЙЛЕСА

Г.В. Станкул, В.А. Личман, П.И. Хаджи

Методом совместного интегрирования уравнений движения и уравнений в вариациях
найдены численно значения максимального характеристического показателя
Ляпунова для задачи Хенона – Хейлеса в широких диапазонах энергии и времени.
Из результатов подгонок следует, что наилучшей аппроксимирующей функцией являет-
ся экспоненциальная, но с параметрами, отличающимися от ранее полученных в работе
Бенеттина и др.

Хорошо известный пример, иллюстрирующий переход от практически регу-
лярного движения к существенно хаотическому, был предложен Хеноном и Хей-
лесом [1, 2] для исследования особенностей динамики в астрофизической зада-
че трех тел. Авторы [1] путем численного интегрирования системы, задаваемой
гамильтонианом
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где q1, q2 – координаты, p1, p2 – сопряженные им импульсы, построили сечения
Пуанкаре фазового пространства системы и обнаружили области хаотического дви-
жения. Эти области хаоса с возрастанием энергии расширяются, и при величине
энергии E = H = 1/6 практически все фазовое пространство возможного движения
заполнено хаотической компонентой [1].

Определить качественный характер движения позволяет вычисление характе-
ристических показателей Ляпунова, которые имеют смысл средних скоростей экс-
поненциального расхождения бесконечно близких траекторий в фазовом простран-
стве. Отрицательное значение этих показателей указывает на регулярный характер
движения, положительное – на хаотический. Нулевое значение показателей соответ-
ствует периодическому и квазипериодическому режиму. Движение системы является
непредсказуемым на интервале времени, задаваемом величиной, обратной ее макси-
мальному характеристическому показателю Ляпунова, знание которого во многих
случаях достаточно для определения вида движения системы.

Бенеттин и др. [3], анализируя зависимость максимального показателя Ляпуно-
ва от энергии для системы с гамильтонианом (1), пришли к выводу, что она описыва-
ется экспоненциальной функцией. Данный результат получил широкую известность,
вошел в монографию Лихтенберга и Либермана [2], посвященную нелинейной и ха-
отической динамике. Однако он оказался спорным. Так, в работах И.И. Шевченко
и А.В. Мельникова [4, 5] показано, что эта зависимость не является экспоненциаль-
ной, а близка к степенной. Авторы [4, 5] отмечают, что этот результат был получен
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исходя из довольно ограниченных численных данных. Бенеттин и др. [3] построили
кривую зависимости показателя Ляпунова от энергии на основе только 28 точек чис-
ленного моделирования на всем изучавшемся ими промежутке изменения энергии.
Величина интервала времени (в 2 ·104 единиц нормированного времени), на котором
они проводили интегрирование системы (1), оказалась совершенно не достаточной
для получения верных асимптотических значений показателя Ляпунова.

В настоящей работе была исследована зависимость максимального характери-
стического показателя Ляпунова от энергии для задачи Хенона – Хейлеса с более
высоким (более чем в 3 раза) разрешением. При этом значения искомых показателей
определялись на значительно более протяженных интервалах времени (для t от нуля
до 107 единиц нормированного времени), что позволило надежно верифицировать
получаемые значения показателей Ляпунова.

Для вычисления величины показателя нами использовался метод совместного
интегрирования уравнений движения и уравнений в вариациях [6]. Согласно (1), эти
уравнения имеют вид

q̇1 = p1, q̇2 = p2, ṗ1 = −q1 − 2q1q2, ṗ2 = q2
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где величины q̃1, q̃2, p̃1, p̃2, соответствуют отклонениям от траектории вдоль направ-
лений q1, q2, p1, p2. Выбирались следующие начальные значения: q1 = 0,
q2 = 0.15, p2 = 0. Величина p1 > 0 при заданном значении энергии E = H определя-

лась из уравнения (1). Шаг итерации по

Рис. 1. Зависимость значения логарифма показа-
теля Ляпунова системы (1) от логарифма времени
при различных значениях энергии lg E: −1.025 (а),
−0.975 (б), −0.875 (в), −0.825 (г), −0.780 (д)

времени был равен 10. Перенормиров-
ка длины вектора смещения от опор-
ной траектории осуществлялась на каж-
дом шаге итерации. Величина энергии
варьировалась от значения 0.0841
до 0.1666 (то есть до предельного зна-
чения E = 1/6) с шагом 8 × 10−4. Вы-
бор минимального значения энергии
определялся из того условия, что при
меньших энергиях движение системы
является регулярным. Максимальное
значение энергии выбиралось из усло-
вия, что движение системы становилось
не осцилляционным.

Интегрирование уравнений в стандартных математических пакетах, например,
MATLAB, требует большого количества машинного времени, поэтому нами разра-
ботана специальная подпрограмма на языке С++, использующая быстрые алгорит-
мы. В проведенных нами численных экспериментах значения величин показателя
определялись из графиков их эволюции на временах, когда кривые L(t) показателя
выходили на стационарное значение. Это способствует высокой степени надежности
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Рис. 2. Зависимость максимального показателя Ляпунова от энергии и ее экспоненциальная (а) и сте-
пенная (б) аппроксимация

полученных значений величин показателя. Отметим, что в [3] значения этих величин
определялись при временах, когда кривые показателя еще испытывали нерегулярные
колебания, что понижало уровень достоверности полученных величин показателя
Ляпунова. Время выхода на плато составляло величину порядка 105 − 107 и увели-
чивалось с уменьшением энергии (рис. 1).

На рис. 2 приведена полученная в расчетах зависимость lg L от энергии E.
Здесь же изображены в логарифмических координатах экспоненциальная
L = kехр(mE) и степенная L = βEα зависимости, аппроксимирующие поведение
показателя, от энергии. Для степенной аппроксимации были получены значения па-
раметров α = 3.66, β = 1.9, совпадающие с результатами, приведенными в [5]. Для
коэффициентов экспоненциальной аппроксимирующей функции полученные значе-
ния параметров m = 29.4, k = 9.476 · 10−4 отличаются от результатов Бенеттина и
др. (m = 22, k = 3.4 · 10−3) [3].

В качестве критерия соответствия зависимости значений максимального пока-
зателя Ляпунова от энергии – экспоненциальной или степенной функции – можно
выбрать величину D, равную сумме квадратов отклонений экспериментальных то-
чек от соответствующей кривой. В наших численных опытах для степенной функ-
ции данная величина составляет D = 0.0085, а для экспоненциальной функции
D = 0.0080, что подтверждает определенную предпочтительность выбора в качестве
аппроксимирующей экспоненциальной функции, но с коэффициентами, значения ко-
торых отличаются от полученных в работе [3].
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LYAPUNOV EXPONENTS IN THE HENON–HEILES PROBLEM

G.V. Stancul, V.A. Lichman, P.I. Khadzhi

By the way of combined integrating of the motion and variation equations we
calculated the maximal characteristic Lyapunov exponents in the wide limits of energy
and time for the Henon–Heiles problem. It follows from the fitting procedure that the best
approximate function is the exponential one with the parameter values, which are different
from the earlier obtained parameter values (Benettin et al.).
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