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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В ГЕНЕРАТОРЕ
С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ ОТРАЖЕНИЕМ ОТ НАГРУЗКИ∗

I. Теория

Ю.В. Новожилова

В генераторе, работающем на слабо отражающую удаленную нагрузку, в случае боль-
шого запаздывания допускается конечное число одночастотных состояний – продольных
мод с действительными частотами. Исследована устойчивость каждой из этих мод отно-
сительно роста возмущений, которые могут быть двух типов: возмущения на собствен-
ной частоте исходной моды и возмущения в виде двух боковых сателлитов, симметрично
отстоящих по частоте от частоты этой моды.

Ключевые слова: Работа генератора на нагрузку, запаздывающее отражение, устойчи-
вость одночастотных решений.

Введение

Генератор, соединенный волноводом с отражающей нагрузкой (рис. 1), отно-
сится к классу распределенных автоколебательных систем с запаздыванием и име-
ет бесконечное число степеней свободы. На стадии малого сигнала в таких систе-
мах существует бесконечный набор собственных функций (мод) и соответствующих
собственных значений (комплексных частот). Некоторые из этих мод могут быть
нарастающими, а на стадии сильного сигнала их мощность ограничивается нели-
нейностью активного элемента R. При этом допускается конечное число одноча-
стотных решений (продольных мод)1 с постоянной амплитудой. В определенных
областях параметров динамика систем с запаздыванием может оказаться достаточно
сложной, включая хаотическую. Такая сложная динамика исследовалась в большом
числе работ численно и наблюдалась экспериментально [1–19]. Существенно мень-
шее число публикаций посвящено изучению устойчивости одночастотных решений
(мод) [20,21]. В настоящей работе задача об устойчивости одночастотных решений

∗Статья написана по материалам доклада на IX Международной школе «Хаотические автоколебания
и образование структур», Саратов, Россия, 4–9 октября, 2010.

1Эти продольные моды соответствуют одночастотным колебаниям нелинейной системы и, в отличие
от мод линейной консервативной системы, не обладают свойствами полноты и ортогональности.
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Рис. 1. Генератор ван дер Поля, соединенный с уда-
ленной нагрузкой; C, R, L – соответственно ем-
кость, активное сопротивление, индуктивность кон-
тура, моделирующего генератор, Zl – импеданс на-
грузки, l – длина линии задержки

рассмотрена более детально для случая
малого коэффициента отражения. Пока-
зано, что возмущения можно отнести
к одному из двух типов: возмущения
на собственной частоте, представляю-
щие собой достаточно медленные изме-
нения амплитуды и частоты первичной
моды, и возмущения в виде боковых са-
теллитов с частотами, симметрично от-
стоящими от частоты первичной моды.
Исследована устойчивость продольных
мод относительно каждого типа возму-
щений. В I части аналитическими методами решена задача об устойчивости отно-
сительно возмущений первого типа для случая произвольного превышения тока над
стартовым значением и относительно возмущений второго типа (распада на сателли-
ты) для случая достаточно большого превышения тока над стартовым значением. Во
II части (см. [22]) в пространстве параметров системы численными методами найде-
ны области устойчивости и неустойчивости относительно распада на сателлиты при
произвольном превышении тока над пороговым значением.

1. Теоретическая модель

Считаем, что в схеме, изображенной на рис. 1, ток ÎR в активном элементе
зависит от напряжения Û по кубическому закону

ÎR = − Û

R0
(1− ν Û2). (1)

Предполагаем, что R0 > 0, ν > 0, так что при малых напряжениях проводимость
отрицательна. Кроме того, считаем выполненными следующие ограничения.

• Стартовый инкремент генератора без линии 1/(2R0C) мал по сравнению с
собственной частотой колебательного контура генератора ω0 = 1/

√
LC.

R0 À
√

L/C. (2)

• Волновое сопротивление линии ρ и активное сопротивление R0 – величины
одного порядка:

ρ ∼ R0. (3)

• Дисперсия в линии отсутствует.

2. Одночастотные процессы

Согласно (2), (3), добротность колебательного контура генератора, зашунтиро-
ванного волновым сопротивлением, велика: Q = ρ

√
C/L À 1. При этом в системе

допускаются одночастотные колебания, частота которых ωc близка к собственной
частоте колебательного контура ω0

α = ω̄c − 1, |α| ¿ 1, (4)
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где ω̄c = ωc/ω0, а высшими гармониками этих колебаний можно пренебречь, так
как они находятся за пределами полосы контура.

Чтобы найти связь частоты и амплитуды колебаний, воспользуемся соотноше-
нием Кирхгофа для токов в ветвях контура (см. рис. 1)

ÎL + ÎR + ÎC = Ûc/Z2, (5)

где Ûc = Re
(
Uce

iωct
)
– напряжение на контуре, ÎL,R,C – токи через индуктивность,

активное сопротивление и емкость, Z2 – импеданс нагрузки на частоте ωc, пересчи-
танный в сечении z = 0:

Z2c =
iρ tg 2c + Zl

1 + iZl tg 2c/ρ
, (6)

2c = ωctdel = 20(1 + α)– фаза запаздывания волны в линии на частоте ωc, l –
длина линии, tdel = l/c – время запаздывания, 20 = ω0l/c – фаза запаздывания на
собственной частоте контура. Поскольку токи на емкости и индуктивности связаны
с напряжением соотношениями

IL = Re
(
Uce

iωct
/
(iωcL)

)
, IC = Re

(
iωc CUce

iωct
)
, (7)

из (1), (5), (6) получим

−iωcUcC − Uc

iωcL
+

Uc

R0
− 3ν

4R0
|Uc|2 Uc =

Uc (1 + iZltg 2c/ρ)
Zl + iρ tg 2c

. (8)

Введем обозначения

Zl = ρ (1+δ) , Ūc =
√

3νUc, ω̄c =
ωc

ω0
, ω0 =

1√
LC

, µ=
1

R0

√
L

C
, η=

1
ρ

√
L

C
. (9)

Заметим, что в отсутствие отражения (δ = 0, Zl = ρ) (8) совпадает с уравнением
генератора ван дер Поля для одночастотных процессов. При этом параметр η = 1/Q
имеет смысл обратной добротности колебательного контура генератора, зашунтиро-
ванного волновым сопротивлением; (µ − η) – это удвоенный стартовый инкремент,
или прочность предельного цикла [23, с. 227]. Как следует из условий (2), (3), пара-
метры µ и η малы:

µ, η¿ 1. (10)

В обозначениях (9) уравнение (8) примет вид

ω2
c − 1 + iµω̄c

(
1− ∣∣Ūc

∣∣2
/

4
)

= iω̄cη
2 + δ− δe−2i2c

2 + δ+ δe−2i2c
. (11)

Поскольку отражение от нагрузки мало, то импеданс нагрузки Zl должен быть
близок к волновому сопротивлению ρ (см. (9))

|δ| ¿ 1. (12)

При этом условии коэффициент отражения близок к δ/2.
Ограничимся рассмотрением только таких процессов, для которых амплиту-

да излученной волны много больше амплитуды отраженной от нагрузки волны,
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вернувшейся в генератор в этот же момент (быстро затухающие процессы не рас-
сматриваем) ∣∣∣δ e−2i2c

∣∣∣ ¿ 1. (13)

Тогда уравнение (10) сводится к виду

ω2
c − 1 + iµω̄c

(
1− ∣∣Ūc

∣∣2
/

4
)

= iω̄cη
(
1− δ e−2i2c

)
. (14)

К такому же виду сводится для одночастотных процессов уравнение генератора ван
дер Поля с отражением от удаленной нагрузки, исследованное в [20].

Поскольку частота близка к резонансной (см. (4)), запишем уравнение (14) как

2α+ iµ
(
1− ∣∣Ūc

∣∣2
/

4
)

= iη
(
1− δ e−2i2c

)
. (15)

Стартующие моды. При малой амплитуде колебания
∣∣Ūc

∣∣ ¿ 1, как следует из
(15), комплексная частота отличается от собственной частоты контура на величину

α =
i

2

(
η− µ− re−2i2c

)
, (16)

где
r = δη. (17)

Моды самовозбуждаются (Im α < 0), когда мощность, выделяемая на отрицатель-
ном сопротивлении, превышает мощность потерь. Предположим, что выполнено
условие малости коэффициента отражения по сравнению с относительным превы-
шением плотности активного вещества над ее стартовым значением: (µ−η)/ηÀ |δ|,
или2

µ− ηÀ |r| . (18)

Тогда, как следует из (16), стартовое условие µ > η, или R0 < ρ (см. (9)) и инкре-
менты всех стартующих мод

Im α ≈ (η− µ) /2 < 0 (19)

имеют такой же вид, как в свободном автогенераторе.
Моды на нелинейной стадии. Уравнение (15) допускает конечное число ре-

шений с действительной частотой

2α = −r sin (22c) (20)

и постоянной амплитудой

∣∣Ūc

∣∣2
/

4 = (µ− η+ r cos (22c)) /µ. (21)

2Как следует из обозначений (9), в свободном, без отражений, генераторе величина (µ− η)/η равна
относительному превышению плотности активного вещества над пороговым (стартовым) значением.
Для электронных генераторов величина (µ−η)/η – это относительное превышение тока над стартовым
значением (I − Ist)/Ist.

115



Как следует из (9), (21), при малых отражениях (18) мощность, уходящая в
нагрузку, пропорциональна

∣∣Ūc

∣∣2 η и максимальна, когда

η = µ/2, (22)

то есть, когда активное сопротивление R0 вдвое меньше волнового сопротивления
линии ρ. Заметим, что при малой надпороговости: µ − η ∼ |r| отражение может, в
зависимости от фазы 2c, привести к срыву генерации (при µ−η > 0, r cos (22c) < 0)
или наоборот, к возникновению генерации (при µ− η < 0, r cos (22c) > 0).

Нахождение частот из (20) удобно пояснить графически (рис. 2): фазы запаз-
дывания 2c мод соответствуют пересечению прямой

y1 (22c) = 22c (23)

и синусоиды
y2 (22c) = 220 − r20 sin (22c) . (24)

Следует отметить, что, в соответствии с (20), частоты продольных мод (сле-
довательно, и фазы запаздывания 2c на этих частотах) не зависят от амплитуды
колебаний. Это связано с тем, что в модели генератора ван дер Поля не учитывается
мнимая часть отрицательной проводимости.

Как следует из (20), (21), в отсутствие отражения (δ = 0) существует един-
ственная мода, соответствующая свободным колебаниям генератора: α = 0,∣∣Ūc

∣∣2 /4 = (µ − η)/µ. При ненулевом отражении мод может быть несколько, но их
число конечно (рис. 2, а), и это число определяется произведением коэффициента
отражения на длину линии |r|20. Мода является единственной до тех пор, пока

|r|20 < 1. (25)

Следующая мода появляется при возрастании |r|20, когда становится выполненным
условие касания прямой (23) и синусоиды (24):

r20 cos (22c) = −1. (26)

Рис. 2. Графическое решение уравнения (20); а – фазы запаздывания мод соответствуют пересечениям
графиков y1 и y2; б – фрагмент рис. 2, а: рождение новой моды А, которая при увеличении |r|20
распадается на моды В и С
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Каждая новая мода является вырожденной: при дальнейшем росте |r|20 она расщеп-
ляется на две (рис. 2, б).

Условие единственности продольной моды (25) можно интерпретировать, ис-
ходя из аналогии с известной теорией захвата частоты генератора заданным внеш-
ним сигналом [23]. В качестве внешнего сигнала выступает отраженная волна с ам-
плитудой δ

∣∣Ūc

∣∣ /2, которая навязывает генератору свою частоту, если только эта
частота лежит в полосе синхронизации шириной ωδ/Q (см. [24]). Если в полосе
синхронизации оказывается только одна мода линии задержки3

ωδ/Q < c/l, (27)

то эта мода в системе единственная. Наоборот, если в полосу синхронизации попа-
дает несколько мод линии задержки, то в системе существует несколько одночастот-
ных решений (продольных мод). С учетом обозначений (9), (17) условия (27) и (25)
эквивалентны.

3. Уравнения возмущений продольных мод

Допустим, что возникло малое возмущение продольной моды (20), (21)

Û+ = Re(U+eiω+ t), |U+|/|Uc| ¿ 1. (28)

Частота возмущения ω+ близка к частоте основной моды (см. (2)–(4)). Квадратичная
зависимость тока от напряжения на активном элементе (1) приводит к появлению
малых составляющих тока и напряжения во всех ветвях контура на частоте ω−,
симметрично отстоящей от частоты основной моды

2ωc = ω+ + ω∗−. (29)

Следовательно, колебания генератора представляют собой сумму трех колебаний на
частотах основной моды и сателлитов. Напряжение и ток на активном элементе пред-
ставим в виде суммы этих колебаний

U = Re
(
Uce

iω t + U+eiω+t + U−eiω−t
)
, (30)

IR = Re
(
IcReiωc t + I+Reiω+ t + I−Reiω− t

)
, (31)

где IcR = −Uc/R0 + (3ν)/(4R0) |Uc|2 Uc – ток на частоте основной моды
ωc, I±R = −U±/R0 + (3ν)/(4R0)(2 |Uc|2 U± + U2

c U∗∓) – линеаризованные по ампли-
тудам возмущений U± токи на частоте сателлитов ω±. Воспользовавшись правилом
Кирхгофа (5) для гармоник напряжения и токов через элементы контура на частотах
возмущений ω± и повторяя процедуру, изложенную в п. 2, получим соотношения
для амплитуд и частот возмущений

3Расстояние по частоте между модами длинной линии равно c/l.
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[
−1 + ω̄2

+ + iµω̄+

(
1−

∣∣Ūc

∣∣2
2

)
− iω̄+η

2 + δ− δe−2i2+

2 + δ+ δe−2i2+

]
Ū+ =

iω̄+µŪ2
c Ū∗−

4
, (32)

[
−1 + ω̄2

− + iµω̄−

(
1−

∣∣Ūc

∣∣2
2

)
− iω̄−η

2 + δ− δe−2i2−

2 + δ+ δe−2i2−

]
Ū− =

iω̄−µŪ2
c Ū∗

+

4
. (33)

Здесь 2+ = ω+l/c, 2− = ω−l/c – фазы запаздывания на частотах возмущений ω±,
Ū+,− =

√
3νU+,−, ω̄+,− = ω+,−/ω0. Уравнение для исходной моды имеет вид (11),

и при условии (13) может быть записано как (14).
Сдвиг частоты возмущения относительно частоты исходной моды

Ω = ω̄+ − ω̄c (34)

в соответствии с (2)–(4) мал4:

Ω¿ 1. (35)

Как следует из (4), (29), (34), в этих обозначениях

ω̄+ = 1 + α+Ω, ω̄− = 1 + α−Ω∗, 2+ = 2c +Ω20, 2− = 2c −Ω∗20. (36)

Ограничимся рассмотрением неубывающих возмущений, для которых выпол-
нены условия, аналогичные (13)

∣∣∣δe−2iΩ20
∣∣∣ ¿ 1. (37)

Тогда уравнения (32), (33) сводятся к виду

[
2α+ 2Ω+ iµ

(
1−

∣∣Ūc

∣∣2
2

)
− iη

(
1− δe−2i2c−2iΩ20

)]
Ū+ =

iµŪ2
c Ū∗−
4

, (38)

[
2α− 2Ω∗ + iµ

(
1−

∣∣Ūc

∣∣2
2

)
− iη

(
1− δe−2i2c+2iΩ∗20

)]
Ū− =

iµŪ2
c Ū∗

+

4
. (39)

Как следует из системы уравнений (32), (33) или (38), (39), возмущения связаны че-
рез основную моду, играющую роль накачки, а соотношение (29) можно интерпрети-
ровать как параметрическую неустойчивость исходной основной моды: распад двух
квантов исходной моды на кванты боковых сателлитов. При этом сильная основная
мода играет роль накачки. Однако следует отметить, что (29) допускает случай, ко-
гда действительные частоты сателлитов равны частоте основной моды. Будем клас-
сифицировать такие возмущения как «собственные», а их рост как «собственную»
неустойчивость. Неустойчивость, к которой приводит рост возмущений в виде боко-
вых сателлитов, будем называть сателлитной. Как следует из (29), оба возмущения
(на частотах ω+ и ω−) либо нарастают, либо убывают: Im ω̄+ = Im ω̄− = Im Ω.

4Ω определена как положительная величина.
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4. Характеристическое уравнение

Из уравнений (38), (39) получим характеристическое уравнение для сдвига Ω
частоты возмущений относительно частоты исходной моды

{
2α+ 2Ω+ iµ

(
1− ∣∣Ūc

∣∣2 /2
)
− iη

(
1− δe−2i2c−2iΩ20

)}×

×
{

2α− 2Ω− iµ
(
1− ∣∣Ūc

∣∣2/2
)

+ iη
(
1− δe2i2c−2iΩ20

)}
= µ2

∣∣Ūc

∣∣4/16.

(40)

Вводя обозначения

w = µ
∣∣Ūc

∣∣2/4, χ = r
(
1− e−2iΩ20

)
(41)

и используя уравнения (20), (21) для частоты и амплитуды исходной моды, предста-
вим (40) в виде

Ω2 − iΩw − iχΩ cos (22c)− wχ cos (22c) /2− χ2/4 = 0. (42)

Заметим, что один из корней уравнения (42), Ω = 0, соответствует сдвигу начальной
фазы автогенератора, или начала отсчета времени.

Анализ выражений (20), (21), (42) показывает, что поведение системы (ампли-
туда, частота продольных мод и их устойчивость) определяется тремя параметра-
ми: параметром r = ηδ, равным отношению удвоенного коэффициента отражения
к добротности контура, зашунтированного волновым сопротивлением (см. (9), (17));
фазой запаздывания 20 на собственной частоте колебательного контура, эта фаза
пропорциональна длине линии (см. обозначения после формулы (6)); положитель-
ной величиной w (см. (21), (41)), пропорциональной квадрату амплитуды колебаний.
Если относительное превышение тока над стартовым существенно больше коэффи-
циента отражения (18), то w равна прочности предельного цикла µ− η.

5. Исследование устойчивости продольных мод
относительно возмущений на собственной частоте

Для возмущений на собственной частоте можно отклонение частоты возмуще-
ния от частоты исходной моды представить в виде

Ω = iλ, (43)

где λ – действительно. Если возмущение неустойчиво, λ < 0. Уравнение (42) преоб-
разуем к виду

χ2 + 2wχ cos 22c − 4λχ cos 22c − 4λw + 4λ2 = 0, (44)

где χ = r
(
1− e2λ20

)
(см. (41)). Разрешая (44) для χ, получим
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χ = − (w − 2λ) cos 22c ±
√

((w − 2λ) cos 22c)
2 + 4λw − 4λ2. (45)

Поиск решений λ, удовлетворяющих уравнению (45), удобно пояснить графически
(рис. 3). Эти решения лежат на пересечениях графика функции

g1 (2λ20) = 1− e2λ20 (46)

и наклоненного эллипса5

g2 (2λ20) =
(2λ20)/20 − w

r
cos 22c ±

√
− (((2λ20)/20 − w) sin 22c)

2 + w2

r
. (47)

При r cos2c > 0 графики функций g1 (2λ20) и g2 (2λ20) не имеют пересечений
при λ < 0. При r cos2c < 0 существует единственное пересечение графиков области
λ < 0, если

∣∣g′1 (2λ20)
∣∣
λ=0

>
∣∣g′2 (2λ20)

∣∣
λ=0

. (48)

Рис. 3. Графическое решение уравнения (45): гра-
фики функций (46) и (47) при r cos2c < 0

Рис. 4. Фрагмент рис. 2, а. Моды, устойчивые отно-
сительно возмущений на собственной частоте, от-
мечены белыми кружками, неустойчивые – черны-
ми. Овалами отмечены крайние в частотном наборе
моды, у которых могут возникать сателлиты на дей-
ствительной частоте при условии достаточно боль-
шой надпороговости (18) (см. п. 7)

Условие (48) выполнено при

|r20 cos 22c| > 1. (49)

Таким образом, если в системе суще-
ствует единственная продольная мода
(при |r|20 < 1), то она устойчива, так
как неравенство (49) не может быть вы-
полнено. Если с ростом |r|20 появляет-
ся вырожденная мода (см. рис. 2, б), то
эта мода нейтральна (λ = 0), как сле-
дует из (26), (46), (47). При дальней-
шем росте |r|20 происходит расщепле-
ние вырожденной моды на две (см. п. 2,
рис. 2, б). В соответствии с (48), од-
на из этих мод – B на рис. 2, б, B′ на
рис. 4 – неустойчива, а вторая – мода
С на рис. 2, б, C′ на рис. 4 – устойчи-
ва. Если число продольных мод больше
двух, то устойчивые и неустойчивые от-
носительно «собственных» возмущений
моды чередуются по частоте. Моды, для
которых r cos2c < 0, неустойчивы; мо-
ды, для которых r cos2c > 0, устойчивы
(см. рис. 2 и рис. 4).

5Заметим, что для стационарного состояния sin 22c = 0 эллипс вырождается в две параллельные
друг другу прямые.
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Следует отметить аналогию с теорией захвата частоты генератора внешним
сигналом [23], в качестве которого в данном случае выступает отраженная волна.
Если фаза отраженной волны имеет такую величину, что ее воздействие приводит к
увеличению амплитуды колебаний на основной моде (см. (21) при r cos2c > 0), то
эта мода устойчива. И наоборот, если отражение приводит к уменьшению амплитуды
колебаний (см. (21) при r cos2c < 0), то такая мода неустойчива.

6. Исследование устойчивости продольных мод
относительно возмущений в виде боковых сателлитов

Задачу об устойчивости продольных мод относительно распада на боковые
сателлиты удается решить аналитически только при условии достаточно большого
превышения тока над стартовым (18). При произвольном соотношении параметров
уравнение (42) решалось численно в [22].

Условие (18) равносильно неравенству (см. (21), (41))

w À |r| . (50)

Заметим, что при оптимальной передаче мощности в нагрузку (22) условие (50)
выполнено.

Следуя методу D-разбиения [25] найдем, при каких параметрах частотная от-
стройка сателлитов Ω действительна и не равна нулю. Очевидно, что при малом из-
менении параметров вблизи этих значений устойчивые сателлиты становятся неустой-
чивыми. Для действительных частот Ω величины |χ| , |r| одного порядка, и условие
(50) означает, что w À |χ|. При этом корни уравнения (42) примерно равны

Ω1 ≈ iw, (51)

Ω2 ≈ i
(
χ2 + 2wχ cos (22c)

)
/(4w). (52)

Корень (51) мнимый, причем для этого корня условие малости амплитуды отражен-
ной волны, вернувшейся в генератор (37), может оказаться не выполненным. Однако,
если коэффициент отражения стремится к нулю и условие (37) выполняется, то ко-
рень (51) равен прочности предельного цикла свободного автогенератора [23].

Уравнение (52) имеет бесконечно много решений. При действительных значе-
ниях Ω (52) сводится к двум уравнениям

w cos (22c) = r cos (2Ω20) , (53)

Ω = −r2sin (2Ω20)/(2w). (54)

Фаза запаздывания 2c, входящая в (53), определяется из уравнения y1 (22c) =
= y2 (22c) (см. (23), (24)). Уравнения (53), (54) могут иметь решения не при любых
параметрах системы. Нахождение решений уравнения (54) удобно проиллюстри-
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Рис. 5. Графическое решение уравнения (54) для
нахождения сателлитов на действительной часто-
те. Каждое пересечение прямой y3 и синусои-
ды y4 определяет отстройку частоты Ω для пары
сателлитов (см.(29), (34)). Пунктиром показана си-
нусоида y4, касающаяся прямой y3 (при r220/w).
Пара сателлитов «1» распадается на две пары са-
теллитов, частотам которых соответствуют пересе-
чения «2» и «3»

ровать графически. Эти решения лежат
на пересечениях прямой

y3 (2Ω20) = 2Ω20. (55)

и синусоиды (рис. 5)

y4 (2Ω20) = −r220sin (2Ω20)/w. (56)

Как следует из (54), такие пересече-
ния существуют, только если выражение
r220/w превышает минимальное значе-
ние, примерно равное 4.6 (см. рис. 5)

r220/w ≥ 4.6. (57)

При выполнении условия (57) число
продольных мод велико (см. (50), п. 2)

|r|20 À 1. (58)

Из (50) , (53) следует, что

|cos (22c)| ¿ 1. (59)

Неравенства (58), (59) означают, что частоты тех мод, которые могут иметь сателли-
ты на действительной частоте, находятся на краю частотного набора всех мод (см.
рис. 4). Если для какой-нибудь продольной моды существуют сателлиты на действи-
тельной частоте, то производные функций (24) и (56) равны (см. (53)): y′4 (2Ω20) =
= y′2 (22c). В частности, если сателлиты на действительной частоте вырожденные
(см. рис. 5), то выполнено условие касания (26), то есть это сателлиты вырожденной
исходной моды (см. рис. 2, б).

Рассмотрим переход от устойчивости к неустойчивости при изменении пара-
метров относительно их граничных значений для случая, когда исходная мода вы-
рожденная (для нее справедливо соотношение (26)), и при этом выполнено условие
появления пары вырожденных сателлитов на действительной частоте: r220

/
w = 4.6.

Предположим, что коэффициент отражения δ меняется, а остальные параметры –
длина линии (20), активное сопротивление и волновой импеданс линии (параметры
µ, η, см. (9)) – остаются неизменными. При уменьшении |δ| исходная мода исчезает.
Если же |δ| растет, то исходная мода распадается на две моды (см. рис. 2, б), каждая
из которых имеет свои боковые сателлиты. Исследуем эти сателлиты на устойчи-
вость, то есть найдем знак мнимой части Im Ω (как следует из (29), Im Ω одинакова
для правого и левого сателлитов). При изменении δ меняется параметр r (17). При
этом возникают следующие добавки к частоте исходной моды, фазе запаздывания и
параметру надпороговости основной моды

∆α = ± 1
20

√
∆r
2r

, ∆2c = ±
√
∆r
2r

, ∆w = ∓
√

2r∆r sin (22c) . (60)
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Верхний знак соответствует более высокочастотной моде, нижний – низкочастотной.
Дифференцируя (52) с учетом (60), найдем мнимую часть частоты сателлитов

Im Ω = ∓
√

2r∆r sin (22c)
420 w

. (61)

Для мод, расположенным подобно модам В и С на рис. 2, б, значение sin (22c) < 0,
поэтому мода С устойчива, мода В неустойчива6. Если моды расположены подобно
модам B′ и С′ на рис. 4, то мода B′ неустойчива, мода С′ устойчива. В общем случае
неустойчивой относительно распада на сателлиты (Im Ω < 0) окажется та мода,
для которой наклон синусоиды (24) больше наклона прямой (23): y′2 (2c) > y′1 (2c)
(рис. 2, 4); устойчивой – мода, у которой y′2 (2c) < y′1 (2c).

Покажем, что, если продольная мода единственная (см. (25)), то она устойчива.
В соответствии с выводами Приложения 1, при выполнении условия

|cos 22c| ∼ 1. (62)

мода устойчива. Предположим, что длина системы (220) меняется в пределах π та-
ким образом, что мода остается единственной, а |cos 22c| становится много меньше
единицы. При этом согласно приведенным выше в данном разделе рассуждениям,
нет перехода через границу устойчивости, так как не выполнено условие (58), и
положительный знак Im Ω>0 сохраняется при изменении длины системы. Следо-
вательно, мода остается устойчивой, причем она устойчива и относительно «соб-
ственных» возмущений (п.5). Устойчивость единственной моды при произвольном
соотношении параметров r, w показана численно во второй части статьи, [22].

Как показано в Приложении 2, если при w À |r| для какой-либо моды найдена
граница устойчивости wbound (r,20), то в области w < wbound эта мода неустойчива,
в области w > wbound – устойчива. При произвольном соотношении параметров r, w

это показано в [22].

Заключение

В данной работе представлены результаты аналитического исследования устой-
чивости одночастотных продольных мод в генераторе со слабо отражающей удален-
ной нагрузкой.

Если в системе существует единственная продольная мода, то она устойчи-
ва. С увеличением расстояния генератор-нагрузка и коэффициента отражения волны
от нагрузки число допустимых одночастотных состояний – продольных мод систе-
мы – растет. Такого рода мода в определенной области параметров может оказаться
неустойчивой.

Исследование продольных мод относительно возмущений на их собственной
частоте показывает, что «собственно-устойчивые» и «собственно-неустойчивые» мо-
ды чередуются по частоте.

6Здесь для определенности предполагается r > 0. Изменение знака r равносильно изменению фазы
синусоиды (24) на π.
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Наряду с этим, мода может быть неустойчива относительно возмущений в ви-
де двух сателлитов с частотами, симметрично отстоящими от ее частоты. Рост таких
возмущений можно трактовать как параметрическую неустойчивость, или
4-фотонный распад двух квантов сильной исходной моды на два кванта сателлитов.
В случае, когда относительное превышение тока над стартовым велико по сравне-
нию с коэффициентом отражения (в частности, при таких параметрах, когда пере-
дача мощности в нагрузку оптимальная), неустойчивыми относительно распада на
сателлиты могут быть только моды, частоты которых лежат на краю частотного на-
бора всех мод. Сателлитная неустойчивость при произвольном превышении тока над
стартовым исследована численно во второй части статьи, [22].

Автор благодарен М.И. Петелину, Н.М. Рыскину и А.С. Сергееву за полезные
дискуссии и внимание к работе.

Приложение 1

Устойчивость мод |cos22c| ∼ 1 относительно распада
на сателлиты при достаточно большом превышении

над порогом генерации

При w À |r| и |cos 22c| ∼ 1 в (52) можно пренебречь одним слагаемым:

Ω ≈ iχ cos 22c/2. (П1.1)

Представим Ω в виде суммы действительной и мнимой частей: Ω = Ω′ + iΩ′′. Тогда
из (П1.1), (41) для действительной и мнимой частей Ω получим:

x = −R sinx ey, (П1.2)

y = R(1− cosx ey), (П1.3)

где x = 2Ω′20, y = 2Ω′′20, R = r20 cos 22c. Поскольку Ω′ определена как положи-
тельная величина, для доказательства устойчивости необходимо показать, что при
x > 0 неустойчивых решений (y < 0) не существует.

Если r cos 22c > 0 , то R > 0, и, как следует из (П1.3), действительно, таких
решений нет. При r cos 22c < 0 воспользуемся методом D-разбиения. Частота са-
теллита может быть действительна (y = 0) в двух случаях: cosx = 1, x = 0 или
cos 22c = 0, x = 0. В обоих этих случаях Ω′=0, то есть возмущения не являются
сателлитами. Следовательно, границы неустойчивости нет. Поскольку при |R| < 1
нет решений x > 0, y < 0 (см. П1.2), то такие решения не появятся и при любых
других значениях |R|. Таким образом, моды, для которых |cos 22c| ∼ 1, устойчивы
относительно распада на сателлиты.
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Приложение 2

Расположение областей устойчивости и неустойчивости
вблизи граничной поверхности в пространстве параметров

при достаточно большом превышении над порогом генерации

Будем считать, что при w À |r| найдена граница устойчивости какой-либо
моды относительно распада на сателлиты wbound (r,20). Изменение величины w по
сравнению с граничным значением приводит к изменению Ω и χ (52). Как следует
из (41), (52), эти приращения равны:

∆χ = 2ir20e
−2iΩ20∆Ω, (П2.1)

∆Ω =
iχ∆χ
2w

+
i cos (22c)∆χ

2
− iχ2∆w

4w2
. (П2.2)

Предполагается, что изменение параметра надпороговости w происходит только в
результате изменения величины µ. При этом приращения 20, 2c и r не появляются
(см. п.2). Подставляя (П2.1) в (П2.2) и учитывая (53), (54), получим:

Im ∆Ω×
∣∣∣∣1 +

χr20e
−2iΩ20

w
+ r20 cos (22c) e−2iΩ20

∣∣∣∣
2

=

=
r2∆w
2w2

(1− cos (2Ω20))
(

cos (2Ω20) +
r220

w

)
.

(П2.3)

Поскольку для существования границы сателлитной неустойчивости необходимо
r220/w≥ 4.6, мода устойчива (Im ∆Ω> 0) при ∆w > 0, и неустойчива (Im ∆Ω< 0)
при ∆w < 0.
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PARAMETRIC INSTABILITY OF AUTOOSCILLATOR
COUPLED WITH REMOTE LOAD

I. Theory

Yu.V. Novozhilova

At the autooscillator with weakly reflected remote load the number of one-frequency
states – longitudinal modes – increases with the growth of the reflection coefficient and
the length of the delay line. A mode of this kind can be unstable in some parameter
regions. There can be two types of perturbations: a) the perturbations resulting in a slow
evolution of principal mode amplitude and frequency; b) the perturbations in the form
of two satellites which frequencies are symmetric from that of the principal mode. The
modes stability relative to each type of perturbations was studied analytically.

Keywords: Autooscillator operation at the load, delayed reflection, one-frequency mode
stability.
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