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Тема. Феноменологическая модель ансамбля трех нейронов, связанных химическими
(синаптическими) и электрическими связями. Каждый нейрон моделируется одним ос-
циллятором ван дер Поля. Цель. Изучение влияния силы электрической связи и частот-
ной расстройки между элементами на режим последовательной активности, наблюдаю-
щийся в ансамбле нейроноподобных элементов с химическими тормозящими связями.
Метод. Исследование проводится с использованием аналитических методов нелинейной
динамики и компьютерного моделирования. Результаты. Показано, что введение сколь
угодно малых электрических связей в ансамбль осцилляторов ван дер Поля с химически-
ми (синаптическими) тормозящими связями приводит к разрушению устойчивого гете-
роклинического контура между седловыми циклами. Обнаружено, что неидентичность
элементов (при отсутствии электрических связей) не приводит к разрушению указан-
ного гетероклинического контура, что, в общем, не характерно для подобных систем.
Обсуждение. Исследованный ансамбль нейроноподобных элементов предлагается рас-
сматривать в качестве феноменологической модели нейронной сети. Такой подход име-
ет свои преимущества: здесь возможно исследовать низкоразмерные нейронные модели
и воспроизводить основные эффекты, наблюдающиеся в более сложных моделях, на-
пример, в биологически реалистичной модели Ходжкина–Хаксли, а также в реальных
экспериментах.

Ключевые слова: нейрон, химическая связь, электрическая связь, осциллятор ван дер По-
ля, гетероклинический контур.
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Topic. The phenomenological model of ensemble of three neurons coupled by chemical
(synaptic) and electrical couplings is studied. Single neuron is modeled by van der Pol oscillator.
Aim of work is to study of influence of coupling strength and frequency detuning between
elements in the case of regime of sequential activity that is observed in ensemble of neuron-
like elements with chemical inhibitory couplings. Method. The research is made with usage
of analytical methods of nonlinear dynamics and computer modeling. Results. It was shown
that adding of arbitrarily small electrical coupling to ensemble of van der Pol oscillators with
chemical synaptic inhibitory couplings leads to the destruction of a stable heteroclinic contour
between saddle limit cycles. It was also shown that nonidentity of elements (while electrical
couplings are absent) do not lead to destruction of heteroclinic contour. This situation, in
general, is not typical for such systems. Discussion. We suggest to consider the ensemble of
elements as phenomenological model of neuronal network. Such approach has the following
advantage: it is possible to study low-dimensional neuronal models and reproduce the main
effects that are observed in more complex models, for example, in biologically realistic model
of Hodgkin–Huxley and also in real experiments.

Key words: neuron, chemical coupling, electrical coupling, van der Pol oscillator, heteroclinic
contour.
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Введение

В последние несколько лет активно развивается новая область медицины –
биоэлектрическая медицина [1], которая опирается на использование электрическо-
го воздействия на организм вместо химического (медикаментозного) воздействия.
Мишенью электрического воздействия являются, главным образом, нервные волок-
на, при этом сигналы доставляются на них с помощью имплантов или носимых
устройств. Причины такого интереса к этой области связаны как с быстрым совер-
шенствованием техники (в числе факторов можно отметить появление биосовме-
стимой мягкой электроники, быстрый рост производительности вычислений, малые
размеры устройств [2]), так и с ограниченными успехами фармакологии в лечении
неврологических расстройств медикаментозными средствами. В этой связи также
стоит отметить, что в ближайшие десятилетия проблема лечения заболеваний нерв-
ной системы будет становиться все более актуальной, что связано со старением на-
селения и растущей стрессовой нагрузкой в современном мире. По этой причине
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ряд исследователей и промышленных компаний сделали ставку на биоэлектриче-
скую медицину. Как показывают последние работы [1, 3], такой подход может быть
успешно применен не только при лечении заболеваний нервной системы, но также
и при лечении сердечно-сосудистых, воспалительных, метаболических и эндокрин-
ных заболеваний, что подтверждается испытаниями на животных и клинической
практикой. Нервная система является главным регулятором внутренних процессов
в организме, а именно: мышления, пищеварения, моторной активности и т.п. [4].
В связи с этим возрастает интерес к исследованию электрических связей в нервной
системе и их роли в генерации различных режимов нейронной активности, а также
к механизмам их возникновения и подавления. Для разработки новых медицинских
технологий и внедрения их в реальное лечение требуется гораздо более глубокое
понимание того, как периферическая нервная система участвует в регуляции раз-
личных процессов в организме.

Цель данной работы – изучение влияния силы электрических связей и неиден-
тичности элементов на режим последовательной пачечной активности в модели ней-
ронного ансамбля с химическими (синаптическими) связями. Для этого была рас-
смотрена феноменологическая модель минимального ансамбля трех неидентичных
нейронов с указанными типами связей. Каждый из нейронов моделируется осцил-
лятором ван дер Поля, но с различной собственной частотой. Ранее в работе [5]
был подробно изучен ансамбль идентичных осцилляторов ван дер Поля только с хи-
мическими тормозящими связями. В частности, были изучены различные динами-
ческие режимы, наблюдающиеся в таком ансамбле при изменении параметров сил
химических связей, а также сценарии их рождения и исчезновения. В последующих
работах [6–8] было показано, что исследованные типы активности, математические
образы, лежащие в их основе, а также сценарии переходов от одних типов актив-
ности к другим являются универсальными для целого класса систем. Учет влияния
электрических связей и эффекта неидентичности элементов ансамбля нейронов поз-
волил получить в настоящей работе результаты, которые по своим характеристикам
качественно похожи на то, что наблюдается в реальных биологических эксперимен-
тах [9]. Настоящая работа сфокусирована на исследовании эволюции режима после-
довательной активности, поскольку он является одним из наиболее важных с точки
зрения нейродинамики.

1. Модель

Ансамбль трех неидентичных нейроноподобных элементов, связанных друг с
другом взаимными химическими (синаптическими) тормозящими и электрическими
связями, моделируется системой трех осцилляторов ван дер Поля{

ẍj − µ[λ(xj , ẋj)− x2j ]ẋj + ω
2
jxj + d(xj+1 − 2xj + xj−1) = 0,

j = 1, 2, 3,
(1)

где xj феноменологически описывают изменение мембранного потенциала j-ого
нейроноподобного элемента. Электрические связи между элементами ансамбля за-
даются выражениями d(xj+1 − 2xj + xj−1), где параметр d – это коэффициент элек-
трической связи. Химическое (синаптическое) тормозящее взаимодействие между
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нейроноподобными элементами в ансамбле феноменологически описывается анало-
гично тому, как это было сделано для остальных элементов ансамбля в работе [5] с
помощью параметра λ, зависящего от значений мембранного потенциала и скорости
его изменения, следующим образом:

λ(xj , ẋj) = 1− g1F
(√

x2j+1 + ẋ2j+1

)
− g2F

(√
x2j−1 + ẋ2j−1

)
. (2)

Здесь g1 и g2 – силы тормозящих связей, направленных по и против часовой стрелки,
соответственно (рис. 1); F (z) – активационная функция с пороговым значением z0,
феноменологически описывающая принцип действия синаптической связи,

F (z) =
1

1 + exp(−k(z − z0))
. (3)

При выбранных для моделирования значениях параметров k = 100 и z0 нелинейная
функция F (z) является близкой к ступенчатой, но при этом гладкой. При дости-
жении аргументом порогового значения, что соответствует генерации пресинапти-
ческим элементом колебаний амплитуды выше некоторой пороговой, функция F (z)
растет скачкообразно от 0 до 1 и при дальнейшем увеличении значения аргумента
остается равной единице. Это, в свою очередь, приводит к тому, что при наличии
связи достаточной силы, пресинаптический нейроноподобный элемент с помощью
генерации колебаний большой амплитуды способен подавить активность постси-
наптического нейроноподобного элемента. Известно, что в реальных экспериментах
регистрируемые частоты различаются для разных нейронов и кластеров нейронов.
Это позволяет ввести в систему (1) параметр ∆, где ω2 = ω1 − ∆, ω3 = ω1 + ∆.
Параметр µ≪ 1 определяет динамику одиночного элемента, в котором в отсутствие
связей наблюдаются квазигармонические колебания [10].

В работе [5] было показано, что режим последовательной пачечной активности
наблюдается в системе при d = 0 и ∆ = 0 в случае сильной асимметрии химических

Рис. 1. Топология химических (синаптических) свя-
зей g1 и g2, а также электрических связей d в ансам-
бле нейроноподобных элементов, задаваемых си-
стемой (1)

Fig.1. The topology of chemical (synaptic) couplings
g1 and g2 and electrical couplings d in the ensemble
of neuron-like elements described by system (1)

связей. Для изучения того, как введе-
ние электрических связей и частотной
расстройки между элементами влияет
на эволюцию режима последователь-
ной активности, нами были построены
(рис. 2) карты двух старших показате-
лей Ляпунова на плоскости параметров
(d,∆). Для вычисления показателей Ля-
пунова применён известный алгоритм
Бенеттина [11, 12], хорошо описанный,
например, в монографии [13]. При этом
для вычисления двух старших показате-
лей Ляпунова, помимо основной (опор-
ной) траектории, брались две вспомога-
тельные траектории той же динамиче-
ской системы с начальными условиями,
близкими к опорной траектории, и от-
слеживалась эволюция во времени рас-
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Рис. 2. Карты старшего ляпуновского показателя системы: a – (g1, g2) = (0, 5); b – (g1, g2) = (5, 0).
В области 1 – Λ1 > 0; в области 2 – Λ1 = Λ2 = 0; в области 3 – Λ1 = 0; область 4 соответствует
ситуации, когда траектории системы уходят на бесконечность

Fig. 2. Maps of the largest Lyapunov exponent of the system. a – (g1, g2) = (0, 5); b – (g1, g2) = (5, 0). 1
corresponds to the regions, where Λ1 > 0; 2 – Λ1 = Λ2 = 0; 3 – Λ1 = 0; regions 4 corresponds to the case,
when trajectories of the system go to the infinity

стояния между изображающими точками опорной и двух вспомогательных траекто-
рий. На карте (см. рис. 2) отмечены области 1, соответствующие положительному
старшему ляпуновскому показателю Λ1 > 0, что означает наличие в системе ха-
оса, который возникает при разрушении устойчивого гетероклинического контура
(наблюдавшегося в системе при d = 0). Абсолютное значение Λ1 в этом случае,
как правило, не очень велико. Область 2 (см. фрагмент рис. 2, a) соответствует
Λ1 = Λ2 = 0. В фазовом пространстве системы в этом случае наблюдается тор.
Области 3 отвечают периодическим движениям. Как видно из рисунка, в обоих слу-
чаях существует пороговое соотношение между d и ∆, при превышении которого
траектории системы начинают уходить на бесконечность (области 4). Этот факт хо-
рошо согласуется с данными биологических экспериментов, которые показывают,
что в реальных биологических системах невозможно бесконечно увеличивать силу
связи. В рамках указанного ограничения в системе при различных соотношениях
d и ∆ наблюдаются периодические, а также квазипериодические и хаотические ре-
жимы, которые не наблюдались при отсутствии электрической связи и частотной
расстройки.

2. Эволюция режима последовательной активности

Напомним, что режим последовательной пачечной активности наблюдается в
системе при сильной асимметрии связей [5]. Например, когда значение параметра
связи g1 является существенно большим, чем g2, которое мало или равно нулю.
Главной особенностью этого режима является растущая экспоненциально со вре-
менем длительность пачки. Математическим образом режима последовательной ак-
тивности в фазовом пространстве системы (1) является устойчивый гетероклиниче-
ский контур, возникающий между седловыми предельными циклами. Фазовая точка,
асимптотически приближаясь к указанному гетероклиническому контуру, проводит
в окрестности седловых предельных циклов более длительное время, что соответ-
ствует увеличению периода активности элементов ансамбля.
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Исследуем аналитически вопрос о том, как эволюционирует данный контур
при введении электрической связи d ̸= 0 и неидентичности элементов, то есть при
∆ ̸= 0. Положим ω1 = 1, d = µd1, ∆ = µ∆1. Перепишем систему уравнений (1)
в виде 

ẍ1 + x1 = µ[λ(x1, ẋ1)− x21]ẋ1 − µd1(x2 − 2x1 + x3),

ẍ2 + (1 + µ∆1)x2 = µ[λ(x2, ẋ2)− x22]ẋ2 − µd1(x1 − 2x2 + x3),

ẍ3 + (1− µ∆1)x3 = µ[λ(x3, ẋ3)− x23]ẋ3 − µd1(x1 − 2x3 + x2).

(4)

Применяя метод ван дер Поля [14] и усредняя по периоду T = 2π, получаем урав-
нение для комплексных амплитуд z1, z2 и z3

ż1 = [λ(z1, ż1)− z1z̄1]z1 + id1(z2 − 2z1 + z3),

ż2 = [λ(z2, ż2)− z2z̄2]z2 + id1(z1 − 2z2 + z3) + i∆1z2,

ż3 = [λ(z3, ż3)− z3z̄3]z3 + id1(z1 − 2z3 + z2)− i∆1z3.

(5)

Перейдем к действительным амплитудам и фазам, используя следующие соотноше-
ния: 

z1 =
R1

2
e−iϕ1 ,

z2 =
R2

2
e−iϕ2 ,

z3 =
R3

2
e−iϕ3 ,

(6)

в результате чего получим систему

Ṙ1 =

[
λ(R1, Ṙ1)−

R2
1

4

]
R1 −R2d1 sin(ϕ1 − ϕ2)−R3d1 sin(ϕ1 − ϕ3),

Ṙ2 =

[
λ(R2, Ṙ2)−

R2
2

4

]
R2 −R1d1 sin(ϕ2 − ϕ1)−R3d1 sin(ϕ2 − ϕ3),

Ṙ3 =

[
λ(R3, Ṙ3)−

R2
3

4

]
R3 −R1d1 sin(ϕ3 − ϕ1)−R2d1 sin(ϕ3 − ϕ2),

R1ϕ̇1 = 2d1R1 −R2d1 cos(ϕ1 − ϕ2)−R3d1 cos(ϕ1 − ϕ3),

R2ϕ̇2 = 2d1R2 − ∆1R2 −R1d1 cos(ϕ2 − ϕ1)−R3d1 cos(ϕ2 − ϕ3),

R3ϕ̇3 = 2d1R3 + ∆1R3 −R2d1 cos(ϕ3 − ϕ2)−R1d1 cos(ϕ3 − ϕ1).

(7)

В отсутствие электрических связей, то есть при d = 0, система (7) распадается на
две подсистемы. Первая подсистема содержит уравнения для усредненных амплитуд

Ṙ1 =

[
λ(R1, Ṙ1)−

R2
1

4

]
R1,

Ṙ2 =

[
λ(R2, Ṙ2)−

R2
2

4

]
R2,

Ṙ3 =

[
λ(R3, Ṙ3)−

R2
3

4

]
R3.

(8)
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Вторая подсистема содержит уравнения для фаз
ϕ̇1 = 0,

ϕ̇2 = −∆1,
ϕ̇3 = +∆1.

(9)

Аналитическое исследование подсистемы (8) было проведено ранее в работе [5]. Си-
стема (8) была рассмотрена последовательно на инвариантных плоскостях R1 = 0,
R2 = 0 и R3 = 0. В частности, для случая асимметричных связей было показано,
что на каждой из инвариантных плоскостей существуют три состояния равновесия
[неустойчивый узел (0,0), седло (2,0) и устойчивый узел (0,2)]. При этом состояния
равновесия (2,0) и (0,2) соединяет устойчивая гетероклиническая траектория. Эти
три гетероклинические траектории, обнаруживаемые на каждой из фазовых плоско-
стей (R1, R2), (R1, R3) и (R2, R3), составляют устойчивый гетероклинический цикл
системы (8). Из уравнений (8)–(9) легко видеть, что этот результат остается спра-
ведливым также для неидентичных элементов (с ненулевой частотной расстройкой
∆1 ̸= 0), однако частоты элементов в этом случае будут отличаться. Здесь следует
отметить, что гетероклинические контуры, как правило, возникают в системах с сим-
метрией и при ее разрушении также исчезают. В данном случае неидентичность эле-
ментов нарушает симметрию, однако гетероклинический контур существует вслед-
ствие того, что амплитудная динамика, задаваемая подсистемой (8), не зависит от
фаз, определяемых уравнениями (9).

Теперь исследуем, как введение электрической связи влияет на указанный
устойчивый гетероклинический цикл. Для этого рассмотрим систему (7) на плос-
кости R2 = 0, где она преобразуется к следующему виду, включающему систему
обыкновенных дифференциальных уравнений четвертого порядка

Ṙ1 =

[
λ(R1, Ṙ1)−

R2
1

4

]
R1 −R3d1 sin(ϕ1 − ϕ3),

Ṙ3 =

[
λ(R3, Ṙ3)−

R2
3

4

]
R3 +R1d1 sin(ϕ1 − ϕ3),

R1ϕ̇1 = 2d1R1 −R3d1 cos(ϕ1 − ϕ3),

R3ϕ̇3 = 2d1R3 − ∆1R3 −R1d1 cos(ϕ1 − ϕ3)

(10)

и два равенства {
R1 sin(ϕ1 − ϕ2) = R3 sin(ϕ2 − ϕ3),
R1 cos(ϕ1 − ϕ2) = −R3 cos(ϕ2 − ϕ3).

(11)

Из последних двух соотношений (11) получаем, что ϕ1 = ϕ3. Тогда система (10) пре-
образуется к виду, включающему систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка 

Ṙ1 =

[
λ(R1, Ṙ1)−

R2
1

4

]
R1,

Ṙ3 =

[
λ(R3, Ṙ3)−

R2
3

4

]
R3

(12)

и равенство
R2

3d1 = ∆1R1R3 +R2
1d1. (13)
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Легко видеть, что из трех состояний равновесия (0,0), (2,0) и (0,2) системы диф-
ференциальных уравнений (12) соотношению (13) удовлетворяет только состояние
равновесия (0,0). В остальных случаях система является несовместной при d ̸= 0.
Таким образом, введение слабой электрической связи между элементами приводит
к тому, что в системе остается только неустойчивое состояние равновесия (0, 0), и
гетероклинический контур между седловыми состояниями равновесия в системе (7)
разрушается. Следовательно, введение слабой ненулевой электрической связи меж-
ду элементами приводит к разрушению существовавшего в исходной системе (1)
устойчивого гетероклинического контура между седловыми предельными циклами.
Однако из численных экспериментов можно заметить, что при относительно неболь-
ших d, соответствующих областям 1 на картах старшего ляпуновского показателя
(см. рис. 2), в окрестности гетероклинического контура остается множество траек-
торий, которые последовательно посещают области вблизи седловых предельных
циклов в течение неограниченного времени (рис. 3, b). Поскольку фазовые траек-
тории в этом случае не притягиваются к разрушенным седловым циклам, а лишь
попадают в некоторую их окрестность, время активности элементов является посто-
янным и определяется силой электрической связи и величиной частотной расстройки
между элементами (рис. 3, a). Старший ляпуновский показатель при этом положите-
лен, Λ1 > 0. Этот сценарий похож на описанный в работе [5] сценарий разрушения
гетероклинического контура в присутствии шума.

В случае, когда частотная расстройка относительно невелика (0 ≤ ∆ ≤ 0.235),
при дальнейшем увеличении силы электрической связи d динамика системы стано-

Рис. 3. Временные реализации x1, x2, x3 и проекция фазовой траектории системы (1) на 2-мерное под-
пространство (x1, x2) в случае сильной асимметрии связей. Значения параметров химических связей:
(g1, g2) = (0, 5). Значения параметра электрической связи и частотной расстройки: (a, b) – d = 0.1,
∆ = 0.02; (c, d) – d = 0.1, ∆ = 0.4; (e, f ) – d = 0.2, ∆ = 0.1

Fig. 3. Time series x1, x2, x3 and projections of the phase trajectories of the system (1) on the 2-dimensional
subspace (x1, x2) in the case of strong asymmetry in the coupling strengths. Parameter values for chemical
couplings: (g1, g2) = (0, 5). Parameter value for electrical couplings and frequency mismatch: (a, b) –
d = 0.1, ∆ = 0.02; (c, d) – d = 0.1, ∆ = 0.4; (e, f ) – d = 0.2, ∆ = 0.1
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вится регулярной, а именно, в численном эксперименте наблюдаются режимы пери-
одических (рис. 3, с) и квазипериодических колебаний (рис. 3, b). При переходе в
область квазипериодических колебаний в фазовом пространстве системы возникает
тор (рис. 3, d). При дальнейшем увеличении силы электрической связи d тор разру-
шается, на его месте рождается устойчивый предельный цикл (рис. 3, f ) в результате
жесткой бифуркации Неймарка–Сакера.

Заключение

Исследованный в настоящей работе ансамбль нейроноподобных элементов мы
предлагаем рассматривать в качестве феноменологической модели нейронной сети.
Такой подход имеет свои преимущества: здесь возможно исследовать низкоразмер-
ные нейронные модели, и воспроизводить основные эффекты, наблюдающиеся в бо-
лее сложных моделях, например, в биологически реалистичной модели Ходжкина–
Хаксли [15], а также в реальных экспериментах. Проведенное исследование показа-
ло, что введение сколь угодно малых электрических связей в ансамбль осцилляторов
ван дер Поля с химическими синаптическими тормозящими связями приводит к раз-
рушению устойчивого гетероклинического контура между седловыми циклами. По-
казано также, что неидентичность элементов (при отсутствии электрических связей)
не приводит к разрушению указанного гетероклинического контура, что, в общем, не
характерно для подобных систем. Гетероклинический контур существует, как прави-
ло, в системах с симметрией и при ее разрушении также исчезает. В данном случае
гетероклинический контур не разрушается, поскольку амплитудная динамика систе-
мы не зависит от фазовой. Также показано, что при разрушении контура возникает
слабая хаотическая активность, однако дальнейшее увеличение силы электрической
связи приводит к регуляризации динамики системы.

Полученные результаты дают возможность получить более глубокое понима-
ние работы электрических связей в нервной системе. Изучение их влияния на эво-
люцию нейронной активности представляет интерес не только с точки зрения нели-
нейной динамики, но также способствует развитию теоретической базы биоэлек-
трической медицины и созданию новых методов и подходов для лечения заболева-
ний нервной системы, плохо поддающихся лечению с помощью фармакологических
средств.

Авторы выражают глубокую признательность С.В. Гонченко за ценные со-
веты. Аналитические результаты получены при поддержке гранта РФФИ 16-32-
00835. Численные эксперименты были выполнены в рамках гранта РНФ 14-12-
00811. А.О. Казаков также выражает благодарность программе фундаментальных
исследований НИУ ВШЭ в 2018 году за поддержку научных исследований.
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