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Введение

Изучение влияния шума на динамические системы является актуальным на-
правлением научных исследований в области нелинейной динамики. Это связано с
присутствием различных источников внутренних и внешних шумов во всех реаль-
ных системах и устройствах, независимо от их физической природы, а также с той
важной ролью, которую шум, даже при слабой интенсивности, может играть в нели-
нейных системах. Шум не просто разрушает динамические режимы, характерные
для детерминированной системы, он может приводить к новым типам поведения
или изменять характер бифуркаций (индуцированные шумом переходы и стохасти-
ческие бифуркации [1–4]), поддерживать незатухающие колебания в бистабильных
и возбудимых осцилляторах [5–8], управлять степенью регулярности стохастических
колебаний (явления стохастического и когерентного резонансов [6–12]) и эффекта-
ми синхронизации (стохастическая синхронизация [7, 8, 10, 13–15] и синхронизация
шумом [16–18]).

Особенно важна роль шума в так называемых стохастических осцилляторах,
представляющих собой активные нелинейные системы, которые, в силу преобла-
дания диссипации энергии над ее подкачкой, не способны поддерживать незатухаю-
щие колебания без воздействия внешних сил. В присутствии случайных воздействий
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(шума) в таких системах возникают стохастические колебания, характеристики кото-
рых определяются как параметрами системы, так и свойствами шума. Выделяют две
группы стохастических осцилляторов: возбудимые осцилляторы и бистабильные ос-
цилляторы [7]. Возбудимые осцилляторы характеризуются устойчивым состоянием
равновесия (покоя), из которого система может перейти в неустойчивое состояние
возбуждения, если воздействие оказывается достаточно сильным (превышает неко-
торый порог возбуждения). Далее система возвращается в исходное состояние сама,
вне зависимости от внешних воздействий, и может снова возбудиться только через
некоторое время [7, 8]. Бистабильные осцилляторы – это системы с двумя устой-
чивыми состояниями. В общем случае этим состояниям могут соответствовать два
любых аттрактора (в том числе хаотических), со своими бассейнами притяжения.
В простейшем и наиболее изученном случае бистабильный осциллятор представля-
ет собой систему с двумя устойчивыми точками равновесия [5–7]. Шум заставляет
осциллятор случайным образом переключаться из одного состояния равновесия в
другое, поддерживая таким образом стохастические колебания.

Стохастические эффекты в бистабильных системах хорошо известны. К ним
относятся уже упомянутые явления стохастического резонанса [6, 7, 9, 10], стохасти-
ческой синхронизация [7, 10, 13, 14], а также эффект индуцированного шумом хаоса
[19, 20]. Классическим примером стохастического бистабильного осциллятора явля-
ется осциллятор Крамерса [5, 6]. Он представляет собой стохастический осциллятор
с одной степенью свободы, характеризующийся двухъямным потенциалом и посто-
янной диссипацией. В общем виде такой осциллятор описывается стохастическим
дифференциальным уравнением вида

ÿ + γẏ +
∂U(y)

∂y
=

√
2γDn(t), (1)

где γ - постоянный коэффициент диссипации, U(y) – потенциальная функция, n(t) –
нормированный источник шума (⟨n(t)⟩ ≡ 0, ⟨n(t)n(t+ τ)⟩ = δ(τ), скобки ⟨. . . ⟩ озна-
чают статистическое усреднение, δ(τ) – функция Дирака), D – интенсивность шума.
Поведение такого осциллятора хорошо изучено с применением аналитических ме-
тодов и описано в научной литературе (см., например, [6,22]). Для осциллятора (1)
с конечным трением (γ ̸= ∞) зависимость y(t) является гладкой функцией. В этом
случае для характеристики средней частоты стохастических колебаний удобно ис-
пользовать частоту Райса [21,22]. Она определяется как ωR = 2πM/T , где M –
число переходов переменной y через ноль в одном направлении за время наблюде-
ния T → ∞. Для осциллятора (1) с γ = 1 частота Райса удовлетворяет следующему
соотношению [21]:

⟨ωR⟩ =

√
2πD exp

{
−U(0)

D

}
∞∫

−∞
exp

{
−U(y)

D

}
dy

. (2)

В бистабильных осцилляторах типа (1) с ростом интенсивности шума часто-
та Райса монотонно растет [21]. При этом не наблюдается качественных изменений
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формы вероятностного распределения p(y, ẏ), то есть отсутствуют стохастические
бифуркации Р-типа (феноменологические бифуркации) [3, 4], хотя при малой дис-
сипации возможна стохастическая бифуркация D-типа, связанная с возникновением
экспоненциальной неустойчивости стохастических траекторий [3, 19, 20].

В данной работе предлагается стохастический бистабильный осциллятор, ка-
чественно отличный от осциллятора (1), который, в зависимости от значений управ-
ляющих параметров, может демонстрировать более сложное и разнообразное пове-
дение. Применяется численное интегрирование стохастических дифференциальных
уравнений осциллятора по модифицированной схеме Эйлера–Коши [23] с учетом
гауссова белого шума. В результате статистической обработки данных интегрирова-
ния строятся вероятностные распределения и вычисляется частота Райса. Сопостав-
ление численных результатов с теоретическими соотношениями, справедливыми для
осциллятора (1), позволяет ввести эффективные характеристики предлагаемой би-
стабильной модели.

1. Модель бистабильного осциллятора с переменной диссипацией

Рассмотрим схему параллельного контура, представленную на рис. 1. Контур
содержит два, в общем случае, нелинейных элемента N1, N2 c вольтамперными ха-
рактеристиками S- и N -типа, задаваемыми некоторыми функциями iN1 = F (U),
UN2 = P (i), и источник шумового тока inoise(t), который будем полагать белым и
гауссовым. Уравнения контура в безразмерных переменных имеют вид

εẋ = −y − F (x) +
√
2Dn(t), ẏ = x− P (y), (3)

где x – безразмерное напряжение на конденсаторе, а y – безразмерный ток,
протекающий через катушку; время t, параметр ε ∼ C/L, а также коэффициенты,
входящие в выражения для функций F (x) и P (y), являются безразмерными. Пер-

Рис. 1. Радиотехническая схема исследуемого осциллятора (3) (а) и вид фазовой плоскости (б) в случае
нелинейности (6). Значения параметров: a = 1.2, b = 100, ε = 0.01, c1 = 1, c3 = 9, c5 = 22, D = 0. На
схеме используются обозначения: U – напряжение на емкости, i – ток в цепи индуктивности, inoise –
источник шумового тока. На фазовоий плоскости отмечены две устойчивые точки равновесия «1» и
«2»; точка «3» – седло в начале координат; изображены нульклины ẋ = 0 и ẏ = 0; линии со стрелками –
сепаратрисы седла
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вое уравнение содержит источник аддитивного белого гауссова шума с интенсив-
ностью D. Выбор функций F (x) и P (y) позволяет получить широкий спектр дина-
мических режимов, от режимов, аналогичных поведению осциллятора (1) с двухъям-
ным потенциалом, до динамики возбудимого осциллятора и бистабильности
в режиме автоколебаний.

Положим P (y) = −ay+ by3, a, b > 0. Зафиксируем значения a = 1.2, b = 100,
ε = 0.01 и рассмотрим влияние на поведение системы нелинейного элемента N1

с характеристикой S-типа (см. рис. 1). Пусть первое уравнение является линейным

F (x) = c1x, c1 > 0, (4)

тогда в осцилляторной форме получаем следующее уравнение исследуемой системы:

ÿ + (3by2 − a+ kc1)ẏ + ky(1− c1a+ c1by
2) = −k

√
2Dn(t), (5)

где k = 1/ε. При достаточно малом значении параметра ε влиянием слагаемого
3by2 − a на диссипацию можно пренебречь. В этом случае осциллятор (5) аналоги-
чен бистабильному осциллятору (1). Численные исследования осциллятора (5) сви-
детельствуют о монотонном поведении частоты Райса и отсутствии стохастических
бифуркаций при любом значении ε.

Учтем нелинейное сопротивление N1 и выберем функцию F (x) в виде

F (x) = c1x− c3x
3 + c5x

5, c1, c3, c5 > 0. (6)

Вид фазовой плоскости, соответствующий этому случаю при D = 0, a = 1.2,
b = 100, ε = 0.01, c1 = 1, c3 = 9, c5 = 22, приведен на рис. 1, б. В системе
имеются две устойчивые точки равновесия типа устойчивый узел, расположенные
симметрично относительно седла в начале координат. Бассейны их притяжения раз-
делены устойчивой сепаратрисой седла. По виду фазовой плоскости динамических
переменных x, y трудно сделать вывод об особенностях поведения исследуемого
бистабильного осциллятора.

В осцилляторной форме система (3), (6) принимает вид

ÿ + q1(y, ẏ)ẏ + kq2(y) = −k
√
2Dn(t), (7)

где функция q2(y) определяет форму потенциала, а q1(y, ẏ) есть нелинейное трение.
Эти функции задаютcя следующими выражениями:

q1(y, ẏ) = −a+ 3by2 + k

(
c1 − c3

3∑
n=1

3!

n!(3− n)!
ẏn−1(by2 − a)3−ny3−n+

+ c5

5∑
n=1

5!

n!(5− n)!
ẏn−1(by2 − a)5−ny5−n

)
,

q2(y) = y + c1(by
2 − a)y − c3(by

2 − a)3y3 + c5(by
2 − a)5y5.
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Важно отметить, что коэффициент трения зависит не только от переменной y,
но и от скорости ẏ. Сложная зависимость диссипации от переменных y и ẏ является
причиной качественного отличия поведения осциллятора (7) от (1) и (5).

2. Эволюция вероятностного распределения и частота Райса
в бистабильном осцилляторе с переменной диссипацией

Рассмотрим эволюцию плотности вероятности динамических переменных в
осцилляторе (3) с нелинейностью (6), зафиксировав параметры, соответствующие
бистабильному режиму с двумя устойчивыми точками равновесия (см. рис. 1, б), и
меняя интенсивность шума D. При малом шуме вероятностное распределение p(y)

имеет два локальных максимума, соответствующих равновесиям внутри потенциаль-
ных ям. C ростом шума последовательно происходят две стохастические бифурка-
ции: переход к унимодальному распределению p(y) (с одним максимумом), а затем,
снова к распределению с двумя максимумами. Соответствующие кривые приведе-
ны на рис. 2, а. Для переменной x стохастическая бифуркация не наблюдается –
распределение p(x) при любом шуме остается унимодальным (рис. 2, б).

Одним из следствий стохастических бифуркаций является немонотонный ха-
рактер зависимости дисперсии колебаний динамической переменной y с ростом шу-
ма (рис. 3): при малых уровнях шума наблюдается уменьшение дисперсии с ростом
шума, которое затем сменяется ростом. Таким образом, существует интенсивность
шума, при которой дисперсия колебаний y(t) минимальна. В то же время, дисперсия
колебаний x(t) монотонно растет с ростом шума.

Стохастические бифуркации Р-типа в осцилляторе (3) с нелинейной диссипа-
цией приводят к принципиально иной зависимости частоты Райса от интенсивности
шума, которая не наблюдается в осцилляторах типа (1). Представим систему (3) в
форме осцилляторного уравнения (7). Будем рассматривать частоту, с которой пере-
менная y пересекает нулевое значение в одном направлении. Функция y(t) является

Рис. 2. Эволюция вероятностного распределения p колебаний y(t) (а)и x(t) (б) с ростом шума в осцил-
ляторе (3) с нелинейностью (6) при a = 1.2, b = 100, ε = 0.01, c1 = 1, c3 = 9, c5 = 22 и различных
значений D: 1 – 2 · 10−5; 2 – 6 · 10−5; 3 – 2.4 · 10−3
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Рис. 3. Зависимость дисперсии колебаний y(t)
(сплошная линия) и x(t) (штриховая линия) от ин-
тенсивности шума D в системе (3) с нелинейно-
стью (6). Значения параметров осциллятора соот-
ветствуют рис. 2

Рис. 4. Зависимость частоты Райса от интенсивно-
сти шума D для различных осцилляторов: 1 соот-
ветствует осциллятору (1) с потенциальной функ-
цией U(y) = −1/2y2 + 1/4y4, при γ = 1; 2 – ос-
циллятору (5); 3 – осциллятору (7)

гладкой, что определяет выбор переменной y для вычисления частоты Райса. На
рис. 4 приведены полученные численно зависимости частоты ωR от интенсивности
шума D для осцилляторов (5), (7) и осциллятора (1) с двухъямным потенциалом.
Для осцилляторов (5) и (1) зависимость < ωR > от D имеет один характер (кри-
вые 1 и 2) – частота Райса монотонно растет с ростом шума, что соответствует
результатам, приведенным в [21]. Для осциллятора (7) зависимость является иной –
частота Райса сначала растет с ростом шума, а затем, достигнув максимума, умень-
шается до значений, близких к нулю (кривая 3).

3. Эффективные характеристики осциллятора

Эволюцию колебаний y(t) в системе (7) с ростом шума можно описать с по-
мощью эффективной интенсивности шума Dэфф и эффективного потенциала Uэфф.
Такая возможность обусловлена тем, что совместное стационарное распределение
переменных y и ẏ в осцилляторе (7) может быть представлено в виде, аналогичном
распределению, полученному теоретически для осциллятора (1) [21,22]. Оно имеет
вид

p(y, ẏ) = C exp

{
− 1

Dэфф

(
ẏ2

2
+ Uэфф(y)

)}
, (8)

где С – нормировочная константа. Эффективные значения Dэфф и Uэфф(y) опреде-
ляются на основании аппроксимации вероятностных распределений переменных y

и ẏ, полученных численно при заданном уровне шума. Как показали расчеты, рас-
пределение p(ẏ) всегда является унимодальным и близко к гауссову распределению.
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Рис. 5. Эффективный потенциал Uэфф(y) осцилля-
тора (7), рассчитанный для различных значений ин-
тенсивности шума D: 1 – 2 · 10−5; 2 – 6 · 10−5;
3 – 2.4 ·10−3. Значения параметров осциллятора (7)
соответствуют рис. 2

Значение Dэфф равно дисперсии скоро-
сти ẏ. Для плотности вероятности пе-
ременной y из (8) следует выражение
p(y) = C exp

{
−Uэфф(y)/Dэфф

}
. Эф-

фективный потенциал задавался в ви-
де Uэфф = −AU2 + BU4. Получен-
ные по формуле значения p(y) сопо-
ставлялись с результатами компьютер-
ных расчетов, и по методу наименьших
квадратов определялись коэффициенты
A и B. На рис. 5 приведены кривые
Uэфф(y), рассчитанные для различных
значений D. Качественные перестройки
формы эффективного потенциала соот-
ветствуют описанным ранее стохастиче-
ским бифуркациям (см. рис. 2, а). Часто-
ту Райса можно вычислить по формуле (2) с соответствующей заменой D → Dэфф,
U(y) → Uэфф(y). На рис. 4 кружками отмечены значения частоты Райса, полученные
для осциллятора (7) с использованием эффективных характеристик Dэфф, Uэфф(y) и
выражения (2).

Выводы

Предложена новая характерная модель бистабильного осциллятора с нелиней-
ной диссипацией, демонстрирующая стохастические бифуркации Р-типа и немоно-
тонную зависимость средней частоты стохастических колебаний от интенсивности
шума. Введение эффективной интенсивности шума и эффективного потенциала поз-
воляет описать поведение данной модели, используя известные аналитические соот-
ношения, полученные для осцилляторов с постоянной диссипацией.

Работа поддержана грантом РФФИ (№ 15-02-02288) и Министерством об-
разования и науки РФ в рамках гос. задания (код проекта 1008).
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A model of bistable stochastic oscillator with dynamical variables depending on
dissipation is offered. Considered system demonstrates stochastic P-bifurcations and non-
monotonic dependence of the mean oscillation frequency on the noise intensity. An effective
noise intensity and an effective potential are introduced for a quantitative description of
the observed effects.
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