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В работе исследовалась динамика двух упруго связанных между собой маятников
одинаковой массы, находящихся под действием разных постоянно действующих внеш-
них вращательных моментов. Исследование мотивировано многочисленными физиче-
скими и биологическими приложениями рассматриваемой модели. Такие системы вхо-
дят в число базовых физических моделей и представляют широкий научный интерес.
На сегодняшний день существует немало работ, изучающих маятниковые ансамбли бо-
лее высокого порядка. Представляется важным подробно и полно изучить динамику си-
стемы двух маятников, нелинейно связанных друг с другом, как базу для понимания
поведения более сложных ансамблей фазовых осцилляторов. При изучении динамики
двух нелинейно связанных маятников наибольший интерес представляет рассмотрение
режима синхронизации, являющегося одним из основных режимов, наблюдаемых при
взаимодействии нескольких осцилляторов в природе. Также в работе описываются и
другие режимы, характеризующие динамику системы. Цель исследования состоит в изу-
чении динамики системы в зависимости от параметров. Рассмотрены периодический и
квазипериодический режимы колебаний, синхронизация и режим отсутствия колебаний.
В работе получены оригинальные результаты, касающиеся аналитической оценки грани-
цы области синхронизации в плоскости {d,α}, где d – сила связи между осцилляторами,
а α – параметр синхронизации. Для получения вышеуказанной оценки были проведе-
ны элементы качественного анализа систем нелинейно связанных уравнений Адлера.
Аналитическая оценка была подтверждена результатами прямого численного моделиро-
вания системы. В работе использовался метод Рунге–Кутты четвёртого порядка с контро-
лем локальной погрешности. Были построены бифуркационные диаграммы в плоскости
{γ1, γ2} для различных значений параметра связи. Исследовано влияние параметров си-
стемы на существующие в ней режимы.
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Введение

Изучение динамики систем связанных маятников является важной задачей,
имеющей множество практических приложений. Такие системы входят в число базо-
вых физических моделей и представляют широкий научный интерес. На сегодняш-
ний день существует немало работ, посвящённых исследованию осцилляторов, свя-
занных друг с другом разнообразно устроенными связями [1–9]. Следует отметить
тот факт, что, кроме стандартного приложения маятниковых систем, в таком разделе
физики, как механика, системы связанных осциллирующих элементов маятникового
типа позволяют адекватно описывать процессы в электрических цепях, полупровод-
никовых структурах, в молекулярной биологии [10–12]. Они активно используются
при изучении явления сверхпроводимости. К примеру, при теоретическом рассмот-
рении связанных джозефсоновских контактов [13–18] и гранулированных сверхпро-
водников [19]. Не меньшую важность представляет приложение результатов исследо-
вания динамики систем связанных осциллирующих объектов к объектам живых си-
стем. Так, можно провести аналогию между движением маятников и вращательными
колебаниями оснований молекул ДНК [12] при изучении так называемых открытых
состояний [20–22], являющихся важным и необходимым элементом функционирова-
ния такой молекулы [23].

Представляется важным подробно и полно изучить динамику системы двух
маятников, нелинейно связанных друг с другом, как базу для понимания поведе-
ния более сложных ансамблей фазовых осцилляторов, интерес к которым вызван
большим количеством физических приложений, использующих, в том числе, модель
Френкеля–Конторовой и ее модификации [11, 24, 25]. Рассмотрение цепочек взаимо-
действующих спинов в ферромагнетиках [26–28] и исследование процесса скручи-
вания цепочек в полимерных кристаллах [29–31], к примеру, можно назвать в числе
областей, использующих результаты, полученные в ходе изучения динамики маят-
никовых ансамблей. При изучении динамики двух нелинейно связанных маятников
наибольший интерес представляет рассмотрение режима синхронизации, являюще-
гося одним из основных режимов, наблюдаемых при взаимодействии нескольких ос-
цилляторов в природе [10]. Поэтому в данной работе наше внимание будет уделяться
рассмотрению синхронизации. Также будут освещены и другие режимы, характери-
зующие динамику системы.

1. Модель

В работе рассматривается система уравнений, описывающая динамику двух
упруго связанных между собой математических маятников одинаковой массы, нахо-
дящихся под действием разных внешних вращательных моментовϕ̈1 + λϕ̇1 + β sinϕ1 = γ1 + d sin(ϕ2 − ϕ1),

ϕ̈2 + λϕ̇2 + β sinϕ2 = γ2 + d sin(ϕ1 − ϕ2).
(1)

Предполагается, что осцилляция маятников в поле силы тяжести происходит лишь
в одной плоскости, перпендикулярной линии подвеса. Колебания маятников проис-
ходят в сильно вязкой среде (коэффициент затухания λ ≫ 1, то есть диссипация

c⃝Хрисанфова С.О., Кадина Е.Ю., Губина Е.В., Коган Л.В., Осипов Г.В.
Изв. вузов «ПНД», т. 24, № 3, 2016 5



сильна). Здесь ϕ1 и ϕ2 отвечают за фазы, γ1, γ2 ∈ [−2, 2] и отражают действие вра-
щательных моментов на каждый маятник, а d – величина связи между маятниками.
Коэффициент β влияет на динамику каждого маятника в отдельности, внося асин-
хронность в их вращения. Сделав замену времени t = τ/λ и вводя малый параметр
µ = 1/λ2, получим следующую систему уравнений:

dϕ1
dt

= y1,

dϕ2
dt

= y2,

µ
dy1
dt

= γ1 − β sinϕ1 − y1 + d sin (ϕ2 − ϕ1),

µ
dy2
dt

= γ2 − β sinϕ2 − y2 + d sin (ϕ1 − ϕ2).

(2)

Система медленных движений имеет следующий вид:

ϕ̇1 = y1,

ϕ̇2 = y2,

−f(ϕ1, y1) = y1 − γ1 + β sinϕ1 − d sin (ϕ2 − ϕ1) = 0,

−f(ϕ2, y2) = y2 − γ2 + β sinϕ2 − d sin (ϕ1 − ϕ2) = 0.

(3)

Легко показать, что медленные движения являются устойчивыми по отношению к
быстрым. Действительно, записывая систему быстрых движений

µ
dy1
dt

= γ1 − β sinϕ1 − y1 + d sin (ϕ2 − ϕ1),

µ
dy2
dt

= γ2 − β sinϕ2 − y2 + d sin (ϕ1 − ϕ2),

ϕ1 = ϕ01 = const,

ϕ2 = ϕ02 = const,

(4)

можно увидеть, что f ′
y < 0. Таким образом, будем рассматривать лишь устойчивые,

медленные, движения системы. Поскольку ϕ1,2 ∈ [0; 2π], можно рассмотреть систему
на торе T = S1 × S1 ϕ̇1 = γ1 − β sinϕ1 + d sin(ϕ2 − ϕ1),

ϕ̇2 = γ2 − β sinϕ2 + d sin(ϕ1 − ϕ2).
(5)

2. Динамика независимо колеблющихся маятников

При нулевой связи d каждое из уравнений системы легко сводится к класси-
ческому уравнению Адлера [32] при помощи замены времени t̃ = t/β и введения
нового параметра γ̃ = γ/β

ϕ̇ = γ̃− sinϕ. (6)
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Существует несколько режимов поведения решения в зависимости от γ̃.
1. При γ̃ > 1 в системе может существовать периодический режим. Решение в

этом случае записывается следующим образом:

ϕ(t) = 2 arctan
(1
γ

(
1 +

√
γ2 − 1 tan

(
C +

√
γ2 − 1

2
t
)))

.

2. При γ̃ = 1 появляется полуустойчивое состояние равновесия. В этом случае ре-
шением уравнения Адлера является функция ϕ(t) = 2 arccot (2/(t+ C) + 1).

3. При γ̃ < 1 наблюдается режим отсутствия осцилляций. В уравнении суще-
ствует два состояния равновесия: устойчивое и неустойчивое, соответственно.
Координаты этих состояний

ϕ1 = arcsin γ̃,

ϕ2 = π− arcsin γ̃.

3. Режим синхронизации

Итак, в данной работе исследовалась система двух связанных фазовых осцил-
ляторов (5). Наличие параметра β не позволяет ожидать постоянной разницы фаз
при синхронизации маятников [33].

На рис. 1 показаны диаграммы различных режимов, наблюдаемых в системе.
Так, существует область S11, где наблюдается синхронизация 1 :1, то есть выполня-
ется условие |ϕ1 ∗1−ϕ2 ∗1| < const. Также в зависимости от величины параметра β
возникает различное число других областей синхронизации. В сравнительно неболь-
ших областях Snm наблюдается синхронизация n :m – |ϕ1 ∗ m − ϕ2 ∗ n| < const.

Рис. 1. Диаграммы различных режимов синхронизации при γ2 = 1 и различных значениях β: a – 0.95;
б – 0.80. Здесь: d – сила связи между маятниками; S11 – область синхронизации 1 : 1; Snm – область
синхронизации n :m
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С увеличением β область синхронизации 1:1 уменьшается, в то время как появляет-
ся больше областей синхронизации n :m.

На рис. 1 видно, что область S11 является наибольшей областью синхрониза-
ции. К тому же, она представляется единственной областью синхронных движений,
стабильно наблюдаемой на фазовых диаграммах при изменении β. Крайне узкие об-
ласти синхронизации n : m трудны для физической реализации. Прогнозирование
поведения системы в таких режимах становится менее полезным. Таким образом,
сосредоточимся в дальнейшем именно на синхронизации 1:1.

Оценим границы области этой синхронизации. Поскольку ненулевой коэф-
фициент β не позволяет получить стабильную разность фаз при синхронизации,
воспользуемся критерием ограниченности разности фаз константой: |Θ| =
= |1 ∗ ϕ1 − 1 ∗ ϕ2| ≤ const. Введём параметр синхронизации α, |Θ| ≤ α. Данный
параметр должен быть сравнительно небольшим (в работе считаем его не превыша-
ющим полрадиана), что представляется довольно естественным. Запишем разность
двух уравнений системы (5)

ϕ̇2 − ϕ̇1 = γ2 − γ1 − β(sinϕ2 − sinϕ1)− 2d sin(ϕ2 − ϕ1). (7)

Обозначая Θ = ϕ2 − ϕ1, ∆ = γ2 − γ1, получим

Θ̇ = ∆− 2β sin
Θ
2
cos
ϕ2 + ϕ1

2
− 4d sin

Θ
2
cos
Θ
2
, (8)

или

Θ̇ = ∆− 2 sin
Θ
2

(
β cos

ϕ2 + ϕ1
2

+ 2d cos
Θ
2

)
. (9)

Поскольку рассматривается оценка границ синхронизации, полагаем Θ̇ = 0. Полу-
чим

∆− 2 sin
Θ
2
(β cos

ϕ2 + ϕ1
2

+ 2d cos
Θ
2
) = 0, (10)

∆
2 sin(Θ/2)

= β cos
ϕ2 + ϕ1

2
+ 2d cos

Θ
2
, (11)

cos
Θ
2

=
∆

4d sin(Θ/2)
− β

2d
cos
ϕ2 + ϕ1

2
. (12)

Так как | cos(Θ/2)| ≤ 1, то необходимо, чтобы выполнялось условие∣∣∣∣1d
(

∆
4 sin(Θ/2)

− β
2
cos
ϕ2 + ϕ1

2

)∣∣∣∣ ≤ 1. (13)

Считая коэффициент d положительным, получим следующее неравенство:

−d ≤ ∆
4 sin(Θ/2)

− β
2
cos
ϕ2 + ϕ1

2
≤ d. (14)

Тогда имеем 
d ≥ β

2
+

∆
4 sin(Θ/2)

,

d ≥ β
2
− ∆

4 sin(Θ/2)
.

(15)
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Рис. 2. Зависимость от параметра синхронизации α минимального значения параметра связи dcr , необ-
ходимого для установления синхронизации для различных значений параметра β: 1 – 1.0, 2 – 0.5, 3 – 0
и γ1,2: a – γ1 = 1.75, γ2 = 1.0; б – γ1 = 1.75, γ2 = 1.60. Здесь S – область синхронизации

Неравенства (15) должны выполняться при любой расстройке фаз в пределах указан-
ного диапазона |Θ| ≤ α, определяемого параметром синхронизации. Соответственно
они должны выполняться и при наибольшей расстройке |Θ| = α

d ≥ β
2
+

|∆|
4 sin(α/2)

. (16)

Таким образом, в плоскости (α, d) можно нарисовать оценку границы синхронизации
(рис. 2) для различных значений параметров β и ∆. В области S, то есть выше кривой

d =
|β|
2

+
∆

4 sin(α/2)
, (17)

осцилляторы гарантированно находятся в синхронном режиме с параметром син-
хронизации α. Можно проследить, как меняется оценка этой границы в зависимости
от параметра β. Такое сравнение проиллюстрировано кривыми 1–3. Заметим, что
чем более точную синхронизацию осцилляторов необходимо получить, тем боль-
шее значение параметра связи d требуется для этого. Это представляется довольно

Рис. 3. Зависимость от параметра синхронизации α
минимального значения параметра связи dcr , необ-
ходимого для установления синхронизации при
|ϕ1 − ϕ2| < α, β = 1.0: 1 – γ1 = 1.75, γ2 = 1.0;
2 – γ1 = 1.75, γ2 = 1.15; 3 – γ1 = 1.75, γ2 = 1.30;
4 – γ1 = 1.75, γ2 = 1.45; 5 – γ1 = 1.75, γ2 = 1.60.
Сплошные линии – численные результаты, пунк-
тирные линии – аналитическая оценка (17)

естественным. Проанализируем зависи-
мость величины области синхронизации
S от параметра β. Увеличение β приво-
дит к большей асинхронности поведе-
ния отдельных элементов системы. Та-
ким образом, площадь области синхро-
низации уменьшается при увеличении
параметра β. Зависимость величины об-
ласти синхронизации от ∆ будет рас-
смотрена позднее.

Для подтверждения полученных
закономерностей было проведено пря-
мое численное интегрирование систе-
мы при различных значениях парамет-
ров γ1,2 и d. Сравнение результатов, по-
лученных численно и аналитически, по-
казано на рис. 3. Численная граница
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области синхронизации получена путём нахождения минимального значения α,
|ϕ1 − ϕ2| < α для точек пространства параметров γ1,2, d, удовлетворяющих кри-
терию синхронизации |ϕ1 − ϕ2| < const. В расчётах использовался эквивалентный
критерий ⟨ϕ̇1⟩/⟨ϕ̇2⟩ = 1. Аналитическая оценка довольно точно аппроксимирует
границу области синхронизации, полученную в результате численных эксперимен-
тов. Наибольшую точность оценка достигает при небольших значениях параметра
синхронизации α. Наблюдается увеличение разницы между аналитическими и чис-
ленными результатами при уменьшении величины ∆ = γ1 − γ2. Это происходит
вследствие того, что при получении аналитического приближения границы области
синхронизации S оценки проводились по наихудшему случаю. Однако небольшая
разница между вращательными моментами благоприятствует синхронизации. По-
этому, реальная граница области S в этом случае оказывается ниже прогнозируемой.

Для более полного и подробного изучения области синхронизации были по-
строены бифуркационные диаграммы данной системы в плоскости (γ1, γ2) при раз-
личных значениях параметра связи d (рис. 4). В областях Ds происходят вращатель-
ные движения по обеим переменным. Эти области соответствуют синхронизации, а
фазовый портрет системы в этом случае представлен на рис. 5, г. На рис. 4 видно,
что увеличение связи d между маятниками приводит к расширению ряда областей,
в том числе и области синхронизации. Влияние параметра связи на другие области
бифуркационной диаграммы будет рассмотрено ниже.

Рис. 4. Бифуркационные диаграммы при β = 1.0
для различных значений d: 0.3 (a), 0.6 (б), 1.1 (в).
В области E6 существуют 6 равновесий: устойчи-
вый узел, 3 седла, 2 неустойчивых узла. В E4 –
4 равновесия: устойчивый узел, 2 седла, 1 неустой-
чивый узел. В E2 – 2 равновесия: устойчивый
узел, седло, неустойчивый узел. В Ds – периоди-
ческие вращательные движения по обеим перемен-
ным. В Dq – квазипериодические режимы. В Dp –
периодические вращательные движения по одной
из переменных: по ϕ1 в областях ниже прямой
γ1 = γ2, а по ϕ2 – выше
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3.1. Другие режимы активности, наблюдаемые в системе

3.1.1. Квазипериодические режимы. С областями синхронизации на би-
фуркационных диаграммах в плоскости (γ1, γ2) непосредственно граничат области
Dq (см. рис. 4), где наблюдаются квазипериодические режимы. Типичный фазовый
портрет показан на рис. 5, е. Следует отметить, что внутри этих областей существу-
ют небольшие подобласти, где происходит синхронизация n :m. Однако они крайне
малы и не рассматривались в данной работе подробно.

3.1.2. Периодические движения. В системе наблюдаются вращательные
периодические движения разных типов. В областях Ds (см. рис. 4) происходят вра-
щательные движения по обеим переменным, соответствующие синхронизации. В об-
ластях Dp бифуркационных диаграмм происходит вращательное периодическое дви-
жение лишь по одной переменной. Соответствующий фазовый портрет представлен
на рис. 5, д. Для областей Dp, находящихся выше оси симметрии γ1 = γ2, вра-
щательное периодическое движение соответствует вращениям по переменной ϕ1; в
областях Dp, находящихся ниже оси симметрии γ1 = γ2, происходит вращательное
периодическое движение по переменной ϕ2.

3.1.3. Режим отсутствия колебаний. Основную часть бифуркационных
диаграмм занимают области Ei, i ∈ {2, 4, 6}, соответствующие режиму отсутствия
осцилляций. Данный режим наблюдается в системе довольно часто, поэтому пред-
ставляется важным рассмотреть эти области подробнее. Для этого была сделана за-
мена временной переменной t̃ = t/β и введены новые параметры γ1,2/β. Полученная
система имеет следующий вид:

ϕ̇1 = γ1 − sinϕ1 + d(sinϕ2 cosϕ1 − sinϕ1 cosϕ2),

ϕ̇2 = γ2 − sinϕ2 + d(sinϕ1 cosϕ2 − sinϕ2 cosϕ1).
(18)

Запишем систему уравнений, из которой находятся координаты состояний рав-
новесия, 

γ1 − sinϕ∗1 + d(sinϕ∗2 cosϕ
∗
1 − sinϕ∗1 cosϕ

∗
2) = 0,

γ2 − sinϕ∗2 + d(sinϕ∗1 cosϕ
∗
2 − sinϕ∗2 cosϕ

∗
1) = 0.

(19)

Приведем значения собственных чисел, соответствующих возможным состоя-
ниям равновесия,

D = 4d2cos(ϕ∗2 − ϕ∗1)
2 + (cosϕ∗1 − cosϕ∗2)

2,

λ1,2 = −d cos(ϕ∗2 − ϕ∗1)−
cosϕ∗1 + cosϕ∗2

2
±

√
D

2
, (20)

здесь D – дискриминант характеристического уравнения системы (19)). Заметим,
что дискриминант D не может быть отрицательным. Значит, если в системе (18)
существует состояние равновесия, и λ1,2 суть собственные числа, соответствующие
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ему, то λ1,2 ∈ Re . Таким образом, состояний равновесия типа фокус не может быть
в данной системе.

Проведём в (19) стандартную тригонометрическую замену переменных
tan(ϕ1/2) = x1, tan(ϕ2/2) = x2, ϕ1,ϕ2 ∈ [−π/2, π/2], получим


γ1 −

2x1
1 + x21

+ d
2x2

1 + x22

1− x21
1 + x21

− d
2x1

1 + x21

1− x22
1 + x22

= 0,

γ2 −
2x2

1 + x22
− d

2x2
1 + x22

1− x21
1 + x21

+ d
2x1

1 + x21

1− x22
1 + x22

= 0.

(21)

Эквивалентная система имеет следующий вид:
γ1(1 + x21)(1 + x22)− 2x1(1 + x22) + 2dx2(1− x21)− 2dx1(1− x22) = 0,

γ2(1 + x21)(1 + x22)− 2x2(1 + x21)− 2dx2(1− x21) + 2dx1(1− x22) = 0.

(22)

Для решения данной системы уравнений, запишем результант полиномиальных вы-
ражений, стоящих в левых частях. Результант есть многочлен от коэффициентов
двух полиномов, равный нулю в том и только в том случае, когда у этих полино-
мов имеется общий корень. Приравнивая результант к нулю и решая это уравнение
относительно переменной x2, можно найти решения системы (22)

(γ2 + d(γ1 + γ2))2 − 4(1 + d)(γ2 + d(γ1 + γ2))x2+

+ (4 + 3γ22 + 3d2(γ1 + γ2)2 + 2d(4 + γ1γ2 + γ22))x
2
2−

− 8(γ2 + d2(γ1 + γ2))x32 + (4 + 3γ22 + 3d2(γ1 + γ2)2−

− 2d(4 + γ1γ2 + γ22))x
4
2 − 4(−1 + d)(−γ2+

+ d(γ1 + γ2))x52 + (γ2 − d(γ1 + γ2))2x62 = 0. (23)

Обобщающие диаграммы по исследованию состояний равновесия системы (18)
в зависимости от параметра связи d представлены на рис. 4. Рассмотрим диаграм-
му с наибольшим числом областей (рис. 4, б). Состояния равновесия существуют
во всех областях E. В областях D их нет. В области E6 существует шесть состо-
яний равновесия: глобально устойчивый узел, три седла и два неустойчивых узла
(рис. 5, а). При переходе в область E4 (рис. 5, б) вместо неустойчивых узлов и одно-
го из сёдел остаётся неустойчивое состояние равновесия типа узел и остаётся четыре
состояния равновесия. При переходе в область E2 (рис. 5, в), где существует лишь
два равновесия – устойчивый узел и седло, слияние седла и неустойчивого узла рож-
дает неустойчивое периодическое движение. При выходе из области E2 равновесия
сливаются через седлоузловую бифуркацию, образуя устойчивое движение.
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Рис. 5. Фазовые портреты системы (18) при d = 0.6 и γ1,2 из различных областей пространства
параметров: a – E6, б – E4, в – E2, г – Ds, д – Dp, е – Dq

Исследуем аналитически границу, отделяющую область E2 от областей без
состояний равновесия. Рассмотрим случай γ1 = γ2 = γ. Координаты состояния рав-
новесия находятся из уравнения

sinϕ1 + sinϕ2 = 2γ. (24)

Рассмотрим симметричный случай, когда система полностью симметрична относи-
тельно фаз. В этом случае решение будет лежать на прямой ϕ∗1 = ϕ∗2 = ϕ, а соб-
ственные числа характеристического уравнения системы имеют вид

λ1,2 = −d− cosϕ± d. (25)
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Легко видеть, что при γ > 0 существует лишь один симметричный случай, когда
состояния равновесия одно. Это происходит на внешней границе области E2 в точ-
ке γ1 = γ2 = 1 при этом ϕ = π/2. Одно из собственных чисел, соответствующих
данному состоянию равновесия, нулевое, другое – отрицательное. Таким образом,
состояние равновесия, найденное нами аналитически, действительно образовалось
путём седлоузловой бифуркации из седла и устойчивого узла, что подтверждает чис-
ленные результаты.

Остановимся более подробно на влиянии параметра связи d на области бифур-
кационных диаграмм на рис. 4. При увеличении связи между элементами системы
область E2 заметно расширяется. Таким образом, при сильной связи d режим от-
сутствия колебаний становится превалирующим в системе. В то же время область
E4 заметно уменьшается. Появившаяся область E6 не достигает больших размеров
по сравнению с доминирующей E2. Это означает, что относительно непростое по-
ведение системы при переходе в единственное устойчивое равновесное состояние
наблюдается всё реже по мере увеличения параметра связи d.

Заключение

В рамках данного исследования была рассмотрена система уравнений, описы-
вающая динамику двух упруго связанных между собой математических маятников
одинаковой массы в сильно вязкой среде, находящихся под действием внешнего вра-
щательного момента.

• Исследовано влияние параметров системы на существующие в ней режимы
активности. Так, возрастание параметра β, вносящего асинхронность во вращения
маятников, приводит, с одной стороны, к уменьшению области синхронизации 1 : 1

(основной области синхронизации), а с другой – к появлению большого количества
полос в плоскости (∆, d), в которых наблюдается синхронизация n :m.

• Получена аналитическая оценка границы основной области синхронизации
в плоскости (d, α), где α – параметр синхронизации, ограничивающий разность фаз
осцилляторов.

• Кроме непосредственного вывода об уменьшении области синхронизации
при увеличении β, было отмечено расширение этой области при меньшем расхож-
дении вращательных моментов, действующих на маятники. При помощи прямого
численного моделирования была показана адекватность аналитической оценки.

• Построены бифуркационные диаграммы системы в плоскости (γ1, γ2) для
различных значений параметра связи d. Таким образом, была получена зависимость
областей, в которых наблюдаются квазипериодический, периодический режимы и
режим отсутствия осцилляций, от действия вращательных моментов на каждый из
маятников и величины связи между ними.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 14-12-00811).
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In this paper the dynamics of two elastically coupled pendulums is studied. The pendulums
oscillate under the influence of external rotational moments, their masses are considered to be
equal. The current work is motivated by multiple applications in physics and biology that the
model has. Due to the fact that most of the previous studies focused on similar systems of
higher order, we believe that the current research can serve as a basis for understanding the
functioning of more complex oscillatory ensembles. It is, therefore, vital to provide a complete
study of the system dynamics for different parameter values. Throughout the study different
regimes of the system activity are examined. Thus, non-oscillatory mode, synchronization,
periodic and quasi-periodic regimes are discussed in the paper. Synchronization is often
considered to be one of the most important forms of interaction between oscillatory elements
of various nature. For this reason the synchronization domain is thoroughly investigated in
this paper. The main results of the current research are as follow. An analytical approximation
of the synchronization domain border is obtained in (d, α) parameter plane. Here d denotes
the coupling strength, whereas α is the synchronization parameter. By means of numerical
integration methods the approximation is also shown to be accurate. In order to provide better
understanding of the regimes that exist in the system for various parameter values, bifurcation
diagrams for several values of the coupling parameter in (γ1, γ2) plane are drawn.

Keywords: Coupled pendulums, nonlinear coupling, synchronization.
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