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Тема. Работа посвящена изучению математической модели, описывающей оптическую систему с двумер-

ной обратной связью. Примером такой оптической системы может быть нелинейный интерферометр с зеркальным

отражением поля. Математической моделью выступает нелинейное функционально-дифференциальное параболиче-

ское уравнение с преобразованием отражения пространственной переменной и условиями на круге. Цель работы

состоит в исследовании условий возникновения пространственно неоднородных стационарных решений. Предпо-

лагается дать ответ на вопрос об асимптотической форме рождающихся решений и определении их устойчивости.

Методы. Исследование проводится методами теоретического анализа, а именно используются метод центральных

многообразий, метод Фурье и метод сведения к интегральному уравнению. Используя метод разделения переменных,

доказана лемма о собственных значениях и собственных функциях соответствующей линеаризованной задачи. Для

определения асимптотической формы решения для линеаризованной и соответствующей нелинейной параболической

задачи применялся метод сведения к интегральному уравнению. Приведены необходимые выкладки по доказательству

единственности и непрерывной зависимости решения от начальных условий. Результаты и обсуждение. На основе

метода центральных многообразий доказана теорема о существовании и устойчивости пространственно неоднородно-

го стационарного решения. Получено представление для неоднородной структуры, рождающейся в результате бифур-

кации типа «вилка» при переходе бифуркационного параметра через критическое значение. Согласно с доказанной

теоремой это решение рождается асимптотически устойчивым. Эта теорема носит локальный характер и работает в

окрестности бифуркационного значения коэффициента диффузии. Результаты, приведенные в данной работе, явля-

ются продолжением исследований в области нелинейной оптики. Возможность анализа рождающихся структур не

только в окрестности бифуркационного значения параметра, но и на всем промежутке изменения выбранного пара-

метра, остается актуальной. Представленные в работе результаты могут быть применены как в теоретическом анализе

задач нелинейной оптики, так и в практической обработке и интерпретации информации, полученной при постановке

вычислительных или физических экспериментов.
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Topic. The work is devoted to the study of a mathematical model describing an optical system with two-dimensional

feedback. An example of such an optical system could be a nonlinear interferometer with a specular reflection of the

field. The mathematical model is a nonlinear functional differential parabolic equation with the transformation of the spatial

variable reflection and conditions on the disk. Aim of the work is to study the conditions for the occurrence of spatially

inhomogeneous stationary solutions. It is supposed to answer the question of the asymptotic form of the solutions being born

and the determination of their stability. Methods. The study is carried out by methods of theoretical analysis, namely, the

method of central manifolds, the Fourier method and the method of reducing to an integral equation are used. Using the

method of separation of variables, a lemma on eigenvalues and eigenfunctions of the corresponding linearized problem is

proved. To determine the asymptotic form of the solution for the linearized and corresponding nonlinear parabolic problems,

the method of reduction to an integral equation was used. The necessary calculations on the proof of uniqueness and the

continuous dependence of the solution on the initial conditions are given. Results and discussion. Based on the method

of central manifolds, a theorem on the existence and stability of a spatially inhomogeneous stationary solution is proved.

A representation is obtained for an inhomogeneous structure that is born as a result of a bifurcation of the «fork» type

when the bifurcation parameter passes through a critical value. According to the proved theorem, this solution is born

asymptotically stable. This theorem is local in nature and works in the vicinity of the bifurcation value of the diffusion

coefficient. The results presented in this paper are a continuation of research in the field of nonlinear optics. The possibility

of analyzing the structures being born not only in the vicinity of the bifurcation parameter value, but also throughout the

change interval of the selected parameter, remains relevant. The results presented in this paper can be applied both in the

theoretical analysis of the problems of nonlinear optics and in the practical processing and interpretation of information

obtained in the formulation of computational or physical experiments.
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Введение

Наблюдаемый в последнее время интерес к нелинейным оптическим системам с простран-

ственными преобразованиями в двумерной обратной связи [1, 2] вызван использованием этих

систем в задачах оптической обработки информации. Богатый спектр локальных и нелокаль-

ных преобразований позволяет генерировать и визуально наблюдать процессы самоорганизации:

пульсирующие волны, диссипативные структуры, ведущие центры, оптическую турбулентность.

Такие структуры можно использовать для кодирования и хранения информации. Возникновение

световых структур в оптических системах с нелокальной обратной связью является следствием

потери устойчивости некоторого пространственно-однородного светового режима в результате

внесения возмущений в условия протекания процесса. Математической моделью этих систем

является квазилинейное параболическое уравнение с преобразованием пространственных пере-

менных [3]. Анализ таких систем нелинейной оптики возможен как в рамках метода квазинор-

мальных форм [4], так и методом малого параметра, методом центрального многообразия [5]

или методом Галеркина [6].
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В работах [7–10] исследовалось нелинейное параболическое уравнение с преобразованием

отражения на окружности и отрезке. В данной статье в качестве области, на которой рассматри-

вается уравнение, выбран круг.

1. Нелинейное параболическое уравнение

1.1. Постановка задачи. Рассматривается смешанная краевая задача для нелинейного

параболического уравнения в круге

ut + u = D△u+K(1 + γ cosQu), 0 < r < r1, 0 ≤ 3 ≤ 2π, t > 0, (1)

с преобразованием отражения пространственной переменной

Qu(r,3, t) = u(r,π − 3, t), (2)

с условиями Неймана
∂u(r1,3, t)

∂r
= 0 (3)

и периодичности

u(r,3 + 2π, t) = u(r,3, t), (4)

ограниченности по r в нуле

|u(0,3, t)| ≤ c < ∞, (5)

и начальным условием

u(r,3, 0) = u0(r,3). (6)

Здесь △u = 1
r

∂
∂r

(
r ∂u
∂r

)
+ 1

r2
∂2u
∂32

– оператор Лапласа в полярной системе координат.

Задача (1)–(6) моделирует динамику фазовой модуляции u(r,3, t), световой волны, прошедшей

тонкий слой нелинейной среды керровского типа с преобразованием отражения координат в дву-

мерной обратной связи. Здесь D – коэффициент диффузии нелинейной среды, положительный

коэффициент K пропорционален интенсивности светового потока, γ – видность (контрастность)

интерференционной картины, 0 < γ < 1.

В данной работе рассматриваются вопросы существования, формы и устойчивости в мет-

рике H1 пространственно неоднородных стационарных решений, бифурцирующих из простран-

ственно однородных стационарных решений, то есть решений u(r,3, t) = w определяемых из

уравнения

w = K(1 + γ cos w). (7)

С ростом K количество сосуществующих корней этого уравнения неограниченно растет,

причем при K → ∞ их состав постоянно меняется: появляются новые и исчезают старые.

Поэтому фиксируем гладкую ветвь решений уравнения (7)

w = w(K, γ), 1 +Kγ sinw(K, γ) 6= 0. (8)

1.2. Линеаризация уравнения в окрестности стационарного решения. Линеаризу-

ем (1)–(6) на w = w(K, γ)

vt + v = D△v −Kγ sinwQv + S(Qv),

где S(v) = Kγ((cosw(cos v − 1)− sinw(sin v − v)).
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Таким образом, уравнение для v с выделенным линейным оператором L имеет вид

vt + Lv = Kγ((cosw(cosQv − 1)− sinw(sinQv −Qv)),

Lv = v −D△v +Kγ sinwQv.
(9)

Оператор L представим в виде суммы двух операторов

Lv = (L0 + L1)v, L0 = I −D△, L1 = −ΛQ, Λ = Λ(K, γ) = −Kγ sinw,

где оператор отражения Q определен согласно равенству Qv(r,3, t) = v(r,π − 3, t) и обладает

свойством Q2 = I .

Используя разложение для функций cos v и sin v, получаем

vt + v = D△v +KγQ

[
cosw

(
−
v2

2!
+

v4

4!
− . . .

)
− sinw

(
v −

v3

3!
+

v5

5!
− . . .

)]
,

что позволяет записать варианты моделей с выделенной линейной частью: квадратичное урав-

нение vt = D△v − v − Kγ sinwQv − Kγ cosw
2!

Qv2; кубическое уравнение vt = D△v − v−

−Kγ sinwQv − Kγ cosw
2!

Qv2 + Kγ sinw
3!

Qv3; а также уравнение с выделенной линеаризованной

частью и слагаемым, содержащим разложение v по нечетным степеням или по четным.

Заметим, что условие cosw = 0 приводит к разложению нелинейного оператора только по

нечетным степеням. В этом случае первое условие в (8) имеет вид w = K и не зависит от γ,

K = w = π
2
+ nπ = 2n+1

2
π, n = 0, 1, 2 . . ., sin

(
2n+1
2
π
)
= (−1)n, n = 0, 1, 2 . . . А второе условие

в (8) 1 + Kγ sinw = 1 + Kγ(−1)n 6= 0 для нечетных n (Kγ 6= 1) и для четных (Kγ 6= −1)

выполняется автоматически, так как K > 0, 0 < γ < 1.

1.3. Собственные функции линеаризованной задачи. Найдем собственные значения

и собственные функции линеаризованной задачи. А именно, рассматривается параболическое

уравнение в круге

vt + Lv ≡ vt + v −D△v +Kγ sinwQv = 0, (10)

где v = v(r,3, t) – искомая функция, 0 < r < r1, 0 ≤ 3 ≤ 2π, t > 0, △v = 1

r
∂
∂r

(
r ∂v
∂r

)
+ 1

r2
∂2v
∂32

–

оператор Лапласа в полярной системе координат.

В соответствии с (4)–(6) для v получаем условия Неймана на границе при r = r1:
∂v(r1,3,t)

∂r
= 0; условие периодичности v(r,3, t) = v(r, 2π + 3, t); условие ограниченности в

начале координат |v(0,3, t)| ≤ c < ∞ и начальное условие v(r,3, 0) = u0(r,3) − w = v0.

Решение (10) будем строить, используя метод разделения переменных

v = X(r,3)T (t),

XT ′ +XT = D△XT −Kγ sinw ·QXT,

∂X(r1,3)

∂r
= 0, X(r,3) = X(r, 2π + 3).

Для нетривиальных решений имеем

T ′

T
= −1 +D

△X

X
−Kγ sinw

QX

X
= −λ.
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Тогда для функции X получаем задачу Штурма – Лиувилля





D△X −Kγ sinw ·QX + (−1 + λ)X = 0,

∂X(r1,3)

∂r
= 0,

X(r,3) = X(r, 2π + 3),

|X(0,3)| < ∞,

(11)

а для функций T :

T ′(t) + λT (t) = 0. (12)

Лемма 1. Задача Штурма – Лиувилля (11) имеет собственные функции вида

Xkm(r,3) = {Jk(λ
c
kmr) cos k3, Jk(λ

s
kmr) sin k3},

которым соответствуют собственные значения

λckm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)kKγ sin w + 1,

λskm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)k+1Kγ sin w + 1,

k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . ,

(13)

где Jk(x) – функция Бесселя, µkm – корни уравнения

J ′

k(µkm) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . . (14)

Доказательство. Решение задачи (11) будем искать в виде X(r,3) = R(r)Φ(3), в результате

получаем

D

[
1

r

∂

∂r
(rR′(r))Φ(3) +

1

r2
R(r)Φ′′(3)

]
−Kγ sin wR(r)QΦ(3) + (λ− 1)R(r)Φ(3) = 0,

Φ(3) = Φ(2π + 3), R′(r1) = 0, |R(0)| < ∞.

В представлении

r2R′′(r) + rR′(r)

R(r)
−

Kγ sin w

D
r2

QΦ(3)

Φ(3)
+

(−1 + λ)r2

D
= −
Φ′′(3)

Φ(3)
= ν

выражение
QΦ(3)

Φ(3)
является постоянным на собственных функциях Φk(3) задачи Штурма–Лиувилля

{
Φ′′(3) + νΦ(3) = 0,

Φ(3) = Φ(2π + 3),

Φk(3) = {cos k3, sin k3}, νk = k2, k = 0, 1 . . . .

Оператор Q на системе функций Φk(3) принимает следующие значения

Q cos k3 = cos k(π− 3) = (−1)k cos k3, k = 0, 1 . . . ,

Q sin k3 = sin k(π− 3) = (−1)k+1 sin k3, k = 0, 1 . . .
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Уравнение Бесселя для функций R(r) также принимает различные значения на системе

функций {cos k3, sin k3}

r2R′′(r) + rR′(r) +
(
λ̃r2 − k2

)
R(r) = 0, k = 0, 1 . . . ,

где для cos k3 λ̃ = (−1+λ)−(−1)kKγ sin w
D

и для sin k3 λ̃ = (−1+λ)−(−1)k+1Kγ sin w
D

.

В уравнении Бесселя сделаем замену
√
λ̃r = x, R(r) = R

(
x/

√
λ̃
)

= y(x). Получаем

классическую форму уравнения Бесселя

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − k2)y(x) = 0, k = 0, 1 . . .

Из условия ограниченности решения R(r) в нуле следует выбрать ограниченные решения

уравнения Бесселя y(x) = Jk(x), k = 0, 1 . . . Условие Неймана на границе приводит к соотно-

шению R′(r1) = y′
(√
λ̃r1

)
= 0, J ′

k

(√
λ̃r1

)
= 0, k = 0, 1 . . . Для каждого k уравнение (14)

имеет счетное число корней µkm: J ′

k(µkm) = 0, k = 0, 1 . . ., m = 1, 2 . . .

Для собственных значений λ̃ получаем
√
λ̃r1 = µkm или λ̃km =

(
µkm
r1

)2

, k = 0, 1 . . .,

m = 1, 2 . . . Тогда для функций cos k3 находим

Dλ̃km = −1 + λckm − (−1)kKγ sin w = D

(
µkm

r1

)2

,

λckm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)kKγ sin w + 1,

для sin k3

Dλ̃km = −1 + λskm − (−1)k+1Kγ sin w = D

(
µkm

r1

)2

,

λskm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)k+1Kγ sinw + 1.

Для r1 = 1 собственные значения λ задачи Штурма–Лиувилля (11) на функциях cos k3

равны λckm = Dµ2km + (−1)kKγ sinw + 1, а для sin k3: λskm = Dµ2km + (−1)k+1Kγ sinw + 1.

Им отвечают собственные функции

Xkm(r,3) = {Jk(λ
c
kmr) cos k3, Jk(λ

s
kmr) sin k3}, k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . . (15)

Лемма доказана.

2. Нелинейное интегральное уравнение

2.1. Представление решения линеаризованной задачи. Решение задачи (10) предста-

вимо в виде ряда по функциям (15), то есть

v(r,3, t) =
∞∑

k=0

∞∑

m=1

(
ckme−λ

c

km
tJk(λ

c
kmr) cos k3+ dkme−λ

s

km
tJk(λ

s
kmr) sin k3

)
, (16)
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где λckm, λskm определяются формулами (13). Коэффициенты ckm, dkm определяются из начальных

условий.

Перепишем (16) в виде

v(r,3, t) =
a0(r, 0)

2
+

∞∑

k=1

(ak(r, t) cos k3+ bk(r, t) sin k3), (17)

где

a0(r, 0)

2
=

∞∑

m=1

c0me−λ
c

0m
tJ0(λ

c
0mr), ak(r, t) =

∞∑

m=1

ckme−λ
c

km
tJk(λ

c
kmr),

bk(r, t) =

∞∑

m=1

dkme−λ
s

km
tJk(λ

s
kmr).

Если ряд (17) сходится, то из начального условия следует

q0(r,3) − w =
a0(r, 0)

2
+

∞∑

k=1

(ak(r, 0) cos k3+ bk(r, 0) sin k3).

Отсюда

ak(r, 0) =
1

π

2π∫

0

[q0(r,3) − w] cos k3 d3, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk(r, 0) =
1

π

2π∫

0

[q0(r,3) − w] sin k3 d3, k = 1, 2, . . . .

Очевидно, коэффициенты ckm, dkm определяются разложениями

ak(r, 0) =

∞∑

m=1

ckmJk(λ
c
kmr), bk(r, 0) =

∞∑

m=1

dkmJk(λ
s
kmr),

a0(r, 0)

2
=

∞∑

m=1

c0mJ0(λ
c
0mr).

Откуда следует, что

ckm =

∫ r1

0

ak(r, 0)Jk(λ
c
kmr)r dr

∫ r1

0

J2
k (λ

c
kmr)r dr

, dkm =

∫ r1

0

bk(r, 0)Jk(λ
s
kmr)rdr

∫ r1

0

J2
k (λ

s
kmr)r dr

.

2.2. Нелинейное интегральное уравнение. Полученное разложение используем для све-

дения решения задачи для исходного нелинейного уравнения (9) к интегральному уравнению

типа Вольтерры II рода. Для этого правую часть уравнения vt + Lv = f разложим в ряд по

собственным функциям

f(r,3, t) =
∞∑

k=0

∞∑

m=1

[f c
km(t)Jk(λ

c
kmr) cos k3+ f s

km(t)Jk(λ
s
kmr) sin k3] .
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Учитывая условия ортогональности собственных функций задачи, имеем

f c
km(t)

r1∫

0

J2
k (λ

c
kmr)r dr =

1

π

r1∫

0

2π∫

0

f(r,3, t)Jk(λ
c
kmr) r cos k3 d3 dr,

f s
km(t)

r1∫

0

J2
k (λ

s
kmr)r dr =

1

π

r1∫

0

2π∫

0

f(r,3, t)Jk(λ
s
kmr) r sin k3 d3 dr,

f c
0m(t)

2

r1∫

0

J2
0 (λ

c
0mr)r dr =

1

π

r1∫

0

2π∫

0

f(r,3, t)J0(λ
c
0mr) r d3 dr.

Для определения функций T (t), в отличии от (12), получаем неоднородные дифференциальные

уравнения

T ′

km(t) + λckmTkm(t) = f c
km(t), T ′

km(t) + λskmTkm(t) = f s
km(t).

Отсюда следует, что

T c
km(t) = ckme−λ

c

km
t +

t∫

0

e−λ
c

km
(t−τ)f c

km(τ) dτ,

T s
km(t) = dkme−λ

s

km
t +

t∫

0

e−λ
s

km
(t−τ)f s

km(τ) dτ.

Получим представление, в котором v0(r,3, t) соответствует (16)

v(r,3, t) =
∞∑

k=0

∞∑

m=1




ckme−λ

c

km
t +

t∫

0

e−λ
c

km
(t−τ)f c

km(τ) dτ


 Jk(λ

c
kmr) cos k3+

+


dkme−λ

s

km
t +

t∫

0

e−λ
s

km
(t−τ)f s

km(τ) dτ


 Jk(λ

s
kmr) sin k3


 ,

v(r,3, t) = v0(r,3, t) + Ic(f) + Is(f),

где

Ic,s(f) =
1

π

t∫

0

r1∫

0

2π∫

0

(f(ρ, θ, τ))

∞∑

k=0

∞∑

m=1

e−λ
c,s

km
(t−τ)Jk(λ

c,s
kmρ) cos kθJk(λ

c,s
kmr)ρ cos k3 d3 dρ dτ.

Обозначим ядра интегральных операторов Ic, Is через

kc,s(t− τ,3, θ, r, ρ) =

∞∑

k=0

∞∑

m=1

e−λ
c,s

km
(t−τ)Jk(λ

c,s
kmr)Jk(λ

c,s
kmρ)ρ cos k3 cos kθ

∫ r1

0

J2
k (λ

c,s
km)r dr

. (18)
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Подставляя в v(r,3, t) выражение f = S(Qv) получим нелинейное интегральное уравнение,

эквивалентное уравнению (9)

v(r,3, t) = v0(r,3, t) + IcS(Qv) + IsS(Qv). (19)

Интегральное уравнение для Qv будет иметь вид

Qv = Qv0 +QIcS(Qv) +QIsS(Qv),

QIcS(Qv) =
1

π

t∫

0

r1∫

0

2π∫

0

S(Qv)kc(t− τ, Q3, θ, r, ρ) d3 dρ dτ,

QIsS(Qv) =
1

π

t∫

0

r1∫

0

2π∫

0

S(Qv)ks(t− τ, Q3, θ, r, ρ) d3 dρ dτ.

Ядро kc(t − τ, Q3, θ, r, ρ) содержит под знаком суммы (−1)k, а ks(t − τ, Q3, θ, r, ρ) содержит

(−1)k+1, то есть являются знакопеременными.

2.3. Корректность начально-краевой задачи. При исследовании существования и един-

ственности начально краевой задачи (1)–(6) специфика краевых условий явно не применяется,

а используются функциональные свойства оператора L0u = u − D△u, определенном на мно-

жестве функций с рассматриваемыми краевыми условиями (2)–(5). В этом случае граничные

условия записываются в виде Γ(u) = 0. Рассматривается абстрактная задача Коши для неодно-

родного нелинейного уравнения (9)

vt + L0v = f(Qv), v(0) = v0, (f = L1 + S).

Доказательство существования и единственности начально-краевой задачи функционально-

дифференциального уравнения диффузии проводится по следующей схеме. Исходная задача за-

писывается в виде задачи Коши для нелинейного операторного функционально-дифференциаль-

ного уравнения в соответствующем функциональном пространстве с учетом граничных усло-

вий. Далее используются результаты по разрешимости операторных дифференциальных урав-

нений [11, 12]. Сводим задачу к операторному уравнению, для которого выполняются условия

теоремы Лерэ–Шаудера о разрешимости нелинейных операторных уравнений ([13], с. 84–85).

Эти результаты при фиксированных параметрах позволяют установить единственность и непре-

рывную зависимость решения от начальных условий. Приведем соответствующие выкладки.

Используя свойство полугруппы, порожденной уравнением (1) на Ω = {0 ≤ r ≤ r1,
0 ≤ 3 ≤ 2π} ∈ R2, уравнение рассматриваем при условии (6). Обозначим через H = L2(Ω)
гильбертово пространство со скалярным произведением 〈u, v〉 =

∫
Ω
uvdx, H l(Ω), l ∈ Z+, про-

странство Соболева измеримых на Ω функций со скалярным произведением

〈u, v〉l =
∑

0≤|α|<l

∫

Ω

∂αu(x)∂αv(x)dx,

где α = (α1,α2) ∈ Z2
+, ∂α = ∂α11 ∂α22 , |α| = α1 + α2. Обозначим через H l = H l(Ω)

⋂
∂u
∂ν

∣∣
∂Ω

≡

≡ ∂u
∂r

∣∣
r=r1

= 0, l ∈ R+ с нормой ‖ · ‖l. Пусть H−1 – пространство, сопряженное H1; норма

определяется равенством ‖u‖H−1 = sup{〈u, v〉/‖v‖H1 , v ∈ H1, v 6= 0}. Имеет место вложение

H1 ⊂ H ⊂ H−1 (по теореме Соболева), вложение H1 ⊂ H вполне непрерывно.

Хазова Ю.А., Лукьяненко В.А.

Известия вузов. ПНД, 2019, т. 27, № 4 93



Пусть B – банахово пространство. Обозначим через C(B) банахово пространство непре-

рывных и ограниченных по вещественной оси функций со значениями в пространстве B и нор-

мой ‖f‖C(B) = supt∈R‖f(t)‖B . Введем пространство U = C(H)
⋂

M2(H1) с нормой

‖f‖U = ‖f‖C(H)+‖f‖M2(H1), где M2(B) банахово пространство измеримых функций f : R → B
с нормой

‖f‖M2(B) = supt∈R

1∫

0

‖f(t+ s)‖2Bds.

Отображение F : v → cosQv ≡ Φ(Qv) из U в M2(H−1) дифференцируемо по Фреше.

Действительно, Φ ∈ C2(R) – вещественнозначная функция и |Φ(n)(ξ)| < M , n = 1, 2 для всех

ξ ∈ R. Из [14], неравенства Гельдера и теоремы Соболева о вложениях следует, что

‖uv‖H−1 ≤ C‖uv‖L3/2(Ω)
≤ C̃‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ Ĉ‖u‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω).

Так как
1∫

0

‖uv‖2H−1dt ≤ Csupt∈R‖u‖
2

1∫

0

‖u‖2H1(Ω)dt ,

то ‖uv‖2
M2(H−1)

≤ C‖u‖2
C(H)

‖v‖2
M2(H1)

≤ Ĉ‖u‖2U‖v‖
2
v . Из интегрального неравенства и свойств

Φ следует:

∣∣Φ(Q(u + v)) − Φ(Qu)− Φ′(Qu)v
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

(Φ′(Q(u+ sv))− Φ(Qu)− Φ′(Qu)Qv)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ M |Qv|2,

то есть получаем ‖Φ(Q(u + v)) − Φ(Qu) − Φ′(Qu)Qv‖M2(H−1) ≤ C‖v‖2U . Следовательно, диф-

ференциал F ′ задается формулой F ′(u)v = Φ′(Qu)Qv и имеют место оценки

‖F ′(u)v‖M2(H−1) ≤ C‖v‖U , ‖F ′(u+ w)− F ′(u)v‖M2(H−1) ≤ C‖w‖U‖v‖u,

где постоянная C не зависит от u, v, w.
Таким образом, F : v → Φ(Qv) из H1 в H−1 является дифференцируемым по Фреше в

каждой точке пространства H1. Значит, для T > 0 из [14] получаем следующий результат.

Утверждение 1. Задача (1)–(5) с начальным условием (6) имеет единственное решение u, при-

надлежащее классу L∞([0, T ],H) ∩ L2([0, T ],H
1).

Докажем справедливость оценок для решений, которые получены на основании следую-

щих ниже выкладок. Умножим (1) в H на u. Используя интегрирование по частям и условие (6),

получаем
1

2
∂t‖u‖

2 + ‖u‖2 +D‖∇u‖2 = K

∫

Ω

(1 + γ cosQu)ud3.

Далее, из неравенства

1

π
K

∫

Ω

(1 + γ cosQu)ud3 ≤
1

2
(K(1 + γ))2 +

1

2
‖u‖2

следует ∂t‖u‖
2 + ‖u‖2 ≤ (K(1 + γ))2. Откуда получаем

‖u(t)‖2 ≤ ‖u(0)‖2e−t + (K(1 + γ))2(1 + e−t). (20)
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Следовательно, решение задачи (1)–(5) с начальным условием (6) продолжимо на положитель-

ную ось.

Утверждение 2. Полугруппа {St} порождается задачей (1)–(6) и обладает следующими свой-

ствами:

1) {St}(H,H) – равномерно непрерывна;

2) {St}(H,H) – равномерно ограничена при t ≥ 0;
3) полугруппа {St} имеет поглощающее множество, ограниченное в H .

Действительно, если равенство

∂t(u− v) + (u− v) = D△(u− v) +Kγ(cosQu− cosQv)

умножить на u− v в H , то получим

1

2
∂t‖u− v‖2 + ‖u− v‖2 +D‖∇(u− v)‖2 ≤ αKγ‖u− v‖2.

Откуда
1

2
∂t‖u− v‖2 ≤ (αKγ − 1)‖u − v‖2.

Здесь α−1 – значение нормы оператора Q. Непрерывность {St} из H в H следует из неравен-

ства ‖u(t) − v(t)‖2 ≤ ‖u(0) − v(0)‖2e2(αKγ−1)t. Справедливость 2) следует из (20). В качестве

поглощающего множества {St} можно взять шар {u ∈ H : ‖u‖ ≤ K(1 + γ) + 1}.

2.4. Устойчивость структуры решения. Для анализа устойчивости структуры решения

в зависимости от параметра D необходимо оценить собственные значения λckm и λskm (13)

λckm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)kΛ+ 1, λskm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)k+1Λ+ 1,

где w есть корень уравнения w = K(1 + γ cosw) при условии, что 1 + Kγ sinw(K, γ) 6= 0,
а µkm – корни уравнения J ′

k(µkm) = 0, k = 0, 1 . . ., m = 1, 2 . . . .

Как правило, фиксируется K и выбирается D ≫ 1 так, чтобы при выполнении условия 1:

Λ = Λ(K, γ) < −1, Λ = −Kγ sinw решение было асимптотически устойчивым.

Например, k = 1. Тогда

λc1m = D

(
µ1m

r1

)2

−Kγ sinw + 1, λs1m = D

(
µ1m

r1

)2

− (−Kγ sinw) + 1,

λc1m может менять знак при уменьшении D.

Критические собственные значения

λc2l+1,m = D

(
µ2l+1,m

r1

)2

+ (−1)2l+1Λ+ 1, λs2l,m = D

(
µ2l,m

r1

)2

+ (−1)2lΛ+ 1,

которым отвечают критические собственные функции

J2l+1

(
λc2l+1,mr

)
cos(2l + 1)3, J2l

(
λs2l,mr

)
sin(2l)3, l = 0, 1, 2, . . . ,

при изменении параметра D меняют знак на противоположный.
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Теорема 1. Существует δ0 > 0 такое, что, если 0 < D − D1 < δ0, то уравнение имеет два

асимптотически устойчивых решения:

v±(r,3,D) ≈ ±

(
D −D1

c1(D1)

)1/2

J1(λ
c
11r) cos3+

+
1

2!

(
D −D1

c1(D1)

)
Λ

2
ctg w((λc10 − 2λc11)

−1 + (λc12 − 2λc11)
−1 cos 23)J2

1 (λ
c
11r)±

±
1

3!

(
D −D1

c1(D1)

)3/2

(λc13 − 3λc11)
−1

(
Λ

4
−

3

4
Λ2ctg2 w(λc12 − 2λc11)

−1

)
×

×J2
1 (λ

c
11r)J3(λ

c
11r) cos 33,

где c1(D) =
[
Λ
8
− 1

4
(Λctg w)2

(
(λc10 − 2λc11)

−1 + 1
2
(λc12 − 2λc11)

−1
)]

J2
1 (λ

c
11r) < 0.

Необходимые выкладки для доказательства теоремы можно найти в работе [5].

Заключение

Исследована параболическая задача с преобразованием отражения пространственной пере-

менной и условиями на круге. С использованием метода Фурье была сформулирована и доказа-

на лемма о собственных значениях и собственных функциях поставленной задачи. При помощи

интегральных методов найдено асимптотическое представление решения для линеаризованной

и соответствующей нелинейной параболической задачи. Методом центральных многообразий

доказана теорема о существовании и устойчивости асимптотического представления решения

исходной задачи.
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