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В СИСТЕМЕ ДВУХ ОДНОНАПРАВЛЕННО СВЯЗАННЫХ

ХАОТИЧЕСКИХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ
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Исследовано расположение границы обобщенной синхронизации в системе двух од-
нонаправленно связанных хаотических осцилляторов в зависимости от величины рас-
стройки параметров между взаимодействующими системами. Обнаружены особенности
поведения границы в области относительно больших значений расстройки собственных
частот взаимодействующих систем. С помощью анализа трансформации спектрального
состава сигнала с ведомой системы объяснен характер расположения границы и физиче-
ские механизмы, приводящие к установлению режима обобщенной синхронизации.
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Синхронизация хаотических колебаний – одно из важнейших нелинейных яв-
лений, привлекающих к себе широкое внимание исследователей [1], имеющих как
теоретическое, так и практическое значение (например, в биологических и физиоло-
гических задачах, при скрытой передаче информации с помощью хаотических сиг-
налов, при управлении системами сверхвысокочастотной электроники и т.п.) [2–4].
В настоящее время выявлено несколько типов хаотической синхронизации, среди ко-
торых наибольший интерес представляет режим обобщенной синхронизации [5], а
также его взаимосвязь с фазовой синхронизацией [6]. Режим обобщенной синхрони-
зации означает, что между состояниями взаимодействующих однонаправленно свя-
занных ведущего xd(t) и ведомого xr(t) хаотических осцилляторов, существует та-
кая функциональная зависимость F [·], что после завершения переходного процесса
устанавливается функциональное соотношение xr(t) = F [xd(t)]. Известно несколько
методов для диагностирования режима обобщенной синхронизации между хаотиче-
скими осцилляторами – метод ближайших соседей [5,7], метод расчета условных
ляпуновских экспонент [8] и метод вспомогательной системы [9]. Фазовая же син-
хронизация означает, что происходит захват фаз хаотических сигналов, в то время
как амплитуды этих сигналов остаются не связанными друг с другом и выглядят
хаотическими [6].
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В работе [10] было показано, что в связанных хаотических системах Ресслера
в зависимости от величины расстройки управляющих параметров эти режимы ведут
себя по-разному. Если параметры взаимодействующих систем расстроены относи-
тельно слабо, режим обобщенной синхронизации оказывается сильнее фазовой, в
то время как при достаточно больших значениях расстройки параметров взаимодей-
ствующих систем пороговое значение параметра связи, соответствующее установле-
нию фазовой синхронизации, существенно превосходит значение, соответствующее
установлению режима обобщенной синхронизации. В этом случае пороговое значе-
ние параметра связи, соответствующее установлению обобщенной синхронизации,
практически не зависит от величины расстройки между системами [11,12], а возник-
новение/разрушение фазовой синхронизации сопровождается появлением/потерей
фазовой когерентности хаотического аттрактора одной из взаимодействующих си-
стем [13,14].

Позднее, в работах [15,16] были объяснены причины такого поведения границ
возникновения синхронных режимов и выявлены физические механизмы, приводя-
щие к их установлению. В частности, определено, что в области относительно сла-
бых значений расстройки собственных частот взаимодействующих систем Ресслера
обобщенная синхронизация возникает за счет синхронизации основной спектраль-
ной компоненты и ее субгармоник (фазовая синхронизация в данном случае воз-
никает по сценарию захвата собственных частот взаимодействующих систем), в то
время как в области относительно больших значений частотной расстройки установ-
ление обобщенной синхронизации сопровождается синхронизацией двух спектраль-
ных компонент, соответствующих собственной частоте ведущей системы и основной
частоте ведомой системы.

В настоящей работе проводится исследование характера расположения границ
обобщенной и фазовой синхронизации в системе двух однонаправленно связанных
генераторов на туннельном диоде [13], а также производится аналогичное иссле-
дование для системы двух однонаправленно связанных хаотических осцилляторов
Ресслера при изменении параметра, отвечающего за когерентность хаотического ат-
трактора [14].

Начнем рассмотрение с системы двух однонаправленно связанных генераторов
на туннельном диоде. Данная модель в безразмерном виде описывается следующей
системой дифференциальных уравнений:

ẋd = ω2d (hxd + yd − zd),

ẏd = −xd,

żd = (xd − f(zd))/µ,

ẋr = ω
2
r (h (xr − ε (yd − yr)) + yr − zr),

ẏr = −xr + ε (yd − yr),

żr = (xr − f(zr))/µ,

(1)

где в качестве безразмерной характеристики нелинейного элемента f(ξ) исполь-
зовалась зависимость f(ξ) = −ξ + 0.002 sh (5ξ − 7.5) + 2.9; h = 0.2, µ = 0.1 –
управляющие параметры; ε – параметр связи. Управляющий параметр ведомой си-
стемы ωr = 1.02, характеризующий основную частоту колебаний, был фиксирован,
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Рис. 1. Границы возникновения режима обобщен-
ной синхронизации, фазовой синхронизации и гра-
ница фазовой когерентности для двух однонаправ-
ленно связанных генераторов на туннельном диоде
(1) на плоскости управляющих параметров (ωd, ε)

а аналогичный параметр ведущей си-
стемы ωd варьировался в диапазоне от
0.85 до 1.12 для того, чтобы задать рас-
стройку взаимодействующих осцилля-
торов. При указанных значениях управ-
ляющих параметров h, µ, ωr во всем
диапазоне значений параметра ωd ха-
отические аттракторы обеих систем
в отсутствие связи являются фазово-
когерентными [13].

На рис. 1 показано расположение
границы возникновения режима обоб-
щенной синхронизации (GS), фазовой
синхронизации (PS) и граница фазовой
когерентности (CM) системы двух связанных хаотических осцилляторов (1) на плос-
кости управляющих параметров (ωd, ε). Линия 1 соответствует границе установле-
ния режима фазовой синхронизации, линия 2 – границе установления режима обоб-
щенной синхронизации, а линия 3 – границе возникновения/потери фазовой коге-
рентности хаотическим аттрактором ведомой системы. Порог возникновения обоб-
щенной синхронизации определялся с помощью вычисления условных ляпуновских
экспонент для системы (1) и уточнялся методом вспомогательной системы. Для опре-
деления момента потери/возникновения фазовой когерентности хаотического аттрак-
тора ведомой системы была вычислена мера когерентности [14] при изменении па-
раметра связи. Наличие фазовой синхронизации определялось выполнением условия
захвата фаз. Мгновенная фаза хаотического сигнала вводилась традиционным спо-
собом как угол поворота на плоскости (x, y).

Из рис. 1 видно, что границы возникновения синхронных режимов являют-
ся принципиально асимметричными относительно линии ωd = ωr, что обусловлено
сильным влиянием диссипации в ведомой системе при увеличении параметра свя-
зи. В то же самое время, порог возникновения режима обобщенной синхронизации
при малых расстройках взаимодействующих систем оказывается существенно вы-
ше, чем при больших. Однако такая особенность наблюдается только для значений
ωd > ωr, в то время как в области ωd < ωr имеет место слабая зависимость поро-
гового значения установления синхронного режима от параметра ведущей системы.
В области относительно больших значений расстройки собственных частот (и сле-
ва, и справа от ωd = ωr) разрушение фазовой синхронизации происходит через
потерю фазовой когерентности хаотического аттрактора (см. рис. 1, линия 3). Од-
нако пороговое значение параметра связи, соответствующее установлению фазовой
синхронизации в области относительно больших значений расстройки собственных
частот при ωd < ωr, оказывается существенно ниже, чем для той же величины рас-
стройки справа от ωd = ωr. Оно соответствует тем значениям параметра связи, при
которых режим фазовой синхронизации реализуется в области относительно слабых
значений частотной расстройки в случае, если ωd > ωr.

Объяснить причины такого поведения границ обобщенной и фазовой синхро-
низации на плоскости параметров (ωd,ε) возможно следующим образом. Понят-
но, что в области относительно слабых значений расстройки собственных частот
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(ωd ∈ [0.98, 1.04]), где разрушение фазовой синхронизации происходит без потери
фазовой когерентности хаотического аттрактора ведомой системы фазовая синхро-
низация возникает за счет захвата основных частотных компонент ведущей и ведо-
мой систем, в то время как режим обобщенной синхронизации обусловлен синхро-
низацией основной спектральной компоненты ведомой системы и ее субгармоник
[15,16]. В области ωd > 1.04 в случае относительно больших значений расстройки
собственных частот ниже границы фазовой синхронизации хаотический аттрактор
ведомой системы (1) становится фазово-некогерентным, что и приводит к разру-
шению режима фазовой синхронизации. Кроме того, как нетрудно видеть из рис. 1,
граница обобщенной синхронизации в области относительно больших значений рас-
стройки частот и линии возникновения/потери фазовой когерентности хаотического
аттрактора оказываются близки друг к другу.

Зафиксируем параметр ведущей системы ωd = 1.1. При выбранных значениях
управляющих параметров в системе двух однонаправленно связанных генераторов
на туннельном диоде (1) при увеличении параметра связи происходит следующее:
при ε = εCM = 0.1 аттрактор ведомой системы теряет фазовую когерентность, при
ε = εGS = 0.12 реализуется режим обобщенной синхронизации, при ε = εPS = 0.27
возникает режим фазовой синхронизации.

На рис. 2 приведены фурье-спектры сигнала с ведомой системы при различ-
ных значениях параметра связи. Видно, что интенсивность спектральной компонен-
ты на частоте ведущей системы растёт при увеличении параметра связи ε, а ампли-
туда спектральной компоненты на частоте ведомой системы уменьшается. В фурье-
спектре при ε = 0.3 полностью пропадает спектральная компонента на частоте ве-
домой системы, остаётся лишь одна четко выраженная спектральная компонента на
частоте ведущей системы. В данном случае обобщенная синхронизация возникает
за счет синхронизации двух четко выраженных спектральных компонент (на часто-
тах ведущей и ведомой систем), интенсивности которых вблизи порога обобщенной
синхронизации примерно совпадают.

Значительно интереснее обстоит дело с областью больших расстроек, где
ωd < 0.98. Возникновение/разрушение режима фазовой синхронизации в этом слу-
чае по-прежнему связано с появлением/потерей фазовой когерентности хаотическо-
го аттрактора ведомой системы, в то время как соотношение режимов обобщенной

Рис. 2. Фурье-спектры ведомой системы (1) при
различных значениях параметра связи ε: 0.05 (1);
0.1 (2); 0.12 (3); 0.3 (4). Значение параметра веду-
щей системы ωd = 1.1

и фазовой синхронизации является та-
ким же, как в случае относительно сла-
бых значений расстройки собственных
частот. Более того, пороговое значение
параметра связи, соответствующее гра-
ница обобщенной синхронизации в этом
случае примерно в два раза превосхо-
дит пороговое значение параметра свя-
зи, соответствующее установлению ре-
жима обобщенной синхронизации при
ωd > 1.04 и практически не зависит от
значения ωd < 0.98. Понятно, что ме-
ханизм возникновения обобщенной син-
хронизации в данном случае должен
быть иным.
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Рис. 3. Фурье-спектры ведомой системы (1) при
различных значениях параметра связи ε: 0 (1);
0.04 (2); 0.05 (3); 0.06 (4); 0.1 (5). Значение пара-
метра ведущей системы ωd = 0.96

Исследуем взаимосвязь между ре-
жимами обобщенной и фазовой син-
хронизации, а также возникновени-
ем/потерей фазовой когерентности ха-
отического аттрактора в этой области
более детально. Зафиксируем параметр
ведущей системы ωd = 0.96. При вы-
бранных значениях управляющих пара-
метров в системе двух однонаправлен-
но связанных генераторов на туннель-
ном диоде (1) при увеличении парамет-
ра связи происходит следующее: при
ε = εCM = 0.048 аттрактор ведомой
системы теряет фазовую когерентность,
при ε = εPS = 0.075 возникает режим фазовой синхронизации, при ε = εGS = 0.175
реализуется режим обобщенной синхронизации.

На рис. 3 приведены фурье-спектры сигнала с ведомой системы при различ-
ных значениях параметра связи. Видно, что при увеличении параметра связи ин-
тенсивность спектральной компоненты на частоте ведомой системы уменьшается,
а на частоте ведущей системы – увеличивается. При этом происходит сдвиг основ-
ной частоты колебаний ведомой системы в сторону меньших значений параметра
связи, а так как ωd < ωr, при некотором значении параметра связи (когда интен-
сивность спектральной компоненты на частоте ведущей системы в спектре ведомой
системы станет значительной) произойдет захват основных частот взаимодействую-
щих систем, а следовательно – установление фазовой синхронизации. Ниже порога
возникновения фазовой синхронизации из-за наличия двух спектральных компонент
в спектре ведомой системы ее аттрактор будет фазово-некогерентным. Однако воз-
никновение фазовой синхронизации будет реализовано по сценарию, характерному
для случая относительно слабых значений расстройки собственных частот. Действи-
тельно, уже при ε = 0.1 в фурье-спектре ведомой системы присутствует одна четко
выраженная спектральная компонента на частоте ведущей системы. Понятно, что
режим обобщенной синхронизации в данном случае будет возникать также по сце-
нарию, характерному для относительно малых значений расстройки собственных
частот: возникновение этого режима обусловлено синхронизацией основной спек-
тральной компоненты ведущей системы и ее субгармоник.

Перейдем к рассмотрению системы двух однонаправленно связанных хаотиче-
ских осцилляторов Ресслера при изменении параметра когерентности [14]. Данная
модель в безразмерном виде описывается следующей системой дифференциальных
уравнений:

ẋd = −ωdyd − zd,

ẏd = ωdxd + ayd,

żd = 0.1 + zd (xd − 8.5),

ẋr = −ωryr − zr,

ẏr = ωrxr + ayr + d (yd − yr),

żr = 0.1 + zr (xr − 8.5),

(2)
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Рис. 4. Границы возникновения режима обобщен-
ной синхронизации, фазовой синхронизации и гра-
ница фазовой когерентности для двух однонаправ-
ленно связанных хаотических осцилляторов Рес-
слера (2) при изменении параметра, отвечающего
за фазовую когерентность

где d – параметр связи. Управляющий
параметр ведомой системы ωr = 1.02,
характеризующий основную частоту ко-
лебаний, и аналогичный параметр ве-
дущей системы ωd = 0.98 были фик-
сированы, параметр a, показывающий
степень когерентности, варьировался в
диапазоне от 0.15 до 0.3. При указанных
значениях управляющих параметров ωr
и ωd во всем диапазоне значений па-
раметра a хаотические аттракторы обе-
их систем в отсутствие связи являются
фазово-когерентными [14].

Как и в случае двух однонаправ-
ленно связанных генераторов на тун-
нельном диоде, аналогичными метода-

ми были определены границы исследуемых режимов. На рис. 4 показано распо-
ложение границы возникновения режима обобщенной синхронизации, фазовой син-
хронизации и граница фазовой когерентности в системе двух однонаправленно свя-
занных хаотических осцилляторов Ресслера (2) при изменении параметра когерент-
ности на плоскости управляющих параметров (a, d). Линия 1 соответствует грани-
це установления режима фазовой синхронизации, линия 2 – границе установления
режима обобщенной синхронизации, а линия 3 – границе возникновения/потери фа-
зовой когерентности хаотическим аттрактором ведомой системы. Из рисунка видно,
что при a < 0.2 разрушение фазовой синхронизации происходит без потери фа-
зовой когерентности хаотического аттрактора ведомой системы. Можно ожидать,
что фазовая синхронизация возникает в данном случае за счет захвата основных
частотных компонент ведущей и ведомой систем, в то время как режим обобщен-
ной синхронизации обусловлен синхронизацией основной спектральной компонен-
ты ведомой системы и ее субгармоник [15,16]. При a > 0.2 наблюдается поведе-
ние, аналогичное случаю однонаправленно связанных генераторов на туннельном
диоде при относительно больших значениях расстройки собственных частот: ни-
же границы фазовой синхронизации хаотический аттрактор ведомой системы (2)
становится фазово-некогерентным, что и приводит к разрушению режима фазовой
синхронизации.

Таким образом, в настоящей работе рассмотрен вопрос о возникновении обоб-
щенной синхронизации в системе двух однонаправленно связанных хаотических ос-
цилляторов в зависимости от величины расстройки параметров между взаимодей-
ствующими системами. Показано, что возникновение режима обобщенной синхро-
низации в случае относительно сильно расстроенных параметров возможно по сце-
нарию, характерному для относительно слабых значений расстройки собственных
частот. При помощи анализа трансформации спектрального состава сигнала ведо-
мой системы объяснен характер расположения границы установления синхронного
режима в исследуемой системе, а также его взаимосвязь с режимом фазовой син-
хронизации. Также было установлено, что не только расстройка собственных частот
взаимодействующих систем влияет на сценарий возникновения исследуемых типов
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синхронизации и наличие фазовой некогерентности аттрактора, но и изменение па-
раметра, отвечающего за фазовую когерентность хаотического аттрактора в системе,
приводит к изменению характера возникновения этих режимов.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические

кадры инновационной России на 2009–2013 годы».
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RELATIONSHIP OF GENERALIZED AND PHASE SYNCHRONIZATION
IN TWO UNIDIRECTIONALLY COUPLED CHAOTIC OSCILLATORS

A.S. Pavlov

The behavior of the boundary of generalized synchronization in two unidirectionally
coupled chaotic oscillators depending on the value of the control parameter mismatch
between interacting systems has been studied. Peculiarities in its behavior in the field
of the relatively large values of the control parameter mistuning have been found. The
character of this behavior and physical mechanisms resulting in the generalized synchro-
nization regime onset in such systems have been explained by the analysis of the spectral
compound of signal from response system.
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spectra.
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