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ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ ФОРМИРОВАНИЯ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДИССИПАТИВНЫХ СТРУКТУР

МНОГОВИХРЕВОЙ ИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ ЭЛЕКТРОКОНВЕКЦИИ

И.А. Ермолаев, А.С. Шаповалов

Численно моделируется электроконвективное течение в плоскопараллельном слое
жидкого диэлектрика, возникающее вследствие кризиса потери устойчивости равновесия
в однородном электрическом поле. Изучается влияние боковых границ и относительно-
го размера конвективной ячейки на волновое число формирующихся пространственно-
периодических диссипативных вихревых структур течения. Показана возможность управ-
ления формированием структур варьированием начального состояния слоя.

Ключевые слова: Пространственно-периодические диссипативные структуры, электро-
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Введение

В процессах стохастизации (турбулизации) нелинейных распределенных си-
стем различной физической природы формирование и взаимодействие разных ти-
пов пространственных диссипативных образований играет основополагающую роль.
Ярким примером таких диссипативных образований являются пространственно-пе-
риодические вихревые структуры течений жидкостей и газов. Наиболее известны
пространственно-периодические вихри (стационарные и нестационарные) термогра-
витационной конвекции Рэлея–Бенара в плоских слоях, подогреваемых снизу [1].
Однако подобные течения, возникающие кризисным образом вследствие потери
устойчивости равновесия плоского слоя, могут быть вызваны также однородным
электрическим полем в диэлектрической (слабопроводящей) жидкости при изотер-
мических условиях [2].

В этом случае основной причиной, вызывающей конвективное течение в плос-
ком конденсаторе, является униполярная инжекция зарядов с катода [3], то есть
электризация вследствие локального нарушения равновесия реакции диссоциации-
рекомбинации молекул жидкости в примыкающих к электродам областях. Вслед-
ствие чего около электрода образуется одноименный электрический заряд, который
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или успевает релаксировать за счет омического тока и взаимодействия с противопо-
ложными ионами жидкости, либо провоцирует электроконвективное движение в ви-
де пространственно-периодических двухмерных вихрей, подобных структурам кон-
векции Рэлея–Бенара.

Течение возникает кризисным образом, порог его возникновения зависит от
проводимости, вязкости, химического состава жидкости и в большинстве техниче-
ских слабопроводящих диэлектриков составляет от 0.5 до 5 кВ/см [4]. В надкритиче-
ской области формируются устойчивые двухмерные пространственно-периодические
стационарные вихревые структуры (валы), соответствующие некоторому диапазону
волновых чисел. В бесконечном слое волновое число структур зависит, как и в рэле-
евской конвекции, в общем случае от начальных условий [1].

Теоретический интерес к подобным задачам обусловлен тем, что кроме
неустойчивости гидродинамического характера, динамика пространственных ансам-
блей структур электроконвективных (ЭК) течений осложняется существованием ме-
ханизмов неустойчивости, связанных со способом электризации среды в электри-
ческом поле [5]. Этим, по-видимому, объясняется ряд специфических явлений, со-
провождающих электроконвекцию, таких как возможность спада тока со временем,
немонотонные изменения напряженности поля вблизи электродов с ростом разности
потенциалов, затухание течения в переменных полях высокой частоты, немонотон-
ная зависимость интенсивности течения от проводимости жидкости, возникновение
ионных волн и др. При этом важным параметром эволюции ЭК-структур является
их волновое число. Более точная информация о ЭК-течениях в предпробойной ста-
дии необходима также при конструировании электро-гидродинамических (ЭГД) пре-
образователей энергии (ЭГД-генераторов, ЭГД-насосов, ЭГД-устройств автоматики),
при исследовании возможности использования ЭГД-взаимодействий для управления
гидродинамическими потоками, тепло- и массообменном, вязкостью [6–8] и др.

В большинстве экспериментальных исследований как термоконвекции, так и
электроконвекции начальные условия не контролируются, то есть периодичность те-
чения в поперечном сечении слоя не фиксируется в той или иной форме в начальный
момент времени. Соответственно волновое число формирующихся вихревых струк-
тур определяется малыми неоднородностями слоя, а также, возможно, гидродинами-
ческими флуктуациями [9]. Для ограниченных слоев с отношением длины к толщине
в поперечном сечении порядка 10...20 и менее на пространственную периодичность
течения оказывают существенное влияние боковые стенки [10]. Значительное уве-
личение протяженности слоя в поперечном сечении приводит к слабой нестацио-
нарности конвективных структур [1]. Так, в слое с относительным горизонтальным
размером 57 [11] наблюдалось непрекращающееся нестационарное термоконвектив-
ное движение при сравнительно небольших значениях критериальных чисел.

Существует значительное количество работ, посвященных численному иссле-
дованию многовихревых термоконвективных течений в протяженных слоях (см. об-
зоры в [1,12,13]). Однако исследования электроконвекции ограничивались либо сло-
ями с небольшими отношениями длины к толщине (например, [14]), либо замкну-
тыми областями различной формы (например, [15,16]).

При прямом численном моделировании конвективных пространственно-пе-
риодических течений расчетная область представляет собой элементарную конвек-
тивную ячейку, бесконечность слоя интерпретируется граничными условиями перио-
дичности или симметрии на боковых границах [13]. Обычно в начальный момент
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времени задается вихревое течение, периодичность которого характеризуется неко-
торым волновым числом. При этом интервал волновых чисел устойчивых структур
становится дискретным и определяется размерами конвективной ячейки. Таким об-
разом, аналогия между натурным и численным экспериментом становится неполной,
поскольку волновое число возмущений задается, а не определяется малыми случай-
ными неоднородностями слоя. Аналогом случайных возмущений физической приро-
ды при численном моделировании может являться пространственное распределение
погрешности аппроксимации, зависящее от многочисленных факторов алгоритмиче-
ского характера.

В настоящей работе исследуется влияние конечности размеров слоя и боко-
вых границ на волновое число устанавливающихся пространственно-периодических
вихревых структур электроконвекции. Также изучается зависимость формирующих-
ся структур течения от начального состояния слоя диэлектрической жидкости.

1. Математическая модель и метод решения

Математическая модель, используемая для решения, выделяется из общей си-
стемы уравнений электрогидродинамики гомогенной сплошной среды [17] при сле-
дующих условиях: плотность заряженной компоненты много меньше общей плот-
ности, процессы считаются квазиэлектростатическими, джоулев нагрев пренебре-
жимо мал, внешние условия изотермические. Тем самым исключается электрокон-
дуктивный механизм образования объемного заряда, электрострикционные силы и
силы, связанные с градиентом диэлектрической проницаемости. Жидкость полага-
ется несжимаемой, вязкой, ее свойства постоянны, электропроводность и диффузия
ионов малы.

ρ

(

∂V

∂t
+ (V∇)V

)

= −∇p+ µ∇2V + qE, (1)

∇V = 0, (2)

ε∇ E = q, (3)

E = −∇3, (4)

∂q

∂t
+∇(σ0E+ qV) = 0. (5)

Здесь ρ – плотность, V – вектор скорости, p – давление, E – вектор напряженности
электрического поля, t – время, µ – динамическая вязкость, q – объёмная плотность
зарядов, ε – абсолютная диэлектрическая проницаемость, 3 – электрический по-
тенциал, σ0 – начальная удельная проводимость (измеренная по линейному участку
вольт-амперной характеристики).

В дальнейшем течение будет считаться двухмерным, приложенное электриче-
ское поле однородно, фоновая проводимость среды постоянна. В уравнении (4) пре-
небрегаем нелинейностью зависимости j ∼ qbE, где j – плотность тока,
b – подвижность инжектированных ионов. Для рассматриваемых диэлектрических
жидкостей при σ0 ∼ 10−13... 10−8 (Ом·см)−1 в плоскопараллельных системах элек-
тродов электрические поля можно считать однородными до средних напряженностей
10...12 кВ/см [18].
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Плоскопараллельный бесконечный слой слабопроводящей жидкости модели-
ровался двухмерной прямоугольной ячейкой шириной L, высотой H , с условиями
симметрии на боковых границах. Верхний и нижний электрод считались тверды-
ми, непроницаемыми стенками. Для описания течения и поля объёмной плотности
зарядов использовалась декартова система координат, начало которой совпадало с
левым нижним углом расчетной области. Ось x была направлена горизонтально,
ось y – вертикально.

В качестве масштабов расстояния, времени, скорости, заряда и напряженности
поля были выбраны: H , H2/ν, ν/H , εE0/(4πH), E0, тогда безразмерные перемен-
ные: X = x/H , Y = y/H , τ = νt/H2, U = uH/ν, V = vH/ν, Q = q(4πH)/εE0,
ex = Ex/E0, ey = Ey/E0. Таким образом, x = XH , y = Y H , t = H2τ/ν, u = νU/H ,
v = νV/H , q = QεE0/(4πH), Ex = exE0, Ey = eyE0. Здесь x, y – координаты;
t – время; ν – коэффициент кинематической вязкости; u, v – составляющие скорости
в проекции на оси x, y, соответственно. Безразмерные уравнения изотермической
электроконвекции были записаны в переменных «вихрь скорости ω», «функция то-
ка ψ», «объемная плотность зарядов Q» следующим образом:

∂ω

∂τ
+

∂ψ

∂Y

∂ω

∂X
− ∂ψ

∂X

∂ω

∂Y
= ∆ω+Greex

∂Q

∂Y
−Greey

∂Q

∂X
,

∆ψ = ω,

∂Q

∂τ
+

∂ψ

∂Y

∂Q

∂X
− ∂ψ

∂X

∂Q

∂Y
= − 1

Pre
Q,

где Gre = εE2
0H

2/(4πρν2)– электрический аналог числа Грасгофа, показывающий
отношение кулоновских и вязких сил; Pre = εν/(σ0H

2) – электрический аналог чис-
ла Прандтля, являющий собой соотношение токов смещения и проводимости (отно-
шение времени релаксации электрического заряда к характерному времени развития
гидродинамических возмущений).

При исследовании пространственно-периодических течений бесконечность
слоя моделируется, как правило, условиями периодичности или условиями симмет-
рии на боковых границах элементарной конвективной ячейки. Однако граничные
условия периодичности исключают существование квазипериодических и нерегу-
лярных структур течения, а также исключают возможность формирования нечетного
числа вихрей. Поэтому были выбраны условия симметрии:

ψ (0, Y, τ) = 0, ω(0, Y, τ) = 0,
∂Q(0, Y, τ)

∂X
= 0, при X = 0,

ψ (L, Y, τ) = 0, ω(L, Y, τ) = 0,
∂Q(L, Y, τ)

∂X
= 0, при X = L.

Следует отметить, что элементарная конвективная ячейка с граничными усло-
виями симметрии тем не менее недостаточно полно интерпретирует пространственно-
периодическое течение в бесконечном слое, поскольку спектр волновых чисел при
этом становится дискретным kn = πnH/L и ограничивается взаимодействие вих-
рей. Кроме того, симметрия течения не обязательно должна выполняться на этапе
установления. Такая формулировка задачи исключает процессы конкуренции мод,
связанные с различной скоростью изменения конвективных структур во времени.
Переход же к многовихревым течениям при увеличении отношения L/H ослабляет
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эти ограничения, что позволяет предположить существование некоторого минималь-
ного значения L/H , при котором слой можно считать бесконечным, а начальные
условия неконтролируемыми.

На твердых непроницаемых границах (электродах) обеспечивались условия
«прилипания»:

ψ (X, 0, τ) = 0,
∂ψ(X, 0, τ)

∂Y
= 0, при Y = 0

ψ (X, H, τ) = 0,
∂ψ(X,H, τ)

∂Y
= 0, при Y = H.

Значения вихря скорости ω(X,Y, τ) на электродах определялись по форму-
ле Вудса [19], разрядка ионов на аноде считалась мгновенной Q (X, H, τ) = 0,
на катоде была задана линейная инжекция зарядов Q(X, 0, τ) = (4πHη/ε)en,
где η – коэффициент инжекции [20].

Начальные условия в большинстве расчетов имели вид

ψ (X, Y, 0) = 0, ω(X,Y, 0) = 0, Q(X,Y, 0) = 0.

Задача решалась методом конечных элементов Галеркина (слабая формулиров-
ка), при этом объемная плотность зарядов, вихрь скорости и функция тока аппрок-
симировались линейной комбинацией не зависящих от времени функций формы на
линейных треугольных конечных элементах. Для временной аппроксимации исполь-
зовалась полностью неявная двухслойная схема.

Уравнения решались последовательно. Каждый временной шаг начинался с
вычисления объемной плотности зарядов, затем определялись граничные условия и
решалось уравнение для вихря скорости, далее поле вихря скорости корректирова-
лось и определялось поле функции тока. Все результаты получены на равномерных
конечно-элементных сетках с шагом по времени 10−3.

Стационарные решения были получены методом установления, как результат
временной эволюции различных начальных распределений объемного заряда. Кри-
терием установления являлось неравенство

∣

∣

∣
Qk+1

m −Qk
m

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
ωk+1
m − ωkm

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
ψk+1
m − ψkm

∣

∣

∣
< eps,

где Qm, ωm, ψm – экстремальные значения объемной плотности зарядов, вихря ско-
рости и функции тока. Индекс k – номер шага по времени, величина eps изменялась
в интервале 10−5... 10−6.

2. Обсуждение результатов

2.1. Влияние боковых границ и протяженности слоя. Вычислительный
эксперимент проводился для слабопроводящей жидкости, характеризуемой значе-
нием критерия Pre = 0.14 и безразмерной инжекцией зарядов с катода 7.85. Эти
величины соответствуют раствору молекулярного йода в трансформаторном масле.
Данная жидкость образует униполярную инжекционную проводимость в широком
диапазоне напряженности поля [3] и используется во многих экспериментальных
работах.
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Значение электрического аналога числа Грасгофа Gre = 4 · 102 соответствует
напряженности электрического поля в 10 кВ/см для данной жидкости, что позволяет
считать течение двухмерным и ламинарным, согласно [2,18]. Такая величина крите-
рия соответствует значению надкритичности 4.5...4.8Gr∗m , где Gr∗m – минимальное
критическое число Грасгофа, достигаемое при волновом числе k∗m = 4.8. Нейтраль-
ная кривая устойчивости равновесия получена в [21]. Нейтральные кривые, огра-
ничивающие область устойчивости ЭК-валов [23], обеспечивают наиболее широкий
интервал при Gre = 4 · 102. Он составляет 0.4 ≤ l ≤ 2.5 (2.5 ≤ k ≤ 15.7), где
l – длина волны возмущения (пространственный период, горизонтальный масштаб),
k = 2π/l – волновое число. Начальный размер конвективной ячейки L/H был равен
наиболее «опасной» длине волны l∗ = 1.3 [21], соответствующей k∗m = 4.8.

В слое с горизонтальным размером L и толщиной H возможно устойчивое су-
ществование двухмерных стационарных пространственно-периодических структур
течения (валов) с длинами волн l ≤ 2L/nH в пределах области устойчивости [23],
где n – число вихрей. Для определения влияния боковых границ и протяженности
слоя на волновое число формирующихся структур многовихревого течения горизон-
тальный размер конвективной ячейки изменялся с шагом 1.3 в пределах 1.3...22.1.

Погрешность аппроксимации существенно зависит от шага сетки и шага по
времени. Поэтому, чтобы исключить влияние изменений погрешности аппроксима-
ции на волновое число, все расчеты проводились на одинаковой равномерной сетке,
с одинаковым шагом по времени. В частности, для области с размером L/H = 22.1
использовалась конечно-элементная сетка 221× 10.

Во всех расчетах нижняя граница – катод, верхняя – анод. В качестве на-
чальных условий использовалось гидростатическое равновесие плоского слоя сла-
бопроводящей диэлектрической жидкости, в котором в начальный момент време-
ни «мгновенно» возникала разность потенциалов. На рис. 1 показаны стационар-
ные пространственно-периодические двухмерные вихри с волновым числом k = 2.3
(l = 2.7), формирующиеся из равновесного состояния слоя при L/H = 9.3.

В первые моменты времени конвективные возмущения зарождаются вблизи
углов расчетной области, что обусловлено особенностями распределения погрешно-
сти аппроксимации вследствие особенностей конечно-элементного алгоритма. Рост
этих возмущений вблизи боковых границ и определяет волновое число структур
устанавливающегося течения для конвективных ячеек небольшой протяженности.
Для более протяженных слоев конвективные возмущения чуть позже возникают так-
же в центре слоя. Скорости роста возмущений вблизи боковых границ и в центре
слоя, а также их взаимодействие определяет волновое число формирующихся ста-
ционарных пространственно-периодических вихрей.

Рис. 1. Изолинии поля объемной плотности зарядов (а) и линии тока (б)
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Рис. 2. Изменение длины волны пространственно-
периодических двухмерных вихрей с ростом отно-
сительного размера конвективной ячейки

На рис. 2 представлены ре-
зультаты расчета зависимости длины
волны стационарных пространственно-
периодических структур изотермиче-
ской электроконвекции от протяженно-
сти слоя. Для слоев с относительным го-
ризонтальным размером, меньшим 6.0,
волновое число структур зависит от ве-
личины L/H , вследствие доминирую-
щего влияния боковых границ. При го-
ризонтальных размерах, больших 6.0, формируются структуры течения, характери-
зуемые волновым числом, приближенно равным π (l ≈ 2). Отклонения от этой ве-
личины, по-видимому, обусловлены выбранным шагом изменения относительного
размера слоя.

Значение L/H в пределах 6...7 очевидно может трактоваться как минимальный
относительный размер плоскопараллельного бесконечного в продольном направле-
нии пространственно-периодического слоя, при котором в ЭК-течении в достаточной
мере проявляются процессы конкуренции мод, то есть это минимальный относи-
тельный размер слоя, позволяющий считать начальные условия неконтролируемыми.
В натурных экспериментах с термоконвекцией Рэлея–Бенара разброс этой величины
весьма значителен и составляет 10...20 толщин слоя [1].

Важно также, что с ростом критерия Грасгофа, по-видимому, происходит умень-
шение волнового числа структур, формирующихся из равновесного слоя естествен-
ным образом, при «мгновенном» включении поля. Это совпадает с результатами для
конвекции Рэлея–Бенара [1] и объясняется для термоконвекции двумерной неустой-
чивостью Экхауса, либо неустойчивостью типа косых расширений. Следует отме-
тить также, что конвективные структуры с волновым числом равным π (цилин-
дрические вихри) наиболее часто реализуются в экспериментальных исследованиях
конвекции Рэлея–Бенара. Очевидно, что легче всего формируются цилиндрические
вихри, поскольку они требуют наименьшей упругой энергии вследствие равномер-
ной кривизны поверхности. Однако, по-видимому, при других значениях критерия
Грасгофа минимальное значение L/H и волновое число формирующихся структур
могут быть иными.

2.2. Управление формированием структур течения вариацией началь-
ных условий. ЭК-процессы могут существенно изменять электрическую проч-
ность изолирующих жидкостей и газов, используемых в высоковольтных устрой-
ствах, что весьма актуально при создании как обычных высоковольтных, так и гипер-
проводящих и сверхпроводящих кабелей с прочными жидкими диэлектриками [24].
Ток через слой и особенности распределения объемной плотности зарядов зависят,
в том числе и от волнового числа ЭК-структур. От волнового числа зависит также
временная эволюция конвективной системы.

Таким образом, представляет интерес возможность формирования в плоско-
параллельной системе электродов конвективных структур течения, характеризуемых
разными волновыми числами, при одинаковых внешних условиях, с помощью вари-
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аций начальных состояниях слоя. В численных и натурных лабораторных экспери-
ментах существуют способы формирования конвективного течения заданной пери-
одичности. Однако практический интерес представляет возможность формирования
пространственно-периодических ЭК-течений, возникающих из «естественных» на-
чальных состояний и состояний, близких к ним.

В численном эксперименте использовались следующие начальные условия:
1) электрически нейтральный слой, что соответствует мгновенному «включе-

нию» поля;
2) линейное распределение объемной плотности зарядов по толщине слоя, что

соответствует стратификации объемной плотности зарядов при докритических на-
пряженностях поля;

3) симметричное распределение объемной плотности зарядов по границам в
начальный момент времени;

4) несимметричное распределение объемной плотности зарядов по границам
в начальный момент времени.

На рис. 3, 4 представлены структуры электроконвективного течения, формиру-
ющиеся в плоском слое L/H = 3.5 при одинаковых внешних условиях и различных
начальных распределениях объемной плотности зарядов.

Структуры с волновым числом k = 3.6 (рис. 3) устанавливались из большин-
ства начальных состояний. Структуры с волновым числом k = 1.8 удалось сфор-
мировать лишь из начального симметричного распределения объемной плотности
зарядов по границам слоя.

Следует отметить, что более вероятными и практически реализуемыми яв-
ляются начальные состояния слоя, соответствующие «мгновенному» и «постепен-
ному» включению поля. При этом эволюция конвективных структур с волновым
числом k = 3.6 из стратифицированного по объемной плотности зарядов начально-
го состояния слоя была наиболее длительной. Формирование этих же структур из
начального несимметричного распределение объемной плотности зарядов по грани-
цам происходило через промежуточное метастабильное течение с волновым числом
k = 2.7, которое существовало в течение длительного промежутка времени, затем
разрушалось.

Изменения безразмерной объемной плотности зарядов в восходящих и нисхо-
дящих конвективных потоках показаны на рис. 5.

Рис. 3. Изолинии поля объемной плотности за-
рядов (сверху) и линии тока (снизу): Gre =
= 4 · 102, l = 1.7, k = 3.6

Рис. 4. Изолинии поля объемной плотности за-
рядов (сверху) и линии тока (снизу): Gre =
= 4 · 102, l = 3.5, k = 1.8
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Рис. 5. Распределение объемной плотности зарядов
по межэлектродному промежутку в нисходящих (1)
и восходящих (2) конвективных потоках для струк-
тур k = 3.6 (штриховые линии) и структур k = 1.8
(сплошные линии)

Из сравнения кривых 1 и 2 вид-
но, что только примерно 2/3 всех за-
рядов, переносимых восходящим кон-
вективным потоком в единицу времени,
разряжается на аноде. Остальные заря-
ды возвращаются нисходящим конвек-
тивным потоком к нижнему электроду.
Следует отметить также существенную
разницу между объемной плотностью
зарядов в восходящих и нисходящих по-
токах, максимальную в центре межэлек-
тродного промежутка. Можно предпо-
ложить также, что вышесказанное спра-
ведливо для ЭК-структур всех волновых
чисел.

Из анализа кривых, приведенных рис. 5, следует, что структуры с волновым
числом k = 3.6 осуществляют более эффективный перенос зарядов через слой, по-
скольку обеспечивают бо́льшую объемную плотность зарядов вблизи катода и более
эффективную разрядку на аноде. Это следует также из сравнения угла наклона кри-
вых. Если же речь идет об изолирующих свойствах слоя слабопроводящей жидкости,
то более эффективны структуры течения с волновым числом k = 1.8.

Заключение

Таким образом, методом вычислительного эксперимента изучено влияние бо-
ковых границ и протяженности слоя на волновое число формирующихся двумерных
стационарных диссипативных пространственно-периодических вихревых структур
ЭК-течения жидкого диэлектрика с униполярной инжекционной проводимостью в
плоскопараллельной системе электродов. Показано что, при относительных разме-
рах слоя, меньших 6, волновое число ЭК-структур, формирующихся из равновес-
ного состояния при «мгновенном» включении поля, определяется влиянием боко-
вых границ и отношением L/H . При размерах слоя, бо́льших 6.0, зависимость от
отношения L/H отсутствует. Вследствие взаимодействия и конкуренции возмуще-
ний формируются структуры с волновым числом, приблизительно равным π (ци-
линдрические вихри). Аналогично конвекции Рэлея–Бенара отмечается уменьшение
величины волнового числа с ростом числа Грасгофа. Показана теоретическая воз-
можность управления режимами изотермической электроконвекции варьированием
начальных состояний слоя. При одинаковых внешних условиях получено некоторое
семейство устойчивых стационарных пространственно-периодических течений.
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INVESTIGATION OF PARTICULARITIES FORMATION
SPATIALLY PERIODIC STRUCTURES OF MULTIEDDY

ISOTHERMAL ELECTROCONVECTION

I.A. Ermolaev, A.S. Shapovalov

Electroconvective flow in plane horizontal layer of dielectric liquid due to the
crisis of the equilibrium layer stability loss in homogeneous electric field are numerically
modeled.
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