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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА И ХАОС ВО ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ
ВСТРЕЧНЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ ПОТОКАХ С ВИРТУАЛЬНЫМИ

КАТОДАМИ В ВИРКАТОРЕ БЕЗ ВНЕШНЕГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ∗

Р.А. Филатов, А.А. Короновский, А.Е. Храмов

В рамках численного моделирования методом крупных частиц была исследована
нестационарная динамика виртуальных катодов, формирующихся во встречных интен-
сивных электронных потоках. Обнаружен широкий диапазон динамических режимов ко-
лебаний виртуальных катодов: от регулярных до широкополосных хаотических. Показа-
на связь между величиной старшего ляпуновского показателя и мощностью выходного
сигнала системы встречных электронных потоков.
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Введение

Одним из важных направлений исследований современной радиофизики и
электроники больших мощностей являются изучение и анализ нелинейных коле-
бательных процессов в интенсивных электронных пучках со сверхкритическим то-
ком в режимах формирования нестационарного колеблющегося виртуального като-
да [1, 2, 2, 4, 5]. Сложная колебательная динамика в таких системах возникает в ре-
зультате развития различных неустойчивостей, среди которых особый интерес вы-
зывают апериодические неизлучательные неустойчивости Пирса и Бурсиана [6–8],
приводящие к формированию виртуального катода (ВК) в интенсивном пучке со
сверхкритическим током. При этом наблюдается отражение части электронов от ВК
обратно к плоскости инжекции и установление, таким образом, двухпотокового со-
стояния электронного пучка. В данных режимах нестационарный ВК может совер-
шать сложные пространственно-временные колебания, включая хаотические осцил-
ляции [2, 5, 9–11, 13, 14]. Важность исследования пучково-плазменных систем с ВК
определяется как тем, что для таких приборов и устройств характерны сложные
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нестационарные режимы пространственно-временных колебаний, образование элек-
тронных структур, хаотическая генерация, так и прикладными задачами использо-
вания электронных потоков с нестационарным ВК для создания генераторов мощ-
ного СВЧ-излучения и систем ускорения ионов [2, 5, 5, 15]. Генераторы на ВК или
виркаторы характеризуются рекордными мощностями выходного излучения в сан-
тиметровом диапазоне длин волн, простотой конструкции и возможностью работать
без внешних фокусирующих магнитных систем, что делает данные системы пер-
спективными источниками мощного СВЧ-излучения в электронике больших мощ-
ностей [16]. Перспективным является и использование схемы низковольтного вир-
катора для генерации широкополосного микроволнового излучения среднего уровня
мощности [8, 17, 19].

Как было сказано выше, формирование ВК приводит к реализации в пучково-
плазменной системе состояния со встречными электронными потоками. Взаимодей-
ствие встречных электронных потоков представляет интерес с точки зрения построе-
ния фундаментальной теории колебательных процессов в интенсивных электронных
потоках, возникающих под влиянием полей пространственного заряда [20,21]. Кроме
того, нелинейные нестационарные процессы во встречных электронных потоках яв-
ляются самостоятельным предметом исследования во многих областях современной
радиофизики и физики плазмы, в том числе и при изучении процессов в астрофи-
зической плазме, в частности, солнечного ветра [22, 23]. Проблема взаимодействия
интенсивных встречных потоков заряженных частиц привлекает внимание исследо-
вателей и с точки зрения различных приложений в электронике, например, изучение
высокомощных релятивистских двухпотоковых клистронов [24], создание источни-
ков терагерцового излучения на основе двухлучевых ламп [25, 26].

Исследования встречных электронных потоков со сверхкритическим током в
режиме формирования ВК также заслуживает отдельного внимания. В настоящее
время получены экспериментальные результаты по исследованию синхронизации в
системах с виртуальными катодами, формирующимися во встречных пучках [27], а
также нерелятивистских генераторов широкополосного СВЧ-излучения [28]. Также
следует упомянуть исследования сжатого состояния электронных потоков с образо-
ванием так называемого распределенного ВК [29, 30]. Детальные теоретические ис-
следования колебательных процессов во взаимопроникающих потоках заряженных
частиц, тем не менее, не проводились.

Данная работа посвящена изучению хаотических режимов колебаний вирту-
альных катодов, формирующихся во встречных взаимопроникающих электронных
потоках в виркаторе без внешнего фокусирующего пучки магнитного поля.

1. Описание исследуемой системы. Математическая модель
и схема численного моделирования

Рассмотрим исследуемую систему, а также дадим краткое описание моде-
ли, которая использовалась для исследования нестационарных процессов в системе
встречных электронных потоков. Численная схема и программа для моделирования
базировались на схеме, детально описанной в работах [31, 32].

Исследуемая система генератора на встречных электронных потоках, схема-
тично показанная на рис. 1, представляет собой проводящий отрезок цилиндриче-
ской волноведущей системы 1 длиной L и радиусом R, закрытый с торцов сеточ-
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Рис. 1. Схема исследуемой модели: 1 – цилиндри-
ческое пространство дрейфа, 2 – входной и выход-
ной электроды, 3 – встречные электронные потоки,
4 – виртуальные катоды, 5 – широкополосный вы-
вод мощности

ными электродами 2. Цилиндрический
волновод является пространством дрей-
фа для встречных аксиально-симмет-
ричных моноскоростных электронных
пучков 3, инжектируемых с одинаковы-
ми по модулю начальными скоростями,
плотностями пространственного заряда
и радиусами rb в пространство дрей-
фа навстречу друг другу через левую и
правую сетки. Отработанные пучки вы-
водятся через противоположные элек-
троды, а также могут оседать на бо-
ковой стенке пространства взаимодей-

ствия. Плотность и скорость электронных потоков при инжекции в систему поддер-
живаются постоянными. Для исследования процессов формирования виртуальных
катодов в системе была рассмотрена самая простая конфигурация электростатиче-
ских полей в «холодном» режиме. Боковая стенка системы и сеточные электроды
находятся под одинаковым потенциалом, то есть электронные потоки изначально
инжектируются в эквипотенциальное пространство и динамика электронов опреде-
ляется только собственными полями пространственного заряда электронных пучков.

Как уже отмечалось, перспективной особенностью генераторов на ВК (вир-
каторов) является возможность работы без фокусирующего электроны магнитного
поля [16], поэтому численное моделирование проводилось для системы без фокуси-
рующих внешних магнитных полей.

С увеличением тока электронных пучков под действием сил пространственно-
го заряда в области между сетками формируются два колеблющихся ВК 4. Прост-
ранственно-временные колебания ВК приводят к возбуждению высокочастотных
электромагнитных колебаний в пространстве дрейфа. Наиболее удобным методом
регистрации колебаний ВК является использование широкополосного вывода мощ-
ности, который можно реализовать с помощью отрезка спирали, размещаемого в
области формирования ВК [8,19]. В данной работе вывод мощности осуществляется
при помощи двух отрезков спиральной замедляющей системы 5, расположенных на
правом и левом концах пространства взаимодействия, что позволяет регистрировать
колебания пространственного заряда каждого ВК.

Моделирование самосогласованных нестационарных процессов во встречных
электронных потоках проводилось методом крупных частиц [33–35] в двухмерном
приближении. Электронные потоки в виде совокупности крупных частиц, которые
в аксиально-симметричной геометрии представляют собой соосные кольца различ-
ных радиусов, инжектируются через равные промежутки времени в пространство
взаимодействия.

Будем рассматривать задачу в безразмерных переменных потенциала 3 и на-
пряженности E поля пространственного заряда, скорости v и плотности ρ электрон-
ного потока, координат x и r и времени t

3′ = V03, ρ′ = ρ0ρ
′,

v′ = v0v, z′ = Lz, r′ = Lr, t′ = Lt/v0.
(25)
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Здесь штрихом обозначены размерные величины; V0 – потенциал ускоряющего ано-
да; v0 и ρ0 – не зависящие от радиуса r статические (невозмущенные) скорость и
плотность электронного потока на входе системы; L – длина системы.

В предположении равенства нулю магнитного поля и аксиальной симметрии,
уравнения движения электронов имеют вид

d2rk
dt2

= −∂3

∂r

∣

∣

∣

∣

zk,rk

,
d2zk
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= −∂3
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Здесь zk и rk – соответственно продольная и радиальная координаты k-го электрона;
3(zk, rk) – потенциал поля пространственного заряда в точке (zk, rk).

В продольные скорости электронного потока на входе в систему вносилось
малое случайное возмущение
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∣
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= 0, (27)

где w – нормально распределенная случайная дельта-коррелированная величина с
нулевым средним (гауссов белый шум); A – интенсивность шумового возмущения
(в работе использовалась величина A = 0.001).

Потенциал поля пространственного заряда в квазистатическом приближении
определяется с помощью уравнения Пуассона, которое в цилиндрических координа-
тах запишется в виде

1

r

∂3

∂r
+

∂23

∂r2
+

∂23

∂z2
= α2ρ, (28)

где

α =

√

|ρ0|
V0ε0

L (29)

– безразмерный управляющий параметр (критерий подобия задачи), пропорциональ-
ный току каждого пучка и длине системы (α ∼

√
IL), и обратно пропорциональный

начальной скорости инжектируемых электронов на входной сетке в пространство
взаимодействия (α ∼ 1/v0). Такое определение величины параметра Пирса выбра-
но сознательно для возможности сравнения величины параметра со случаем одно-
потокового виркатора. В работе рассматривается только случай одинаковых токов
встречных потоков, поэтому выбор такого определения параметра Пирса в данной
работе представляется оптимальным. Следует отметить, что применимость потен-
циального приближения ограничена нерелятивистским случаем, когда можно прене-
бречь собственным магнитным полем электронного потока (см. подробнее оценки
из работы [36], которые справедливы для рассматриваемой схемы).

Граничные условия для уравнения (28) записываются в стандартном виде:

3(z = 0, r) = 3(z = 1, r) = 3(z, r = 0.5) = 0,
d3

dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0. (30)

Для моделирования вывода мощности с использованием спиральной системы
использовался метод эквивалентных схем, детально описанный в работах [14, 38].
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Выбор числа узлов пространственной сетки в продольном, Nz = 100, и ра-
диальном, Nr = 100, направлениях обусловлен достижением необходимой точно-
сти и адекватности расчетов для анализа сложных нелинейных процессов, включая
детерминированный хаос [34, 39]. Решение уравнений движения осуществлялось с
помощью схемы с перешагиваниями [34], имеющей второй порядок точности; для
интегрирования уравнения Пуассона использовался неявный метод Ричардсона [40].
Использование этого простого и медленно сходящегося итерационного метода обу-
словлено тем, что более эффективные итерационные методы не приводят к строго
симметричным численным результатам даже при симметричных граничных услови-
ях, тогда как одним из преимуществ грубого метода Ричардсона является строгая
симметричность получаемых результатов [40].

2. Результаты исследования нестационарной динамики
виртуальных катодов в системе встречных электронных потоков

Рассмотрим характеристики выходного излучения системы встречных элек-
тронных потоков в нестационарном режиме. C ростом управляющего параметра α
во встречных электронных потоках возникают нестационарные колеблющиеся ВК,
колебания которых приводят к возбуждению электромагнитного излучения.

Критическое значение параметра Пирса αcr ≈ 2.94, при котором наблюдается
переход к нестационарной динамике в системе встречных электронных потоков, го-
раздо ниже критического значения для однопотоковой системы αcr0 ≈ 4.77. Расчеты
пускового тока двухпотоковой системы находятся в хорошем соответствии с экспе-
риментальным исследованием двухпотокового виркатора (проведенная нами оценка
параметра Пирса, при котором в экспериментальной системе наступает генерация,
дает величину αcr ≈ 2.82) [28].

На рис. 2 представлены временные реализации напряжения Ul(t), снимаемого
с конца левого отрезка спиральной замедляющей системы (рис. 2, а–в) при раз-
личных значениях параметра Пирса α, и их спектральные функции (рис. 2, г–е).
Для анализа изменения характеристик выходного сигнала с ростом управляющего
параметра можно ограничиться рассмотрением выходного сигнала только с одного
вывода энергии, так как, несмотря на асимметрию, неизбежно возникающую в си-
стеме встречных электронных потоков и приводящую к различиям в мгновенных
распределениях, интегральные характеристики, например, спектральная функция, и
качественный вид колебаний в правой и левой половинах системы дают очень хоро-
шее совпадение.

При малых значениях параметра α (рис. 2, а, г) в системе встречных электрон-
ных потоков наблюдается низкочастотная генерация с малой амплитудой. Спектр
колебаний (см. рис. 2, г) близок к шумовому без явно выраженной доминантной ча-
стоты. С ростом параметра Пирса растет амплитуда и колебания становятся более
детерминированными. На рис. 2, б, д приведены временная реализация выходного
сигнала Ul(t) с конца левого отрезка спиральной замедляющей системы и его спектр,
построенные при значении параметра α = 7.62. Можно видеть, что по сравнению
с меньшими значениями α (см. рис. 2, а, г) в спектре сигнала к низкочастотной
добавляются отдельные высокочастотные составляющие, спектр становится более
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Рис. 2. Выходной сигнал (а–в) системы встречных электронных потоков, снимаемый с конца левого
отрезка спиральной замедляющей системы и его спектральная функция (г–е) для различных значений
управляющего параметра: а, г соответствуют α = 4.0; б, д – α = 7.62; в, е – α = 8.62

широкополосным. При данном значении управляющего параметра α в системе на-
блюдаются хорошо развитые хаотические колебания. Дальнейший рост плотности
пространственного заряда приводит к установлению режима регулярных колебаний
виртуальных катодов в системе встречных электронных потоков. Из рис. 2, в, е вид-
но, что дальнейшее увеличение параметра Пирса α приводит к росту амплитуды
высокочастотных составляющих, спектральная функция сигнала становится ближе к
дискретному эквидистантному спектру с большим количеством старших гармоник.

Проанализируем изменение мощности выходного излучения системы встреч-
ных электронных потоков при изменении управляющих параметров системы.

На рис. 3 представлены зависимости мощности выходного сигнала P и стар-
шего ляпуновского показателя Λ, а также бифуркационная диаграмма системы встреч-
ных электронных потоков при изменении величины параметра Пирса α для значения
радиуса электронного потока r = 0.1. Величина выходной мощности рассчитывалась
по выходному сигналу, снимаемому с конца левого отрезка спиральной замедляю-
щей системы. Из рисунка видно, что зависимость выходной мощности исследуемой
системы от величины параметра Пирса α, которая пропорциональна току электрон-
ного пучка, имеет сложный характер. Следует отметить, что характерной для за-
висимости P (α) является тенденция к росту мощности колебаний при увеличении
параметра α, а также связь величины мощности с характером колебаний в системе.

145



Рис. 3. Зависимости мощности выходного сигнала
P , снимаемого с конца левого отрезка спиральной
замедляющей системы (a), и старшего ляпуновско-
го показателя (б) от величины параметра Пирса α и
бифуркационная диаграмма (в) системы встречных
электронных потоков для величины радиуса элек-
тронных пучков rb = 0.1

Так, из рис. 3, a видно, что малые зна-
чения мощности P (α = 7.62) наблю-
даются в системе для широкополосного
хаотического сигнала (см. рис. 2, б, д),
а максимальная мощность, достигаемая
при значении α = 8.62, соответству-
ет более регулярным высокочастотным
колебаниям пространственного заряда в
системе встречных электронных пото-
ков (см. рис. 2, в, е).

Для детального анализа связи
между регулярностью и мощностью ко-
лебаний в системе встречных электрон-
ных потоков рассмотрим зависимость
старшего ляпуновского показателя си-
стемы Λ от величины параметра Пирса
(рис. 3, б).

Старший ляпуновский показатель –
весьма важная характеристика, кото-
рая характеризует степень устойчиво-
сти того или иного пространственно-
временного состояния системы. Поло-
жительные значения старшего ляпунов-
ского показателя соответствуют хао-
тическим режимам. Другими словами,
старший ляпуновский показатель отра-
жает степень нерегулярности колебаний
в системе. Расчет величины старше-
го ляпуновского показателя проводил-

ся с помощью модификации алгоритма Бенеттина [41] для анализа устойчивости
пространственно-распределенных систем, описываемых в рамках метода крупных
частиц.

Анализ рис. 3, б показывает, что в системе встречных потоков в режиме фор-
мирования ВК при любых значениях тока пучка α реализуются хаотические режимы
колебаний, которые характеризуются положительными значениями старшего ляпу-
новского показателя, однако величина Λ сильно зависит от величины параметра α.
Существуют значения токов пучка, при которых показатель Ляпунова максимален, а
следовательно, режим колебаний в системе наиболее сложен.

Сравнение рис. 3, a и б подтверждает связь между характером колебаний про-
странственного заряда и мощностью выходного сигнала исследуемой системы. При
малых значениях старшего ляпуновского показателя, то есть когда в системе имеют
место близкие к регулярным колебания, мощность выходного сигнала максимальна.
Величинам параметра Пирса α, при которых выходная мощность мала, соответству-
ют бо́льшие значения старшей ляпуновской экспоненты и широкополосные хаоти-
ческие колебания виртуальных катодов в пространстве взаимодействия.

Более подробную картину изменения колебательных режимов в исследуемой
системе дает бифуркационная диаграмма при изменении параметра Пирса (рис. 3, в).
Диаграмма строилась по значениям локальных максимумов временной реализации
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выходного сигнала с конца левого отрезка спиральной замедляющей системы после
завершения переходного процесса с шагом ∆α = 0.01. Перед построением диаграм-
мы к сигналу применялся фильтр нижних частот для удаления высокочастотных
шумов, мешающих визуализации.

Можно видеть, что бифуркационная диаграмма системы встречных электрон-
ных потоков находится в хорошем соответствии с зависимостями выходной мощ-
ности P (см. рис. 3, а) и старшего ляпуновского показателя Λ (см. рис. 3, б) от
параметра Пирса. Сплошные узкие области на бифуркационной диаграмме, которые
возникают при установлении в системе хаотических широкополосных колебаний c
малой амплитудой выходного сигнала, соответствуют бо́льшим значениям старше-
го ляпуновского показателя Λ и меньшим значениям выходной мощности P . Более
широкие разреженные области, отражающие более регулярные колебательные режи-
мы с большей амплитудой, соответствуют бо́льшим значениям мощности выходного
сигнала P и меньшей величине старшего ляпуновского показателя Λ. Бифуркаци-
онная диаграмма системы встречных электронных потоков имеет сложный вид, что
свидетельствует о высокой чувствительности системы к изменению параметра Пир-
са и широком диапазоне наблюдаемых колебательных режимов.

Выводы

Таким образом, в работе в рамках численного моделирования исследованы ха-
рактеристики колебаний пространственного заряда в системе встречных электрон-
ных потоков в режиме формирования виртуального катода. Показано, что при раз-
личных значениях токов пучков двухпотоковый виркатор демонстрирует широкий
спектр колебательных режимов от близких к регулярным до широкополосных хао-
тических колебаний.

Обнаружена связь между величиной старшего ляпуновского показателя и мощ-
ностью выходного сигнала, снимаемого с конца отрезка спиральной замедляющей
системы. Выявлено, что мощность колебаний зависит от величины старшего ляпу-
новского показателя, а именно наибольшая мощность выходного сигнала наблюдает-
ся для наиболее регулярных режимов колебаний пространственного заряда в системе
встречных электронных потоков. Построены бифуркационные диаграммы колебаний
пространственного заряда в пространстве взаимодействия при изменении парамет-
ра Пирса, которые подтверждают связь величины выходной мощности с характером
колебательного режима в системе. Показано, что мощность не растет монотонно
с увеличением тока пучка, а достигает максимума при некотором его оптималь-
ном значении. Подобная зависимость позволяет изменением тока электронных пуч-
ков эффективно управлять характеристиками выходного излучения в исследуемой
системе.

В заключение отметим преимущества двухпотоковой схемы генератора на вир-
туальном катоде по сравнению с классической однопотоковой схемой виркатора.
Во-первых, существует возможность снижения пускового тока данного генератора
на двух электронных пучках; во-вторых, двухпотоковая схема характеризуется более
сложными хаотическими режимами генерации по сравнению с классическим низко-
вольтным виркатором.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические

кадры инновационной России» на 2009–2013 годы и Российского Фонда Фундамен-

тальных Исследований (проекты 12-02-00345 и 12-02-90022).
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NONLINEAR DYNAMICS AND CHAOS IN THE COUNTERSTREAMING
ELECTRON BEAMS WITH VIRTUAL CATHODES IN VIRCATOR WITHOUT

EXTERNAL MAGNETIC FIELD

R.A. Filatov, A.A. Koronovskii, A.E. Hramov

Virtual cathode nonstationary dynamics has been numerically studied for the two
counterstreaming electron beams. The variety of the virtual cathode oscillatory regimes
has been discovered from regular to wide band chaotic oscillations. Connection between
value of the largest Lyapunov exponent and output signal power has been revealed.

Keywords: Counterstreaming electron beams, virtual cathode, output power, Lyapunov
exponent, spatially extended system.
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