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Цель настоящей работы – теоретически исследовать влияние экстраклеточного поля на антипараллельную
и параллельную подвижность взаимодействующих раковых клеток в зависимости от внешних параметров экстрак-
леточной матрицы и параметров профиля метаболического потенциала в динамике рисков формирования и разви-
тия раковой опухоли. Методы. В данной работе используется метод квазиклассического инстантонного приближе-
ния (разреженного «газа» пар «инстантон – антиинстантон») для рассмотрения подвижности взаимодействующих
раковых клеток в модельном 2D осцилляторном потенциале в условиях внешнего экстраклеточного поля.
Результаты. В рамках построенной аналитической 2D-модели показано, что микровзаимодействие через экстракле-
точную матрицу возникающих раковых клеток посредством динамического метаболического профиля существенно
влияет на динамику рисков формирования и развития раковой опухоли. Показано, что в зависимости от структуры
2D метаболического профиля возникает ряд характерных нелинейных особенностей типа 2D бифуркаций, биений,
хаотизации, накладываемых на интегральные динамические кривые, напоминающие по виду функцию Гомпертца,
описывающие вероятные риски формирования и развития раковой опухоли. Заключение. Теоретически исследован
эффект неустойчивого излома в температурной зависимости антипараллельной динамики двух раковых клеток в 2D
метаболическом потенциале. Показано, что эффект нарушения симметрии оказывается устойчивым для параллельно-
го и неустойчивым для антипараллельного переноса. Выявлена сложная тонкая структура в бифуркационной области,
обусловленная флуктуациями (биениями) для параллельного двумерного переноса раковых клеток. Для случая анти-
параллельного переноса в бифуркационной области становится существенным вклад 4, 6, 12, и т.д. пар траекторий,
что напоминает один из режимов перехода к хаосу. Дополнительно исследовано взаимодействие пары клеток с колеба-
тельными модами экстраклеточной матрицы. Такое взаимодействие значительно и различным образом модифицирует
процессы антипараллельного и параллельного двумерного переноса раковых клеток.
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Purpose of this work is to theoretically investigate the effect of extracellular field on antiparallel and parallel transfer
of interacting cancer cells depending on external parameters of extracellular matrix and parameters of metabolic potential
profile in the dynamics of cancer tumor formation and development risks. Methods. In this paper, we use the quasi-classical
instanton approximation method (or method of the rarefied «gas» of the instanton – antiinstanton pairs) to consider the
mobility of interacting cancer cells in the 2D oscillator potential model under conditions of an external extracellular field.
Results. Within framework of the proposed analytical 2D-model, it has been shown that microinteraction in the extracellular
matrix of emerging cancer cells through the dynamic metabolic profile significantly affects the dynamics of the formation
risks and development of a cancer tumor. It is shown that, depending on the structure of the 2D metabolic profile, a number
of characteristic nonlinear features arise, such as 2D bifurcations, beats, randomization superimposed on integral dynamic
curves resembling in appearance of the Gompertz function that describe probable risks of the formation and development
of a cancerous tumor. Conclusion. Effect of an unstable break in the temperature dependence of the antiparallel dynamics
of two cancer cells in a 2D metabolic potential has been theoretically investigated. It is shown that effect of the symmetry
breaking is stable for parallel and unstable for antiparallel transfer. A complex fine structure was revealed in the bifurcation
region due to fluctuations (beats) for parallel two-dimensional transfer of cancer cells. For the case of antiparallel transfer
in the bifurcation region, the contribution of 4, 6, 12, etc. pairs of trajectories becomes significant, which resembles one of
the possible regimes of transition to chaos. Additionally, the interaction of a pair of cells with the vibrational modes of the
extracellular matrix has been investigated. Such interaction modifies significantly and differently the processes of antiparallel
and parallel two-dimensional transfers of cancer cells.
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Введение

В настоящее время публикуется достаточно много работ, утверждающих, что рак являет-
ся «метаболическим» заболеванием («metabolic disease») [1–15]. В одной из недавних, активно
цитируемых статей исследователей школы медицины из Йельского университета [15] говорит-
ся, что «пусковые механизмы» раковых метаболических изменений остаются на сегодняшний
день неясными, и предлагаются различные модели для их объяснения. В частности, эти меха-
низмы могут носить стохастический характер. При этом «стохастичность» метаболизма может
проявляться как внутри раковых клеток, так и при их взаимодействии с «экстраклеточной мат-
рицей» («extracellular matrix») [1, 15] при реализации различных «метаболических сигнальных
путей» («metabolic signaling pathways») мобильности раковых клеток. Сотрудники института ра-
ка Бостона совместно с исследователями-физиками Массачусетского технологического институ-
та недавно выполнили интересные исследования [1], показывающие, что метаболизм раковых
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клеток обусловлен не только внутриклеточными онкогенными мутациями, но что на него су-
щественное влияние оказывают различные физические факторы микроокружения раковых кле-
ток или различные физические свойства «экстраклеточной матрицы». В частности, в выращи-
ваемых искусственно 2D- и 3D-культурах раковых клеток исследовалась с помощью изотопов-
маркеров клеточная подвижность как реакция на наличие питательных веществ, локальные из-
менения в экстраклеточной матрице, изменения температуры и др. Проводилось качественное
сравнение с клеточной подвижностью при развитии опухолей в организме мышей. Сделан вы-
вод о существенном влиянии упомянутых физических факторов на метаболизм раковых клеток
и клеточную подвижность [1]. Эти исследования вдохновили нас на попытку использования
нелинейной микромодели, описывающей подвижность взаимодействующих частиц в матрице-
термостате, показавшей свою работоспособность при теоретическом исследовании температур-
ной химической кинетики в 2D-соединениях типа порфиринов [16]. Хорошо известно, что гем,
один из представителей порфиринов, является простетической (небелковой) группой гемогло-
бина, а некоторые производные порфирина вызывают большой интерес с точки зрения терапии
онкологических заболеваний. (Так, димегин, обладая высоким сродством к раковым клеткам,
избирательно фотосенсибилизирует их. Благодаря этому последующее воздействие лазерного
излучения приводит к редукции опухолевой ткани.) Взаимодействие заряженных частиц (прото-
нов) в порфиринах описывается поверхностью потенциальной энергии (ППЭ), напоминающей
2D осцилляторный потенциал, используемый и в нашей нелинейной динамической модели.

Таким образом, объектом исследования нашей нелинейной 2D-модели является подвиж-
ность взаимодействующих раковых клеток без учета их внутренней структуры. А предметом
исследования является учет влияния внешних физических факторов типа температуры и локаль-
ных параметров экстраклеточной матрицы на эту подвижность. Аналогом ППЭ в нашей модели
выступает «метаболический потенциал» (МП).

В разделе 1 статьи приводится описание нелинейной динамической 2D-модели с исполь-
зованием осцилляторного «метаболического потенциала» с учетом параметров экстраклеточной
матрицы. В разделе 2 рассматривается хаотизация подвижности раковых клеток в 2D-модели
антипараллельного переноса в «метаболическом потенциале». В разделе 3 теоретически иссле-
дованы режимы бифуркаций и биений подвижности раковых клеток в 2D-модели параллельного
переноса в МП с учетом двух типов экстраклеточной матрицы. Также сопоставляются факто-
ры риска формирования раковых опухолей с теоретическими параметрами модели. В разделе 4
проводится сравнение полученных результатов аналитических 2D-моделей антипараллельной и
параллельной динамики с результатами моделирования других авторов по рассмотрению хаоти-
ческой и бифуркационной динамики в системе «опухоль – иммунный кластер – вирус».

1. Описание модели

При построении динамической нелинейной 2D-модели влияния экстраклеточного поля в
динамике рисков формирования и развития раковой опухоли вводится понятие параллельных и
антипараллельных координат метаболических путей роста [1, 14]. Аналитически вводится 2D-
потенциал экстраклеточного поля для случаев параллельного и антипараллельного 2D-переноса
пары раковых клеток с учетом их взаимодействия через микроокружение. Направление этих
координат коррелирует с наличием (или отсутствием в случае антипараллельного переноса) ха-
рактерных градиентов метаболического потенциала [1], связанных с наличием клеточных пи-
щевых ресурсов и т.д. В качестве одного из существенных внешних параметров, влияющих на
динамику топологии 2D-потенциала экстраклеточного поля, рассматривается фактор взаимодей-
ствия со стромальными клетками из-за конкуренции за ограниченные пищевые ресурсы и т.д.
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В результате подобного взаимодействия в микроокружение вбрасываются секреты [1], влияющие
на поведение стромальных клеток с формированием условий, подавляющих или ускоряющих
возможное развитие опухоли. Среди модельных параметров экстраклеточной матрицы, обеспе-
чивающих условия взаимодействия раковых клеток, вводятся колебательные моды экстракле-
точной матрицы, обуславливающие ее физические свойства, коэффициенты взаимодействия с
этими колебательными модами в линейном приближении, а также параметр квазиравновесной
температуры экстраклеточной матрицы, влияющий на динамику рисков формирования и разви-
тия раковой опухоли. При моделировании параллельного 2D-переноса в экстраклеточном поле
рассматриваются два типа экстраклеточной матрицы, различающиеся знаком коэффициента вза-
имодействия раковых клеток, что существенно влияет на динамику рисков возникновения и
формирования раковой опухоли.

2. Хаотизация подвижности раковых клеток
в 2D-модели антипараллельного переноса в экстраклеточном поле

Рассматриваются особенности 2D антипараллельной динамики подвижности раковых кле-
ток в экстраклеточном поле (МП) с учетом режимов неустойчивых бифуркаций и хаотизации,
влияющих на динамику рисков возникновения и формирования раковой опухоли.

Двухклеточную подвижность в синхронном и асинхронном режимах предлагается рас-
смотреть в рамках теории 2D подбарьерного переноса в одноинстантонном приближении с уче-
том достаточно успешной адаптации к системам типа порфиринов. Использование такой моде-
ли оправдано для случая 2D антипараллельного протонного переноса с учетом неустойчивой
точки бифуркации на температурной зависимости для этих соединений [16]. Далее определяет-
ся критическая температура Tc, соответствующая бифуркации подбарьерной траектории. Также
исследуется эффект влияния локальной моды экстраклеточной матрицы-термостата на вероят-
ность двумерного переноса в МП. При определенных значениях параметров оказывается важ-
ным вырождение траекторий антипараллельного переноса. Таким образом, следует учитывать
эффект каскада бифуркаций, то есть появления четырех, шести, двенадцати и т.д. пар траек-
торий. Для случая параллельного переноса клеток бифуркация напоминает фазовый переход
первого рода, тогда как для случая антипараллельного клеточного переноса бифуркационное по-
ведение напоминает фазовый переход второго рода. Следует отметить, что предложенная модель
позволяет объяснить экспериментальные данные по квантовым флуктуациям в двухпротонном
туннелировании в порфиринах вблизи критической температуры, а также предсказать вероятные
особенности рисков формирования и развития раковой опухоли в определенных условиях и при
определенном профиле МП.

Рассмотрим две клетки, которые осуществляют перенос по метаболическим путям роста
в независимых двухъямных потенциалах U(q1) и U(q2), представляемых как

Ũ(qi) =
1

2
ω2(qi + a)2θ(−qi) +

[
−∆I + 1

2
ω2(qi − b)2

]
θ(qi), i = 1, 2, (1)

где сумма a + b определяет длину связи в соответствующем фрагменте экстраклеточеной мат-
рицы, ∆I = (1/2)ω2(b2 − a2) является смещением (параметром асимметрии метаболического
потенциала), θ(qi) – ступенчатая функция, ω – частота. Масса клетки входит в определение (фор-
мально мы полагаем массу равной 1). Взаимодействие между двумя клетками рассматривается
в диполь–дипольном приближении

Vint(q1, q2) = −
α
2
(q1 − q2)

2, (2)
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где α – положительная константа, α∗ = (2α)/ω2 является безразмерным параметром, α∗ < 1;
q1 и q2 – координаты метаболических путей роста клеток.

Для антипараллельного переноса двумерная поверхность метаболического потенциала с
учетом взаимодействия клеток может быть определена как

Ua(q1, q2) =
2Ũa(q1, q2)

ω2
= (q1 + a)2θ(−q1) +

[
−(b2 − a2) + (q1 − b)2

]
θ(q1)+

+ (q2 − a)2θ(q2) +
[
−(b2 − a2) + (q2 + b)2

]
θ(−q2)−

α∗

2
(q1 − q2)

2. (3)

Потенциал (3) изображен на рис. 1.
При антипараллельном переносе двух клеток (формула (3) для поверхности метаболиче-

ского потенциала) инстантонное действие, которое зависит от двух параметров ε и τ (опреде-
ляющих моменты времени прохождения клетками вершин МП по параллельным координатам
метаболических путей роста), для ξn = 0 (пренебрегая взаимодействием с экстраклеточной мат-
рицей) вычисляется с помощью выражения

S = −ωτ(b
2 − a2)

1− ã∗
− ω(a+ b)2

2

{
|ε|
(
1− 1

1− α̃∗

)
+

sinh
(
|ε|
√
1− α̃∗

)
(1− α̃∗)3/2

−

− sinh |ε|+
cosh

(
ε
√
1− α̃∗ + 1

)
(1− α̃∗)3/2

×
[
sinh

(
β∗
√
1− α̃∗

)]−1 [
cosh

(
(β∗ − τ)

√
1− α̃∗

)
−

− cosh
(√

1− α̃∗
)]

+
cosh ε− 1

sinh β∗
[cosh(β∗ − τ) + cosh β∗]

}
. (4)
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Рис. 1. Асимметричная поверхность метаболического потенциала (3) для случая антипараллельного клеточного пере-
носа: α = 2, b = 2.3, α̃∗ = 0.1; A и B обозначают исходное и конечное состояния взаимодействующих клеток

Fig. 1. Asymmetric surface of metabolic potential (3) for the case of antiparallel transfer: α = 2, b = 2.3, α̃∗ = 0.1; A and
B denote the initial and final state of interacting cells
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Параметры ε и τ найдем из следующей системы уравнений:
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Для ωβ � 1 (предел сравнительно низких температур экстраклеточной матрицы), реше-
ние системы уравнений (5) может быть найдено с использованием теории возмущений (для
малых параметров ε) при заданных величинах параметров асимметрии МП (b− a)/(b+ a) и α̃∗.
Для ε = 0 действие (4) примет вид
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Так же, как и для случая параллельного переноса, при β > β̃c (при некоторой критической
температуре) происходит смена режимов клеточной подвижности: с синхронного переноса (с од-
ной экстремальной траекторией) на асинхронный (которому отвечают две отщепленные траекто-
рии). Однако, в отличие от параллельного переноса, данное отщепление происходит для любых
значений параметров метаболического потенциала. При условии, что β > β̃c, имеем Sε 6=0 > Sε=0.
Тогда величина Sε=0 будет определять скорость переноса (или вероятного риска перспективного
развития опухоли). А для β < β̃c будем иметь преобразование двух вырожденных отщепленных
траекторий в единичную, q1 = −q2, которая соответствует синхронному антипараллельному пе-
реносу клеток.

Для случая одноклеточного переноса существует только одна траектория, которая мини-
мизирует действие. Для переноса двух клеток, взаимодействующих друг с другом, существует
два типа подбарьерных траекторий. А точнее, в зависимости от величины параметра β, основ-
ной вклад в инстантонное действие определяется либо двукратно вырожденной, либо единичной
траекторией. Также отметим, что при параллельном переносе, для β > βc, перенос оказывается
асинхронным, τ1 6= τ2. То есть клетки проходят верхушки барьера не одновременно. Расщепле-
ние единичной клеточной траектории (q1 = q2) не происходит для малых значений параметров
взаимодействия α∗ и для температур экстраклеточной матрицы, которые удовлетворяют условию
β < βc. То есть клетки проходят верхушки барьера по своим координатам метаболических путей
роста МП в один момент времени (τ1 = τ2), и перенос оказывается синхронным.

Тип взаимодействия, задаваемый соотношениями (2), (3), оказывается таким, что не влияет
на движение вдоль координаты центра масс клеток, q1 = q2. По этой причине евклидово дей-
ствие оказывается не зависимым от параметра взаимодействия, как для случая параллельного
переноса. Численный анализ системы трансцендентных уравнений (5) выявил интересные осо-
бенности для переходной области между режимами переноса клеток, то есть тонкую структуру
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Рис. 2. Численное решение трансцендентных уравнений (5), отвечающее режиму каскада бифуркаций или хаотизации

Fig. 2. Numerical solution of transcendental equations (5) corresponding to the regime of a cascade of bifurcations or
randomization

вблизи первой бифуркационной точки для антипараллельного переноса. Результаты численно-
го анализа представлены на рис. 2. Установлено, что в добавление к первой бифуркационной
точке, характеризуемой двумя решениями (рис. 2, a), существуют дополнительные бифуркаци-
онные точки при более «низких» температурах экстраклеточной матрицы, то есть, например,
4 пары (рис. 2, b), 6 пар (рис. 2, c) и даже 12 пар дополнительных решений при β∗ = 19.2009
(α∗ = 0.05) и т.д. Это явление похоже на множественные бифуркации или каскад бифуркаций.
Такой эффект напоминает один из сценариев перехода к хаосу.

Хотя синхронный режим оказывается предпочтительным благодаря тому, что в этом случае
действие принимает минимальное значение, в определенном диапазоне температур экстракле-
точной матрицы эта величина действия оказывается сравнимой с теми значениями, что соответ-
ствуют каскадным решениям. В результате происходят флуктуации или биения нерегулярного
характера в противоположность тому, что наблюдается для параллельного переноса. Антипарал-
лельный 2D клеточный перенос, таким образом, характеризуется неустойчивостью перехода от
синхронного к асинхронному поведению. Такие неустойчивости напоминают непрерывный фа-
зовый переход второго рода, тогда как при параллельном переносе раковых клеток бифуркацион-
ный режим напоминает ступенчатый процесс типа фазового перехода первого рода. Найдено, что
зависимости для βc(α) и αc(β) в случае антипараллельного переноса имеют такой же характер,
как и в случае параллельного переноса.

Таким образом, выявлена достаточно сложная тонкая структура перехода для параллель-
ного и антипараллельного переноса двух клеток с различными вырожденными подбарьерными
траекториями, приводящими к биениям, каскадам бифуркаций.
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Эффекты нарушения симметрии могут иметь место при сравнительно высоких температу-
рах экстраклеточной матрицы, зависящих от частоты барьера МП. Например, для порфиринов
критическая температура Tc составляет 200 K. Для раковых клеток она окажется заметно выше
(до 310 К).

3. Режимы бифуркаций и биений подвижности раковых клеток
в 2D-модели параллельного переноса в экстраклеточном поле

с учетом двух типов экстраклеточной матрицы

Рассматриваются особенности 2D параллельной динамики в экстраклеточном поле (МП) с
учетом режимов устойчивых бифуркаций и биений двух типов, влияющих на динамику рисков
возникновения и формирования раковой опухоли. Как и в предыдущем разделе рассмотрим по-
движность двух раковых клеток, которые осуществляют перенос по параллельным координатам
метаболических путей роста МП q1 и q2 клеток.

Двумерная поверхность МП для случая параллельного клеточного переноса, нормирован-
ная на ω2, задается соотношением (рис. 3)

Up(q1, q2) =
2Ũp(q1, q2)

ω2
= (q1 + a)2θ(−q1) +

[
−(b2 − a2) + (q1 − b)2

]
θ(q1)+

+ (q2 + a2)θ(−q2) +
[
−(b2 − a2) + (q2 − b)2

]
θ(q2)−

α∗

2
(q1 − q2)

2. (7)
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Рис. 3. Асимметричная поверхность МП (7) для случая параллельного переноса (подвижности) раковых клеток: A и
B обозначают исходное и конечное состояния клеток, соответственно

Fig. 3. Asymmetric surface of the metabolic potential (7) for the case of parallel transfer (motility) of cancer cells: A and B
denote the initial and final state of the cells, respectively
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Параметры «a» и «b» потенциала перенормируются во внешнем МП поле: a = a∗ − λ/ω20,
b = b∗+λ/ω20 (где λ – параметр, определяющий напряженность МП, связанную с особенностями
взаимодействия раковых и стромальных клеток); либо перенормируется безразмерный параметр
b∗ = b/a, который слабо нелинейно зависит от напряженности МП.

Квазиклассическое (инстантонное) действие, которое с экспоненциальной точностью опре-
деляет вероятность 2D параллельного клеточного переноса, рассчитывается по формуле

S = 2a(a+ b)(τ1 + τ2)ω2 −
1

β
ω2(a+ b)2(τ1 + τ2)2 −

ω4(a+ b)2(τ1 − τ2)2

(ω2 − 2α)β
−

− 2ω4(a+ b)2

β

∞∑
n=1

[
sin2(νnτ1) + sin2(νnτ2)
ν2n (ν2n + ω2 + ζn)

+
(sin(νnτ1)− sin(νnτ2))2

ν2n(ν2n + ω2 − 2α)

]
, (8)

где были введены следующие обозначения: ε = ε∗ω = (τ1 − τ2)ω; τ = 2τ∗ω = (τ1 + τ2)ω;
β∗ = (βω)/2; α∗ = (2α)/ω2; b∗ = b/a, τ1 и τ2 – центры 2D-инстантона, то есть моменты
мнимого времени проскока параллельно перемещающимися клетками в поле МП верхушки по-
тенциального барьера МП (точки с нулевой координатой) вдоль соответствующей координаты
метаболических путей роста; νn = (2πn)/β – мацубаровские частоты; β – обратная температура
экстраклеточной матрицы.

В пределе слабой диссипации, когда взаимодействие с локальными колебательными мода-
ми экстраклеточной матрицы предполагается пренебрежимо малым, получим следующие резуль-
таты для вероятности 2D параллельного клеточного переноса. В случае пренебрежения взаимо-
действием с экстраклеточной матрицей, то есть при ξn = 0, действие (8) как функция параметров
ε и τ принимает вид
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Как только траектория найдена, уравнения q1(τ1) = 0, q2(τ2) = 0 могут быть представлены
в следующей форме:
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Численное решение системы (10) позволяет выявить бифуркацию 2D клеточных траекто-
рий, то есть при определенном значении обратной температуры β∗ экстраклеточной матрицы,
либо параметра асимметрии потенциала МП, связанного с величиной напряженности приложен-
ного поля МП b∗ = b/a, либо коэффициента взаимодействия α∗ = (2α)/ω2. (Знак коэффициента
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взаимодействия раковых клеток зависит, в частности, от типа и параметров экстраклеточной
матрицы.) Численный анализ системы (10) позволяет также выявить тонкую структуру пере-
хода в окрестности точки бифуркации, а именно режим биений для параллельного переноса
(подвижности) раковых клеток. В итоге вероятность 2D параллельного клеточного переноса с
экспоненциальной точностью определяется как Γ = exp(−S), где S задается выражением (9),
с учетом решения системы (10).

Простые аналитические решения уравнений (10) получаются в частном случае, когда
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4
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Однако полный анализ требует громоздкого численного расчета. При достаточно низких темпе-
ратурах, ωβ� 1, при 1 < b/a < 3, и
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Решение (12) справедливо при

β > βc ≡
τ
√
1− α∗
ω

. (13)

Согласно предлагаемой модели оценивается пороговая вероятность формирования рако-
вой опухоли выше 0.7 (70%), см. Таблицу. При реализации критических значений параметров

Таблица / Table

Факторы рисков формирования
раковых опухолей

Теоретические параметры Теоретическая зависимость

Повышенная субфебрильная
температура (выше 37◦C)

β∗c ∼ 1/T, β∗c > 4

Критическая температура, оп-
ределяющая точку бифуркации,
с последующим лавинообраз-
ным ростом подвижности рако-
вых клеток

Уровень каспаз (3, 6, 8), увели-
чение активности на 25%

α∗c > 0.3 (1 > α∗c > 0)
Параметр, определяющий ин-
тенсивность взаимодействия
раковых клеток

Кольпоскопический индекс
Рейда (выше 3)

λc («напряженность» метаболи-
ческого потенциала), b∗(λ)>1.5

Параметр асимметрии метабо-
лического потенциала b∗(λ)
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Рис. 4. Зависимость вероятности 2D параллельного клеточного
переноса от напряженности МП-поля с учетом точки бифур-
кации и режима биений

Fig. 4. Dependence of the 2D parallel cellular transfer probability
on the strength of the MP-field, taking into account the bifurcation
point and the beat mode

βc, α∗c , λc осуществляется переход через
точку бифуркации с последующим лави-
нообразным ростом подвижности раковых
клеток с вероятностью 0.7 (70%).

Полученная зависимость вероятно-
сти 2D параллельного клеточного переноса
от напряженности МП-поля с учетом вли-
яния двух локальных колебательных мод
экстраклеточной матрицы позволяет про-
анализировать режим 2D клеточных би-
фуркаций (смена режима переноса – кле-
точной подвижности – с синхронного на
асинхронный), а также биений в окрест-
ности точки бифуркации. Так, на рис. 4
после режима синхронного параллельного
клеточного переноса с двумя характерны-
ми пиками точка излома отвечает точке би-
фуркации, а последующие осцилляции –
биениям.

Наряду с режимом биений с «провалами» на зависимости вероятности 2D параллельного
клеточного переноса от напряженности МП-поля (см. рис. 4) при увеличении температуры экс-
траклеточной матрицы и при частотах колебательных локальных мод, значительно меньших ха-
рактерных частот двухъямного метаболического потенциала, может иметь место режим биений
с резонансной структурой (рис. 5), связанной с интерференцией различных каналов клеточного
переноса.

В следующем разделе представлены результаты модели параллельного 2D клеточного пе-
реноса с учетом смены знака взаимодействия клеток в экстраклеточной матрице при изменении
условий клеточной конкуренции за источники питания, а также проведено сравнение результатов
представленного модельного рассмотрения с результатами моделирования других авторов.

0 1 2 3 b(�)
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Рис. 5. Режим биений на зависимости вероятности 2D параллельного клеточного переноса от напряженности МП-
поля: резонансы до точки бифуркации; резонансы и провалы выше точки бифуркации

Fig. 5. Beat mode on the 2D parallel cellular transfer probability dependence on the MP-field strength: resonances to the
bifurcation point; resonances and dips above the bifurcation point
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4. Сравнение результатов аналитических моделей 2D- антипараллельной
и параллельной динамики (разделы 2 и 3) с результатами моделирования
других авторов по рассмотрению хаотической и бифуркационной динамики

в системе «опухоль – иммунный кластер – вирус»

В рамках модели, рассмотренной в разделе 3, в режиме слабого взаимодействия раковых
клеток с экстраклеточной матрицей в левой части кривой зависимости вероятности 2D парал-
лельного переноса (клеточной подвижности) от напряженности МП наблюдается единичный пик
(рис. 6), отвечающий случаю, когда МП при некотором значении параметра напряженности МП
(λ) становится симметричным. Излом в правой части модельной кривой отвечает устойчивой
точке бифуркации при 2D параллельном переносе в режиме слабой диссипации: или пренебре-
жении взаимодействием раковых клеток с экстраклеточной матрицей.

На рис. 7 представлены результаты моделирования параллельного 2D клеточного пере-
носа с учетом смены знака взаимодействия клеток в экстраклеточной матрице при изменении
условий клеточной конкуренции за источники питания. На рисунке рассмотрен режим двойной
бифуркации (на модельной кривой точки бифуркации обозначены стрелками 1).

На рис. 8 представлены эффекты биений в окрестностях точек двойной бифуркации в слу-
чае смены знака взаимодействия клеток в экстраклеточной матрице (обозначены стрелками 2).

В пределе сильного взаимодействия раковых клеток с экстраклеточной матрицей (раздел 3)
с учетом влияния на их подвижность двух локальных колебательных мод экстраклеточной мат-
рицы получим модельную зависимость вероятности 2D параллельного клеточного переноса с
учетом режима бифуркации и биений, представленную на рис. 4 и 5. Правый фрагмент этой мо-
дельной зависимости (правее точки бифуркации) частично напоминает результат моделирования
временной динамики плотности раковой опухоли с учетом режима бифуркаций (см. рис. 9 и 10
в сравнении с результатами работы [2]).

b(λ), a.u.

Γ, a.u.

1.0

0.1

0 1 10

Рис. 6. Зависимость вероятности 2D параллельного пе-
реноса (клеточной подвижности) от напряженности МП
в пределе слабого взаимодействия раковых клеток с экс-
траклеточной матрицей

Fig. 6. Dependence of the 2D parallel transfer (cell motility)
probability on the strength of the MP-field in the limit of
weak interaction of cancer cells with extracellular matrix
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Рис. 7. Режим двойной бифуркации (на модельной кривой
точки бифуркаций обозначены стрелками 1) на зависимо-
сти вероятности параллельного 2D клеточного переноса
с учетом смены знака взаимодействия клеток в экстрак-
леточной матрице

Fig. 7. Double bifurcation mode (bifurcation points on the
model curve are indicated by arrows 1) on the parallel 2D
cell transfer probability dependence taking into account the
change in the sign of cell interaction in the extracellular
matrix
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Рис. 8. Режим биений (обозначены стрелками 2) на фоне двойной бифуркации (на модельной кривой точки бифур-
каций обозначены стрелками 1) на зависимости вероятности параллельного 2D клеточного переноса с учетом смены
знака взаимодействия клеток в экстраклеточной матрице

Fig. 8. Beat modes (indicated by arrows 2) against the background of double bifurcation (on the model curve, bifurcation
points are indicated by arrows 1) on the parallel 2D cell transfer probability dependence taking into account the change in
the sign of cell interaction in the extracellular matrix

Рис. 9. Сравнение полевой зависимости вероятности 2D параллельного клеточного переноса с учетом режима би-
фуркации и биений в случае более сильного взаимодействия раковых клеток с экстраклеточной матрицей с учетом
влияния на их подвижность двух локальных колебательных мод экстраклеточной матрицы (кривая 1, см. также рис. 4)
с результатом моделирования временной динамики плотности раковой опухоли с учетом режима бифуркаций (кри-
вая 2) [2]

Fig. 9. Comparison of the field dependence of the 2D parallel cell transfer probability taking into account the bifurcation and
beating regimes in the case of stronger interaction of cancer cells with the extracellular matrix, taking into account the effect
of two local vibrational modes of the extracellular matrix on their mobility (curve 1, see also Fig. 4) with the result modeling
the temporal dynamics of the cancerous tumor density, taking into account the bifurcation mode curve 2 [2]
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Рис. 10. Сравнение режима биений на зависимости вероятности 2D параллельного клеточного переноса от напряжен-
ности МП-поля (рис. 5; кривая 1) с модельной кривой динамики роста раковой опухоли по результатам работы [2],
кривая 2

Fig. 10. Comparison of the beat mode on the 2D parallel cell transfer probability dependence on the strength of MP-field
(Fig. 5; curve 1) with model curve of the cancer growth dynamics according to results of [2], curve 2

Хаотизация клеточной подвижности, представленная в работе [2], напоминает режим ан-
типараллельной подвижности раковых клеток в пределе слабой диссипации, представленной в
разделе 2.

Заключение

Теоретически исследован эффект неустойчивого излома в температурной зависимости ан-
типараллельной динамики двух раковых клеток в 2D метаболическом потенциале. Показано,
что эффект нарушения симметрии оказывается устойчивым для параллельного и неустойчивым
для антипараллельного переноса. Выявлена сложная тонкая структура в бифуркационной обла-
сти, обусловленная флуктуациями (биениями) для параллельного двумерного переноса раковых
клеток. Для случая антипараллельного переноса в бифуркационной области становится суще-
ственным вклад четырёх, шести, двенадцати и т.д. пар траекторий, что напоминает один из
режимов перехода к хаосу. Дополнительно исследовано взаимодействие пары клеток с колеба-
тельными модами экстраклеточной матрицы. Такое взаимодействие значительно и различным
образом модифицирует процессы антипараллельного и параллельного двумерного переносов ра-
ковых клеток. Взаимодействие с экстраклеточной матрицей не меняет динамику центра масс
пары раковых клеток для случая антипараллельного переноса, тогда как в динамику для случая
параллельного переноса вносит существенный вклад. Определена граница диапазона температур
экстраклеточной матрицы, начиная с которой реализуются устойчивые двумерные синхронные
корреляции всех рассмотренных типов. Найдено, что переход от синхронного к асинхронному
режиму 2D антипараллельного переноса раковых клеток в экстраклеточной матрице в условиях
2D метаболического потенциала напоминает фазовый переход второго рода.

Показано, что на риски возникновения и формирования раковой опухоли существенное
влияние оказывает взаимодействие с экстраклеточной матрицей, то есть реализуется предел
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сильной диссипации, что совпадает с выводом работ [1, 14]. В рамках проведенного модели-
рования установлено, что взаимодействие раковых и стромальных клеток, существенно пере-
нормирующее МП и способное менять знак взаимодействия раковых клеток между собой, при
определенном критическом значении величины этого взаимодействия приводит к режиму бифур-
каций подвижности раковых клеток и, как следствие, к лавинообразному росту раковой опухоли.
Показано, что параметры МП и характеристики экстраклеточной матрицы (в том числе физиче-
ские, что соответствует выводам работы [1]) существенно определяют как риски возникновения,
так и характерную динамику роста раковой опухоли.

В результате проведенных количественных оценок в рамках предложенной теоретической
модели сформулирован способ оценки рисков развития злокачественных новообразований, в
котором в качестве факторов риска предложено выделять субфебрильную температуру, уровень
каспаз, кольпоскопический индекс Рейда, порог вероятности формирования злокачественных
новообразований. Рассчитана вероятность подвижности взаимодействующих раковых клеток в
экстраклеточной матрице в метаболическом потенциале, зависящем от параметров, связанных
с определяемыми факторами риска, при значениях которых: кольпоскопический индекс Рейда
от 3 и более, уровень активности каспаз от 25% и более, субфебрильная температура выше
37◦C, порог вероятности формирования злокачественных новообразований более 70%, параметр
взаимодействия раковых клеток между собой от 0.3 и более, когда может быть диагностирован
ускоренный рост злокачественных новообразований.
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