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РАСЧЕТ ОМИЧЕСКИХ ПОТЕРЬ В ОТКРЫТЫХ РЕЗОНАТОРАХ

Г. Д. Богомолов, А. И. Клеев

Приведены результаты решения задачи о собственных колебаниях открытого двумер-
ного резонатора, зеркала которого имеют конечную проводимость. При расчетах исполь-
зовали модифицированный метод продолженных граничных условий. Результаты сопо-
ставлены с асимптотическим решением, полученным методом параболического уравне-
ния.

Ключевые слова: Открытые резонаторы, метод интегральных уравнений, метод адаптив-
ной коллокации, эквивалентные граничные условия, аналитическое продолжение поля.

Введение

В физике и технике при работе в миллиметровом и субмиллиметровом диа-
пазонах длин волн широко применяются открытые резонаторы. В частности, такие
резонаторы используются при измерении свойств металлов в терагерцовом диапа-
зоне [1]. Очевидно, что для адекватной интерпретации экспериментальных данных
необходимо иметь в своем распоряжении надежный и удобный метод решения со-
ответствующей краевой задачи. В работе [2] был предложен приближенный подход:
метод продолженных граничных условий (МПГУ). Этот метод прост в реализации,
позволяет создавать весьма эффективные алгоритмы для решения достаточно слож-
ных задач и был успешно апробирован при решении широкого класса задач рассея-
ния [3,4]. В работе [5] авторами настоящей статьи было дано развитие МПГУ: пред-
ложен модифицированный МПГУ, позволяющий существенно повысить точность
вычислений и снизить их трудоемкость. В настоящей работе данный подход исполь-
зован для расчета омических потерь в открытом квазиоптическом резонаторе.

1. Основные соотношения

Геометрия задачи показана на рис. 1. Рассматриваем двумерный резонатор,
зеркала которого являются тонкими экранами. Полагаем, что зависимость от време-
ни пропорциональна exp (−iωt) где ω = ck, k = 2π/λ, а λ и c – длина волны и
скорость света в вакууме, соответственно.
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Рис. 1. Геометрия задачи. Поперечное сечение дву-
мерного открытого резонатора. Ось x перпендику-
лярна плоскости рисунка.

Рассмотрим задачу о собствен-
ных колебаниях открытого резонато-
ра в свободном пространстве [6,7].
В настоящей работе ограничимся ана-
лизом колебаний, для которых от-
лична от нуля единственная ком-
понента Hx магнитного поля
(H-поляризация). Полагаем, что на по-
верхности зеркал поля удовлетворяют
двусторонним импедансным граничным
условиям [8,9]

Eτ ± ςHx = 0, (1)

где Eτ – касательное к поверхности зер-
кала электрическое поле, τ – единичный
касательный вектор.

Для хороших проводников (имеющих малое удельное сопротивление ρ) значе-
ние волнового импеданса ς можно определить по формуле

ς =
(1− i)πd
λ

, (2)

где d =
√
λρc/(2π) – толщина скин-слоя. Отметим, что, как показано в работе [10],

граничное условие (1) применимо в том случае, если толщина экрана много больше
толщины скин-слоя.

В соответствии с МПГУ [2–4], граничное условие (1) ставится на некоторых
вспомогательных контурах S

(δ)
1,2 , расположенных на достаточно малом расстоянии δ

от основных S
(0)
1,2 (см. рис. 1). Фактически такая постановка эквивалентна решению

некоторой вспомогательной задачи, в которой граница смещена относительно своего
истинного положения. Очевидно, что значение поля на вспомогательной границе от-
личается от точного и вследствие этого решение вспомогательной задачи также будет
отличаться от точного. Учесть это изменение можно воспользовавшись результатами
работы [5]. В данной работе используется методика пересчета поля (см. например
[11, 12]) при переходе к вспомогательному контуру, на котором и ставятся граничные
условия (1). Используя развитую в [5] технику, можно показать, что эквивалентные
граничные условия на вспомогательных контурах имеют вид

(1± ikδς)Eτ = (±ς− ikδ)Hx −
∂δEn

∂τ
. (3)

В соотношении (3) для упрощения мы полагали, что вспомогательный контур при-
надлежит семейству кривых, параллельных основному контуру. Положение вспо-
могательного контура определяется при этом расстоянием δ до основного контура.
Отметим, что, используя методику работы [5], можно получить выражение, анало-
гичное соотношению (3) и в более общем случае. Однако, как показали проведенные
вычисления, иной выбор вспомогательных контуров не приводит к существенному
выигрышу в эффективности вычислений.
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Будем использовать следующие интегральные представления для компонент
электромагнитного поля

Hx =

∫
S

(
Je

∂

∂n
+ ikJm

)
GdS, (4)

Eτ =

∫
S

(
Je

i

k

∂2

∂n∂n1
− Jm

∂

∂n

)
GdS, (5)

En =

∫
S

(
−Je

i

k

∂2

∂τ∂n1
+ Jm

∂

∂τ

)
GdS. (6)

В соотношениях (4)–(6) интегрирование проводится по контуру поперечного сече-
ния зеркала; n и n1 – единичные нормали в точках наблюдения и интегрирования,
соответственно;

G = − i

4
H

(1)
0 (kr) , (7)

где r – расстояние между точками интегрирования и наблюдения, H(1)
0 (x) – функция

Ганкеля [13].
Используя интегральные представления (4)–(6) и эквивалентные граничные

условия (3), можно получить для рассматриваемого случая интегральные уравнения
на вспомогательном контуре∫

S

JeK
(e)
+ dS +

∫
S

JmK
(m)
+ dS = 0, (8)

∫
S

JeK
(e)
− dS +

∫
S

JmK
(m)
− dS = 0, (9)

где

K
(e)
+ =

[
i

k
(1 + ikδς)

∂2

∂n∂n1
+ (ikδ− ς) ∂

∂n
− i

k

∂

∂τ

(
δ

∂2

∂n1∂τ

)]
G, (10)

K
(e)
− =

[
i

k
(1− ikδς)

∂2

∂n∂n1
+ (ikδ+ ς)

∂

∂n
− i

k

∂

∂τ

(
δ

∂2

∂n1∂τ

)]
G, (11)

K
(m)
+ =

[
− (1 + ikδς)

∂

∂n
+ ik (ikδ− ς) + ∂

∂τ

(
δ
∂

∂τ

)]
G, (12)

K
(m)
− =

[
− (1− ikδς)

∂

∂n
+ ik (ikδ+ ς) +

∂

∂τ

(
δ
∂

∂τ

)]
G. (13)

Как показано в работе [5], предлагаемый подход, который можно назвать мо-
дифицированным МПГУ, базируется на более аккуратном учете физических свойств
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реальной структуры и позволяет существенно увеличить точность расчетов. Дей-
ствительно, результаты работ [14–16] убедительно демонстрируют, что учет априор-
ной информации дает возможность значительно повысить эффективность алгоритма
решения задачи дифракции.

Методика решения системы уравнений, подобных (8), (9), подробно дана в
[6,7] и мы приведем здесь лишь ее некоторые ключевые положения. В соответствии
с описанным в [6,7] подходом, аппроксимируем неизвестные токовые функции Je,m
рядами вида

Je,m =

N
(e,m)
J −1∑
n==0

C(e,m)
n J (e,m)

n , (14)

где J
(e,m)
n – базисные функции, учитывающие в явном виде особенность решения на

краю зеркала, а число слагаемых N
(e,m)
J выбираем исходя из необходимой точности

аппроксимации.
Алгебраизацию системы интегральных уравнений (8), (9) проводили методом

адаптивной коллокации [17]. Подставляя в уравнения (8), (9) ряды, аппроксимиру-
ющие неизвестные функции Je и Jm и приравнивая правые и левые части полу-

чившегося выражения в узлах коллокации
(
y
(1,2)
m , z

(1,2)
m

)
(m = 0, 1, . . . , N

(e,m)
J − 1),

приходим к следующей системе линейных алгебраических уравнений для неизвест-
ных коэффициентов C

(e,m)
n

SC = 0, (15)

где

C =

(
C

(e)
0 , C

(e)
1 , C

(e)
2 , . . . , C

(e)

N
(e)
J −1

, C
(m)
0 , C

(m)
1 , C

(m)
2 , . . . , C

(m)

N
(m)
J −1

)T

(16)

(символом T обозначена операция транспонирования).
Комплексную резонансную длину волны λ = λ′ + iλ′′ (и соответствующее

волновое число k = k′ + ik′′) определяли из уравнения detS (λ) = 0, а неизвестные
коэффициенты C – как собственный вектор матрицы S, соответствующий нулевому
собственному значению.

2. Результаты расчетов

Приведем некоторые результаты, иллюстрирующие возможности предлагаемо-
го подхода и некоторые, наиболее существенные, свойства собственных колебаний.
Рассматривали несколько наиболее добротных H-поляризованных колебаний в сим-
метричном резонаторе (a1 = a2 = b1 = b2 = a).

При расчетах полагали, что зеркало резонатора имеет параболическую форму

y (z) = l − z2

2R
, (17)

где R – радиус кривизны зеркала при z = 0. Рассматривали симметричные собст-
венные колебания. Как известно, в квазиоптическом приближении распределение
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поля такого колебания дается выражением [18]

Hx = H
√
cos σHqz (ζ cos σ) exp

(
−1

2
ζ2 cos2 σ

)
×

× cos

[
1

4
ζ2 sin 2σ−

(
qz +

1

2

)
σ+ ky

]
,

(18)

где
ζ = z/ā, η = y/l, tg σ = y

/
kā2, kā2 =

√
l (R− l), (19)

Hm (x) – полиномы Эрмита [13], H – нормировочный множитель.
В данном приближении для комплексного волнового числа k можно получить

следующее явное выражение

kl = πqy + (qz + 1/2) arcsin
√

(l/R)− i ln
√
R. (20)

В соотношениях (18) и (20) qy и qz соответственно продольный и поперечный
индекс колебания, R – коэффициент отражения от зеркала. Для случая сильного
скин-эффекта, когда на поверхности зеркала выполняется граничное условие Леон-
товича (1), выражение для R можно записать в виде

R =
1− ς
1 + ς

. (21)

Для резонатора, имеющего конечную апертуру зеркала (сравнимую, вообще
говоря, с его длиной), распределения полей и собственные частоты могут отли-
чаться от асимптотического решения (18)–(20) [19]. Тем не менее мы будем ис-
пользовать асимптотические выражения (18)–(20) для приближенной классификации
решений, полученных в строгой постановке. Отметим, что соотношения (18)–(20)
широко применяются для интерпретации экспериментальных данных, полученных
при использовании резонаторов с конечной апертурой. Поэтому установление обла-
сти применимости этих асимптотических соотношений представляет определенный

Рис. 2. Распределение абсолютного значения токо-
вых функций |Je| (кривые 1 и 2) и |Jm| (кривые 3
и 4) на зеркале резонатора. Расчеты проводили при
a = 4.5 мм, l = 3.9 мм, R = 7 мм; удельное сопро-
тивление материала зеркала ρ = 2 · 10−8 Ом · м

практический интерес.
На рис. 2 приведено распреде-

ление абсолютного значения токовых
функций на зеркале резонатора. При
расчетах полагали, что зеркало изготов-
лено из материала с удельным сопро-
тивлением ρ = 2 · 10−8 Ом · м (соот-
ветствует принятым значениям для ме-
ди). Кривые 1 и 3 демонстрируют ре-
шение, полученное для колебания H0,4

(qy = 4, qz = 0). Кривые 2 и 4 соответ-
ствуют колебанию H2,4. В рассматри-
ваемом случае колебание H0,4 обладает
наибольшей добротностью. Как видно
из приведенных на рис. 2 результатов,
распределение токов на зеркале резона-
тора близко к гауссову и хорошо описы-
вается формулой (18).
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Отметим, что амплитуда магнитного тока существенно меньше амплитуды
электрического, причем распределение последнего близко к полученному для ре-
зонатора с идеально проводящими зеркалами (кружочки на рисунке).

На рис. 3 показано распределение невязки ∆ (погрешности выполнения эк-
вивалентного граничного условия на вспомогательном контуре) решения системы
интегральных уравнений. Величину ∆ определяли выражением

∆ =

∣∣∣∣(1± ikδς)Eτ − (±ς− ikδ)Hx +
∂δEn

∂τ

∣∣∣∣ . (22)

Как показывают приведенные результаты расчетов, описываемый алгоритм об-
ладает определенной устойчивостью: среднее значение невязки монотонно уменьша-
ется при увеличении числа слагаемых N

(e,m)
J в представлении тока (14) [20].

На рис. 4 показаны зависимости добротности и резонансной длины волны мод
открытого квазиоптического резонатора от радиуса кривизны зеркала. Расчеты про-
водили для симметричного резонатора, длина которого 2l = 7.8, апертура зеркала
2a = 9. Кривые 1–3 соответствуют модам H0,4, H2,4 и H3,6. Приведены решения для
двумерной задачи (поля не зависят от координаты x), полученные различными спо-
собами. Кружочками показаны результаты приближенного расчета, полученные при
аппроксимации поля собственного колебания соответствующими волновыми пуч-
ками Гаусса–Эрмита. Отметим, что значение добротности, полученное из асимпто-
тической формулы (20), практически одинаково для всех рассматриваемых типов
колебаний и слабо зависит от радиуса кривизны зеркала.

Как показывают представленные на рис. 4 результаты расчетов, асимптотиче-
ское решение (20) находится в хорошем согласии с результатами численного реше-
ния задачи в строгой постановке в том случае, когда колебание обладает отчетли-
во выраженной каустикой и дифракцией на краях зеркала допустимо пренебречь.
В рассматриваемом случае это выполняется для колебаний H0,4 и H2,4. Резонанс-
ные длины волн этих колебаний достаточно хорошо описываются асимптотической
формулой, а для колебания H0,4 формула (20) дает вполне приемлемую точность и
при расчете добротности в достаточно широком диапазоне изменения параметра R.

Рис. 5. Распределение погрешности ∆ выполнения
эквивалентного граничного условия. Кривые 1–3
соответствуют N

(e)
J = N

(m)
J = 8, 10 и 14. Осталь-

ные параметры задачи те же, что и для рис. 2

Колебание H3,6 в данном случае фор-
мируется в значительной степени бла-
годаря дифракции на краях зеркала и
это приводит к существенному отличию
резонансной длины волны от асимпто-
тического значения, даваемого форму-
лой (20).

При увеличении апертуры зерка-
ла точность расчета комплексной ре-
зонансной длины волны при помощи
асимптотической формулы (20) повы-
шается. Это демонстрируют результа-
ты, показанные на рис. 5, на котором
приведены те же зависимости, что и на
рис. 4, но для резонатора с увеличенной
апертурой зеркала: 2a = 11. Как видно
из рисунка, для колебаний H0,4 и H2,4
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асимптотическая формула (20) дает достаточно точные значения не только для ре-
зонансной длины волны, но и для добротности в некотором диапазоне изменения
радиуса кривизны зеркала. Точность расчета резонансной длины волны при исполь-
зовании асимптотической формулы (20) для колебания H3,6 в этом случае значитель-
но выше.

Результаты, приведенные на рис. 4 и 5 иллюстрируют существование между-
типовой связи собственных колебаний открытого резонатора. Данное явление для
открытых резонаторов с идеально проводящими зеркалами было описано в моно-
графии [21]. Отметим, что, как показано в [22], подобные явления наблюдаются и в
некоторых других открытых электродинамических структурах. В работе [23] пока-
зано, что изменение геометрии открытой резонансной структуры может приводить
к изменению типа связи. В случае слабой связи кривые зависимости потерь двух

Рис. 3. Зависимость добротности (а) и резонансной длины волны (б) мод открытого резонатора от
радиуса кривизны зеркала R. Кривые 1–3 соответствуют модам H0,4, H2,4 и H3,6. Расчеты проводили
при a = 4.5. Остальные параметры задачи те же, что и для рис. 2. Кружочками показаны результаты
расчета по приближенной асимптотической формуле (20)

Рис. 4. Зависимость добротности (а) и резонансной длины волны (б) мод открытого резонатора от
радиуса кривизны зеркала R. Кривые 1–3 соответствуют модам H0,4, H2,4 и H3,6. Расчеты проводили
при a = 5.5. Остальные параметры задачи те же, что и для рис. 2. Кружочками показаны результаты
расчета по приближенной асимптотической формуле (20)
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различных колебаний от параметра, характеризующего геометрию структуры, пере-
секаются вблизи точки совпадения частот, а частоты собственных колебаний ведут
себя подобно частотам двух связанных осцилляторов на графике Вина. Для сильной
связи характеры зависимостей меняются местами. Отметим, что слабая связь между
колебаниями характерна для неустойчивых открытых резонаторов [24, 25].

Как видно из результатов, приведенных на рис. 4 и 5, изменение апертуры зер-
кала приводит к изменению типа связи мод открытого резонатора. При 2a = 9 связь
между колебаниями H4,0 и H4,2 является сильной. Увеличение апертуры зеркала до
2a = 11 мм приводит к тому, что связь этих колебаний становится слабой. Физи-
чески это проявляется в том, что при 2a = 9 мм с изменением радиуса кривизны
зеркала колебания H4,2 и H3,6 остаются изолированными [23]. При 2a = 11 изме-
нение радиуса кривизны зеркала приводит к обмену типами колебаний: мода H4,2

превращается в H3,6 и наоборот.
Результаты данной работы показывают, что для корректного использования

асимптотического выражения (20) геометрия резонатора, применяемого для экспе-
риментальных исследований, должна удовлетворять ряду требований. В частности,
размер каустики должен быть существенно меньше апертуры зеркала. Кроме того,
необходимо выбирать значения радиуса кривизны зеркала так, чтобы работать вне
условий существования междутиповой связи колебаний. Как следует из рассмотре-
ния кривых на рис. 4 и 5, данным условиям удовлетворяет достаточно узкий диапа-
зон значений R: при малых R заметными становятся явления взаимодействия мод, а
при увеличении R значительно возрастают радиационные потери вследствие увели-
чения относительного размера каустики.

Заключение

В статье приведены результаты решения задачи о собственных колебаниях от-
крытого резонатора с зеркалами, обладающими конечной проводимостью. Решение
получено модифицированным методом продолженных граничных условий. Резуль-
таты решения задачи в строгой постановке сопоставлены с полученными в квазиоп-
тическом приближении. Установлено, что в некотором диапазоне параметров задачи
асимптотическое решение приводит к вполне приемлемому по точности результату.
Показано, что относительно небольшое изменение апертуры зеркала может приво-
дить к изменению типа связи мод открытого резонатора.
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OHMIC LOSS CALCULATION IN THE OPEN RESONATORS

G. D. Bogomolov, A. I. Kleev

We present a numerical method for calculation the eigenmodes of the open resonator.
We assume, that the resonator mirror has the finite conductivity. The new approach, based
on the modified method of the field continuation, was suggested. The results obtained
were compared with the asymptotic solution.

Keywords: Open resonators, integral equation method, adaptive collocation method, equiva-
lent boundary conditions, analytical continuation.
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