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Аннотация. Целью проводимых исследований является изучение характеристик резонанса Фано в связанной
системе нелинейных магнонных микроволноводов и резонаторов в зависимости от геометрических параметров си-
стем, величины связи между ними и интенсивности спиновых волн. Методы. В качестве объекта исследования
рассмотрены линейные и нелинейные спин-волновые возбуждения в латеральных системах нерегулярных микровол-
новодов и резонаторов на основе пленок железоиттриевого граната. С помощью микромагнитного моделирования
спин-волновых возбуждений и численного интегрирования системы уравнений связанных волн рассчитаны переда-
точные характеристики системы «микроволновод – резонатор» и параметры резонанса Фано с учетом кубической
нелинейности магнитных сред. Результаты. На основе численного интегрирования системы уравнений связанных
волн, учитывающих кубическую нелинейность магнитной среды, проведены теоретические исследования зависи-
мостей передаточных и фазовых характеристик системы «микроволновод – резонатор» от интенсивности поверх-
ностных спиновых волн. Исследованы особенности проявления конструктивной и деструктивной интерференции
спиновых волн при резонансе Фано. Установлены зависимости характеристик параметров нелинейного резонанса
Фано (коэффициента асимметричности, сдвигов резонансных частот) от интенсивности спин-волновых возбуждений.
Обсуждение. Полученные результаты могут быть использованы для создания на основе латеральной системы магнит-
ных волноводов спин-волновых демультиплексеров, делителей мощности и ответвителей СВЧ-сигнала, порогового
элемента для нейроморфных сетей и т. д.
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Abstract. The purpose of research is to study of characteristics of the Fano resonance in a coupled system of nonlinear
microwave-guides and resonators depending on geometric parameters of the systems, magnitude of the coupling between them,
and the intensity of spin waves. Methods. Linear and nonlinear spin-wave excitations in lateral systems of irregular microwave-
guides and resonators based on films of yttrium iron garnet are considered. Using micromagnetic simulation of spin-wave
excitations and numerical integration of the coupled wave equation system, the transfer characteristics of the «microwave-
guide – resonator» system and the Fano resonance parameters are calculated taking into account the cubic nonlinearity of
magnetic media. Results. Based on the numerical integration of the system of equations of coupled waves that take into
account the cubic nonlinearity of the magnetic media, theoretical studies have been carried out of the dependences of the
transfer and phase characteristics of the «microwave-guide – resonator» system on the intensity of surface spin waves. Features
of the demonstration of constructive and destructive interference of spin waves at Fano resonance are studied. Dependences of
characteristics of the parameters of the Fano nonlinear resonance (asymmetry coefficient, resonance frequency shifts) on the
intensity of spin-wave excitations are established. Conclusion. Results can be used to create spin-wave demultiplexers, power
dividers and microwave couplers based on the lateral system of magnetic waveguides as a threshold element for neuromorphic
networks, etc.
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Введение

Резонансы Фано в общем случае проявляются во взаимодействии подсистем с непрерывным
(континуум) и дискретным спектром энергетических состояний [1] и наблюдаются во многих
системах различной физической природы: квантовых и наноразмерных [2], оптических и микро-
волновых [3–7], плазмонных [8,9], магнето-плазмонных [10], магнонных [11,12] и т. д. В настоящее
время также интенсивно исследуются системы связанных Фано резонаторов [11], нелинейные
эффекты [8, 13], бистабильные и невзаимные свойства [14–16].

Резонансы Фано с асимметричными профилями по сравнению с традиционными резонанса-
ми с симметричными лоренцевыми формами линий обладают уникальными характеристиками.
В частности, они обладают высокой чувствительностью к изменению геометрических размеров
взаимодействующих подсистем, материальных параметров среды, а также резким изменением
спектральной дисперсии. Резонансы Фано могут быть использованы, например, для реализации
эффективных полностью оптических (all-optical) переключателей [17], устройств с инверсией
спинов [10], невзаимных элементов [15] или лазеров, которые могут генерировать короткие
оптические импульсы [18,19].

Выявление механизмов управления и контроля асимметричного профиля резонанса Фа-
но в конкретных физических системах является сложной задачей и требует как разработки
соответствующих теорий для понимания основных физических механизмов, так и адекватных
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методов расчета. Например, для ряда систем, в том числе квантовых, резонансы Фано анализи-
руются на основе модели двух связанных механических осцилляторов [8, 20], на основе метода
матриц передачи [21], теории связанных мод [5, 17], нелинейных эффектов в рамках модели
Фано–Андерсона [14].

Одним из перспективных подходов для генерации, передачи и обработки информационных
сигналов является подход, основанный на использовании спиновых волн (СВ) в качестве носите-
лей информации. По аналогии с электроникой, данная область исследований получила название
«магноника» [22–25]. СВ с модулированными информационным сигналом характеристиками
(амплитудой, фазой, частотой) могут распространяться в волноводах на основе различных пленок
магнитоупорядоченных материалов. В настоящее время магнитным материалом с наименьшими
потерями (наименьшей шириной линии ферромагнитного резонанса) является железоиттриевый
гранат (ЖИГ). На основе ЖИГ реализуют тонкопленочные волноводы с малыми потерями на рас-
пространение и резонаторы СВ с высокой добротностью в СВЧ диапазоне радиоволн. Линейные и
нелинейные спин-волновые возбуждения в волноводах и резонаторах исследовались в большом ко-
личестве работ [26–29], используются в устройствах обработки сигналов СВЧ-диапазона [30, 31],
элементах «магнонных сетей» [32], ответвителях [33], логических и мультифункциональных
нелинейных элементах [34, 35], нелинейных фазовращателях и фильтрах [36].

Потенциально спин-волновые возбуждения в силу их малого затухания в связанных систе-
мах волновод-резонатор, также могут демонстрировать резонансы Фано. Однако, в отличие от
оптических систем, системы на основе магнитных материалов обладают следующей особенно-
стью: зависимостью равновесного состояния магнитных моментов и, следовательно, внутренних
статических магнитных полей от геометрических размеров и формы магнитных подсистем (вол-
новодов и резонаторов), величины и направления внешнего магнитного поля, полей анизотропии
и т. д. В частности, изменение расстояния между двумя связанными магнитными волноводами
или резонаторами при неизменном внешнем магнитном поле, приводит к изменению статических
внутренних магнитных полей, изменению частотных границ существования СВ, их групповых и
фазовых скоростей, собственных частот резонаторов. Эта особенность существенно усложняет
аналитические методы исследования резонанса Фано в таких системах. К настоящему време-
ни линейные резонансы Фано в спин-волновых системах изучены достаточно фрагментарно в
сравнительно небольшом количестве работ [37, 38].

В настоящей работе методом микромагнитного моделирования проведено исследование
характеристик резонанса Фано для линейного режима распространения спиновых волн в системе
связанных магнитных микроволноводов и резонаторов с учетом неоднородных внутренних ста-
тических магнитных полей, параметров диссипации СВ, различных величин намагниченности
насыщения. Нелинейный и линейный резонанс Фано также исследовался на основе численного
интегрирования системы дифференциальных уравнений, полученных в рамках теории связанных
волн для магнитных сред с кубической нелинейностью. Исследованы зависимости характеристик
резонансов Фано (коэффициента асимметричности, сдвигов резонансных частот) от интенсив-
ности спин-волновых возбуждений и величины связи между волноведущими и резонансными
спиновыми подсистемами.

1. Структура

Микромагнитное моделирование проводилось для структуры (рис. 1, а), выполненной
на основе пленки ЖИГ толщиной 10 мкм и намагниченностью насыщения 4π𝑀0 = 1750 Гс.
Структура состоит из двух идентичных планарных сужающихся микроволноводов с ширинами
𝑤1 = 2500 мкм и 𝑤2 = 200 мкм. Между микроволноводами расположена система резонаторов
шириной 𝑤2 и длиной 500 мкм. Вся структура помещена во внешнее однородное магнитное поле,
𝐻0 = 1200 Э, направленное вдоль оси 𝑧, обеспечивающее эффективное возбуждение поверхност-
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Рис. 1. а – Схема рассматриваемой структуры; b – распределение внутреннего магнитного поля 𝐻int(𝑧) в центре
резонаторов 𝑅1,..,5; с – пространственное распределение внутреннего магнитного поля в латеральной структуре;
d – амплитудно-частотная характеристика структуры без резонаторов (зеленая сплошная кривая), структуры
с α = 10−5 в резонаторе 𝑅3 (резонатор Фабри–Перо) (синяя штриховая кривая), структуры с α = 10−5 в резо-
наторах 𝑅2,3 (система спин-волновых резонаторов) (красная штрихпунктирная кривая)

Fig. 1. a – Scheme of considered structure; b – distribution of internal magnetic field 𝐻int(𝑧) in the center of the resonators
𝑅1,..,5; c – spatial distribution of the internal magnetic field in the lateral structure; d – transmission characteristics of a
structure without resonators (green solid curve), structure with α = 10−5 in the resonator 𝑅3 (Fabry–Perot resonator) (blue
dashed curve), structure with α = 10−5 in the resonators 𝑅2,3 (system of spin-wave resonators) (red dash-dotted curve)
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ных спиновых волн (ПСВ). В микроволноводах располагаются антенны, служащие для генерации
и регистрации СВ. Для уменьшения паразитных отражений СВ от границ микроволноводов
введены слои (0 < 𝑥 < 0.6 мм и 6.0 < 𝑥 < 6.6 мм) с увеличивающимися в геометрической
прогрессии параметрами диссипации α (ABL).

Качественно рассмотрим исследуемую структуру с точки зрения происходящих в ней вол-
новых и резонансных процессов. Микроволноводы и расположенный между ними резонатор
формируют резонатор Фабри–Перо (ФП) с частично отражающими стенками. Добротность ФП
резонатора определяется, в частности, величиной зазоров 𝑔1 = 50 мкм. Остальные резонаторы
спиновых волн (РСВ) через динамические магнитные поля связаны между собой резонатором ФП
и микроволноводами. Коэффициент связи смежных резонаторов определяется, в первом прибли-
жении, размерами зазоров 𝑔1. Собственная добротность РСВ может существенно превосходить
добротность ФП-резонатора и при определенных параметрах рассматриваемая система может
демонстрировать Фано-подобные резонансы за счет связи распространяющихся мод СВ в микро-
волноводах (подсистемы с непрерывным или квазинепрерывным спектром) с колебательными
модами спин-волновых возбуждений в РСВ (подсистемы с дискретным спектром) [1, 2].

2. Микромагнитное моделирование

Для исследования в структуре волновых и резонансных спиновых возбуждений было
проведено численное моделирование на основе решения уравнения Ландау–Лифшица–Гильберта
(ЛЛГ) [39]:

𝜕M

𝜕𝑡
= −γ[Heff ×M] +

α
𝑀0

[︀
M× 𝜕M

𝜕𝑡

]︀
, (1)

где M – вектор намагниченности, α=10−5 – параметр диссипации, Heff=H0+Hdemag+Hex+Ha –
эффективное магнитное поле, H0 – внешнее магнитное поле, Hdemag – поле размагничивания,
Hex – обменное поле, Ha – поле анизотропии, γ = 2.8 МГц/Э – гиромагнитное отношение
для ЖИГ.

Рассмотрим результаты решения статической части задачи о распределении внутренних
магнитных полей. На рис. 1, b показано распределение компонент внутренних статических
магнитных полей 𝐻int вдоль оси, параллельной оси 𝑧 и проходящей через геометрические центры
резонаторов. Видно, что в крайних резонаторах 𝑅1,5 внутреннее поле асимметрично и ниже, чем в
резонаторах 𝑅2−4. Даже при одинаковых геометрических размерах всех резонаторов собственные
частоты резонаторов, зависящие от внутренних магнитных полей, будут сильно различаться.
Это приводит к уменьшению эффективности энергообмена в системе резонаторов, резонансные
профили отдельных резонаторов могут не перекрываться, и резонансы Фано в этом случае
отсутствуют. Такая особенность резонансных частот свойственна только магнонным системам на
основе магнитных материалов. Для компенсации данной особенности и выравнивания внутренних
статических полей в резонаторе ФП (𝑅3) и боковых резонаторах РСВ (𝑅2,4) в систему добавлены
резонаторы 𝑅1,5 (см. рис. 1, с). При микромагнитном моделировании спиновых возбуждений
исследовался случай возбуждения и связи только резонатора ФП (𝑅3) и РСВ (𝑅2) с малым
параметром диссипации α = 10−5. Для подавления возбуждения СВ в резонаторах 𝑅1,4,5 в них
задавался большой параметр диссипации α = 1.

Перейдем к результатам решения динамической задачи о СВ в структурах. На рис. 1, d
приведён расчёт передаточных характеристик СВ в структуре, содержащей микроволноводы 𝑆1,2,
соединенные отрезком регулярного микроволновода шириной 𝑤2, то есть в отсутствие резонато-
ров. Видно, что в этом случае передаточная характеристика соответствует непрерывному спектру
СВ, распространяющихся из одного микроволновода (𝑆1) в другой (𝑆2). При замене отрезка
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регулярного волновода резонатором ФП на передаточной характеристике на фоне непрерывного
спектра СВ появляются резонансы с центральными частотами 𝑓𝑛 с симметричным профилем и
спектр СВ становится квазинепрерывным (синяя штриховая кривая на рис. 1, d). Резонансные
частоты 𝑓𝑛 ФП в этом случае определяются из условия:

𝑛λ (𝑓𝑛)
2

= 𝑔2, 𝑛 = 1, 2, .. (2)

где λ – длина СВ на 𝑛-резонансной частоте, 𝑔2 – длина резонаторов вдоль направления распро-
странения СВ.

Добавление в систему РСВ резонатора 𝑅2 (резонаторы 𝑅1,4,5 не оказывают влияния на
спектр СВ в системе из-за больших параметров диссипации) приводит к его связи с резонатором
ФП, расталкиванию резонансных частот и формированию двухпиковых резонансных профилей
(красная штрихпунктирная кривая на рис. 1, d). Наиболее явно это проявляется для низших резо-
нансных частот. Например, резонансный профиль в окрестности частоты 5.2 ГГц (𝑛 = 1) имеет
один минимум и два максимума: высокочастотный с симметричным профилем и низкочастотный
с асимметричным профилем. Таким образом, в связанной системе ФП – РСВ наблюдается резо-
нанс Фано. Низкочастотному максимуму соответствует конструктивная интерференция спиновых
возбуждений в различных резонаторах, минимуму – деструктивная интерференция. С увеличе-
нием резонансной частоты 𝑓𝑛 происходит уменьшение величины связи резонатора ФП и РСВ,
расталкивание резонансных частот уменьшается, изменяется степень асимметричности резонанса
Фано и на частотах больших 5.4 ГГц, где резонаторы практически не взаимодействуют друг с
другом, в системе наблюдаются только резонансы Фабри–Перо.

Рассмотрим влияние намагниченностей насыщения 𝑀0 в резонаторе ФП и РСВ на про-
странственные распределения динамической намагниченности, резонансные частоты и переда-
точные характеристики системы. На рис. 2, а показаны пространственные карты распределения
𝑚𝑦-компоненты динамической намагниченности в случае, когда намагниченности насыщения
резонаторов равны 𝑀0=139 Гс на частоте 𝑓1=5.34 ГГц. Видно, что на длине резонаторов 𝑔2
приближенно укладывается три полуволны, то есть выполняется условие (2), и частота 𝑓1 прибли-
женно соответствует моде колебаний с 𝑛 = 3. На рис. 2, b показано аналогичное распределение
намагниченности на частоте 𝑓1 при меньшей величине намагниченности в резонаторах ФП и
РСВ – 𝑀0 = 132 Гс. Уменьшение намагниченности приводит к сдвигу начала спектра СВ в более
низкочастотную область [28], возрастанию величины постоянной распространения 𝑘(𝑓1) СВ, при
этом на длине резонаторов 𝑔2 приближенно укладывается большее число полуволн.

�

,

,

,

Рис. 2. Пространственные карты распре-
деления 𝑚𝑦-компоненты динамической
намагниченности в случае величины намаг-
ниченности насыщения 𝑀0 = 139 Гс (a) и
𝑀0 = 132 Гс (b) в области резонаторов 𝑅2,3

на фиксированной частоте 𝑓1 = 5.34 ГГц

Fig. 2. Spatial maps of the 𝑚𝑦 component
distribution in the case of saturation
magnetization 𝑀0 = 139 G (a) and 𝑀0 =
= 132 G (b) in the region 𝑅2,3 at a fixed
frequency 𝑓1 = 5.34 GHz
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Рис. 3. a – Амплитудно-частотные характеристики СВ в случае величины намагниченности насыщения 𝑀0 = 139 Гс
(синяя сплошная кривая) и 𝑀0 = 132 Гс (красная штриховая кривая) в области резонаторов 𝑅2,3. b – Пространственное
двумерное распределение величины 𝐷(𝑘𝑥, 𝑓)

Fig. 3. a – Transmission characteristics of spin waves (SW) in the case of saturation magnetization 𝑀0 = 139 G (blue solid
curve) and 𝑀0 = 132 G (red dashed curve) in the region of the resonators 𝑅2,3. b – Spatial two-dimensional distribution of
the 𝐷(𝑘𝑥, 𝑓) quantity

На рис. 3, а приведены передаточные характеристики СВ в широком диапазоне частот при
различной величине намагниченности резонаторов (синяя сплошная кривая – 𝑀0 = 139 Гс, крас-
ная пунктирная кривая – 𝑀0 = 132 Гс). Из сравнения характеристик видно, что уменьшение 𝑀0

приводит к смещению всех резонансов в сторону более низких частот. При этом характеристики
резонанса Фано (степень асимметричности и глубина деструктивного минимума) существенно
изменяются для колебательных мод резонаторов с 𝑛 < 4. Эти изменения характеристик связаны с
уменьшением величины связи резонаторов при уменьшении их намагниченности. Таким образом,
асимметрией профилей и глубиной деструктивного минимума резонанса Фано можно эффективно
управлять изменением намагниченности насыщения 𝑀0, например, за счет нагрева резонаторов
оптическим или тепловым излучением [42].

С помощью микромагнитного моделирования для намагничивания 𝑀0 = 139 Гс построен
спектр 𝑓 (𝑘) спин-волновых возбуждений (рис. 3, b). Спектр получен путем преобразования
Фурье от пространственной реализации 𝑚𝑦 (𝑥) при заданной частоте 𝑓 вдоль продольной оси
системы микроволновод – ФП резонатор. Спектр представляет собой непрерывный спектр ши-
ринных мод СВ (набор близко расположенных кривых, монотонно возрастающих с увеличением
постоянной распространения), на который наложен дискретный спектр резонансных состояний
спиновых возбуждений (последовательность горизонтальных линий на частотах 𝑓𝑛 вблизи начала
непрерывного спектра СВ).
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3. Численное интегрирование системы уравнений
связанных волн

Микромагнитное моделирование является аналогом численного эксперимента, позволя-
ет учесть, например, неоднородность внутренних магнитных полей, произвести расчет спин-
волновых возбуждений в магнонных системах при различных параметрах и сравнить полученные
данные с результатами натурного эксперимента. Однако микромагнитное моделирование плохо
приспособлено к решению нелинейных задач и для получения результатов требует существенных
временных затрат, напрямую зависящих от размеров расчетной сетки.

Для исследования характеристик нелинейного резонанса Фано в системе резонатор
ФП – РСВ использовались методы теории связанных волн, обобщенные на среды с кубиче-
ской нелинейностью. Было проведено исследование характеристик резонансов Фано для системы,
подобной ранее изученной в рамках микромагнитного моделирования. Общая схема исследуемой
системы с последовательностью сегментов регулярных волноводов и областью связи представлена
на рис. 4, а. Подсистема 1 представляет собой волновод длиной 𝐿 на основе пленки толщиной
𝑑1, в которой сформированы две области длиной 𝐿2, 𝐿4 и глубиной 𝑠 = 𝑑1 − 𝑑2. Эта подсистема
эквивалентна регулярному волноводу СВ с включенным в него резонатором ФП. Добротность
резонатора ФП определяется коэффициентами отражения СВ, зависящими от длины сегментов
𝐿2, 𝐿4, и соотношением толщин 𝑑2 и 𝑑1 магнитных пленок.

Подсистема 2 представляет собой соединение двух сегментов волноводов с толщиной
пленки 𝑑3 и длинами 𝐿1 + 𝐿2 c одним сегментом толщиной 𝑑1 и длиной 𝐿3. Эта подсистема
эквивалента резонатору СВ. Его добротность определяется, в частности, соотношением толщин
𝑑3 и 𝑑1 магнитных пленок.

Связь между волновыми процессами в различных подсистемах возможна только в области
резонаторов длиной 𝐿3. Считаем, что в резонаторах ФП и РСВ магнитная среда обладает кубиче-
ской нелинейностью, в остальных частях систем среда и волновые процессы линейны. Между
резонаторами вводится связь, зависящая от степени перекрытия магнитных полей собственных
мод резонаторов. Далее считаем, что коэффициент связи известен.

Материальные параметры магнитных пленок (намагниченность насыщения 𝑀0 = 139 Гc,
параметры диссипации и т. д.) во всех частях подсистем считаем одинаковыми. Система связанных
резонаторов помещена в однородное статическое магнитное поле величиной 𝐻0 = 1200 Э,
ориентированное вдоль оси 𝑧. Считаем, что в каждой подсистеме могут распространяться только
СВ. При этом частота 𝑓 и постоянная распространения 𝑘 магнитостатических волн (МСВ) в
регулярных волноводах толщиной 𝑑 в линейном случае связаны известным дисперсионным
соотношением 𝐷(𝑓, 𝑘, 𝑑,𝐻0,𝑀0) = 0 [40]. Проведем исследование характеристик линейного и
нелинейного отклика системы в зависимости от геометрических параметров подсистем, величины
связи между ними и интенсивности СВ. В системе выделим два сечения: входное сечение с
координатой 𝑥 = 0 и выходное сечение с координатой 𝑥 = 𝐿. В плоскости входного сечения
введем комплексные амплитуды волн, где 𝑚 = 1, 2 – индекс, определяющий подсистему, 𝑛 = 1, 2 –
индекс для падающих (𝑛 = 1) и отраженных волн (𝑛 = 2). Подобным образом введем амплитуды
волн 3𝑚𝑛 (𝐿) в выходном сечении системы. Однако в этом случае индекс 𝑛 = 1 соответствует
прошедшим волнам, а 𝑛 = 2 – падающим волнам. Считаем, что амплитуда 𝑎0 падающей волны на
входное сечение первой подсистемы при 𝑥 = 0 известна. Амплитуды всех остальных падающих
волн положим равными нулю. В рамках введенных обозначений граничные условия задачи для
этого случая формулируются следующим образом:{︃

𝑥 = 0, 311 (0) = 𝑎0, 311 (0) = 0,

𝑥 = 𝐿, 312 (𝐿) = 322 (0) = 0.
(3)
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Рис. 4. a – Система связанных нелинейных волноводов МСВ. b – Зависимость частотных коэффициентов прохож-
дения 𝑡(𝑓) вблизи низшей резонансной частоты 𝑓1 (𝑑2 = 0.3 мкм, γ = 0). c – Зависимость формы резонанса Фано
от толщины пленки 𝑑2, мкм: 0.4 (кривая 1), 0.6 (2), 0.8 (3), 1 (4); η = 10 см−1. d – Нелинейный резонанс Фа-
но в зависимости от амплитуды МСВ 𝑎0 на входе: 0.003 (кривая 1), 0.0082 (2), 0.0134 (3), 0.0187 (4), 0.0239 (5),
0.0291 (6). (η = 10 см−1, 𝑑2 = 0.6 мкм). A, B, C – характерные частоты нелинейного резонанса. e – Зависимости
частотных коэффициентов передачи 𝑡 от амплитуды МСВ для трех частотных точек (A – 5.351 ГГц, B – 5.329 ГГц,
С – 5.326 ГГц)

Fig. 4. a – System of coupled nonlinear waveguides. b – Dependence of frequency transmission coefficients 𝑡(𝑓)
near lowest resonant frequency 𝑓1 (𝑑2 = 0.3 µm, γ = 0). c – Dependence of the Fano resonance shape on the
film thickness 𝑑2, µm: 0.4 (curve 1), 0.6 (2), 0.8 (3), 1.0 (4); η = 10 cm−1. d – Nonlinear Fano resonance as
a function of the MSW amplitude 𝑎0 at the input: 0.003 (curve 1), 0.0082 (2), 0.0134 (3), 0.0187 (4), 0.0239 (5),
0.0291 (6). (η = 10 cm−1, 𝑑2 = 0.6 µm). A, B, C are the characteristic frequencies of nonlinear resonance. e – Dependences
of the frequency transfer coefficients 𝑡 on the MSW amplitude for three frequency points (A – 5.351 GHz, B – 5.329 GHz,
C – 5.326 GHz)
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Остальные амплитуды волн в различных сечениях 𝑥 312 (0) , 322 (0) , 311 (𝐿) , 321 (𝐿)
необходимо найти. Будем рассматривать только прошедшие и отраженные волны в первой
подсистеме и введем частотные коэффициенты прохождения 𝑡(𝑓) = 20 log10 (|311 (𝐿)/311 (0) |)
и отражения 𝑟(𝑓) = 20 log10 (|312 (0)/311 (0) |).

Для сокращения математических выкладок рассмотрим постановку задачи только для
пространственной области 𝐿1+𝐿2 < 𝑥 < 𝐿1+𝐿2+𝐿3, то есть для нелинейных участков связанных
подсистем. Полные волновые поля в подсистеме с индексом 𝑚 представим в виде суперпозиции
волн, распространяющихся в противоположных направлениях с постоянными распространения 𝑘1
3𝑚 (𝑥) = 𝑎𝑚1 (𝑥) 𝑒

𝑖𝑘1𝑥+𝑎𝑚2 (𝑥) 𝑒
−𝑖𝑘1𝑥, где 𝑎𝑚1 (𝑥) , 𝑎𝑚2 (𝑥) – медленно меняющиеся комплексные

амплитуды. Ранее, в приближении медленно меняющихся амплитуд на основе метода связанных
волн для волноведущих систем с кубической нелинейностью, была получена соответствующая
система дифференциальных уравнений первого порядка [41]. В выбранных обозначениях система
уравнений для выбранного сегмента будет иметь вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑥
311 = 𝑖𝑘1311 + 𝑖η321 + 𝑖γ𝑛

(︁
|311|2 + 2|312|2

)︁
311,

𝑑

𝑑𝑥
312 = −𝑖𝑘1312 − 𝑖η322 − 𝑖γ𝑛

(︁
|312|2 + 2|311|2

)︁
312,

𝑑

𝑑𝑥
321 = 𝑖𝑘1321 + 𝑖η311 + 𝑖γ𝑛

(︁
|321|2 + 2|322|2

)︁
321,

𝑑

𝑑𝑥
322 = −𝑖𝑘1322 − 𝑖η312 − 𝑖γ𝑛

(︁
|322|2 + 2|321|2

)︁
322,

(4)

где 𝑘1 – постоянная распространения СВ в отсутствии связи и нелинейности, η – коэффициент
связи двух волн, распространяющихся в одном направлении в различных подсистемах, γ𝑛 –
коэффициент нелинейности. Аналогичную систему уравнений (4) можно записать и для остальных
сегментов с учетом связи между подсистемами и нелинейных параметров среды. Например, для
сегмента длиной 𝐿1 в отсутствии связи и нелинейности система (4) на интервале 0 < 𝑥 < 𝐿1

имеет решения вида:

31 (𝑥) = 311𝑒𝑖𝑘1𝑥 + 312𝑒−𝑖𝑘1𝑥, 32 (𝑥) = 321𝑒𝑖𝑘3𝑥 + 322𝑒−𝑖𝑘3𝑥, (5)

где 𝑘1, 𝑘3 – постоянные распространения СВ в сегментах толщиной 𝑑1 и 𝑑3, соответственно.
Системы уравнений (4), записанные для каждого сегмента, необходимо дополнить граничными
условиями на стыках соседних сегментов. В первом приближении будем считать, что граничные
условия на стыках сегментов не зависят от нелинейных свойств среды и, для определенности,
рассмотрим сечение 𝑥 = 𝐿1. В первой подсистеме в этом сечении соединяются два волновода
разной толщины 𝑑1 и 𝑑2 с постоянными распространения 𝑘1 и 𝑘2, соответственно. Во второй
подсистеме волноводы имеют одинаковую толщину 𝑑3 и постоянную распространения 𝑘3. Чтобы
не решать сложную задачу дифракции СВ на волноводной неоднородности в виде ступеньки,
заменим ее более простой задачей о распространении СВ в плоскослоистой магнитной среде
с разными постоянными распространения 𝑘1 и 𝑘2. В этом случае на границе раздела слоев
непрерывными будут волновые поля и их производные вдоль оси 𝑥:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝑙𝑚 (𝑥)

⃒⃒
𝑥→𝐿1

= 3𝑟𝑚 (𝑥)|𝐿1←𝑥 ,

𝑑3𝑙𝑚 (𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥→𝐿1

=
𝑑3𝑟𝑚 (𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝐿1←𝑥1

,
(6)
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где 𝑚 = 1, 2 – индекс подсистем, 3𝑙𝑚, 3𝑟𝑚– волновые поля слева и справа от границы раздела
слоев (сегментов). Таким образом из (5,6) граничные условия для 𝑥 = 𝐿1 в подсистемах запишутся
в виде ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3𝑙11 + 3
𝑙
12 = 3

𝑟
11 + 3

𝑟
12,

𝑖𝑘1
(︀
3𝑙11 − 3𝑙12

)︀
= 𝑖𝑘2 (3𝑟11 − 3𝑟12) ,

3𝑙21 = 3
𝑟
21,

3𝑙22 = 3
𝑟
22.

(7)

Записывая систему уравнений (4) для каждого сегмента, граничные условия (7) на границах
сегментов и соответствующих сечениях (3), получаем замкнутую систему уравнений для расчета
коэффициентов прохождения и отражения СВ.

В расчетах использовались следующие материальные параметры и геометрические размеры
подсистем: внешнее магнитное поле 𝐻0 = 1200 Э, 𝐿1 = 𝐿5 = 0.5 см, 𝐿2 = 𝐿4 = 0.0001 см,
𝐿3 = 0.05 см, 𝑑1 = 10 мкм, 𝑑3 = 0.3 мкм, остальные параметры вариативные. Вначале рассмотрим
частотные характеристики системы в линейном случае (γ = 0).

На рис. 4, b представлено семейство частотных коэффициентов прохождения 𝑡(𝑓) волн
от входного к выходному сечению первой подсистемы, построенных при различных величинах
коэффициента связи и заданной толщине волноводов 𝑑2 = 𝑑3 = 0.3 мкм. В отсутствии связи
система уравнений (4) распадается на две независимые подсистемы. Во второй подсистеме волны
не распространяются, в первой подсистеме происходит возбуждение мод колебаний резонатора
ФП при выполнении условий (2).

Аналогичными резонансными частотами, в силу одинаковых геометрических размеров,
обладает и резонатор во второй подсистеме. На рис. 4, c представлена только частотная область
вблизи низшей (𝑛 = 1) резонансной частоты 𝑓1. В отсутствии связи между подсистемами ре-
зонансная кривая имеет симметричный вид в окрестности частоты 𝑓1. Наличие связи (η ̸= 0)
приводит к энергетическому обмену между подсистемами, расталкиванию резонансных частот
подсистем, формированию в более низкочастотной области второго асимметричного резонанса, то
есть резонанса Фано. Таким образом, полученные результаты подобны результатам, полученным
в рамках микромагнитного моделирования. Результаты расчета зависимостей 𝑡(𝑓) от параметра
связи η, выполненные на основе метода связанных волн, согласуются и с результатами, получен-
ными на основе анализа связанных линейных осцилляторов [20]. В частности, с увеличением η
степень асимметрии низкочастотного резонанса уменьшается.

Рассмотрим нелинейный отклик системы при заданных параметрах η=10 см−1, 𝑑2=0.6 мкм
и коэффициенте нелинейности γ = 1.7 · 103 см−1, типичном для касательно намагниченных
полем 𝐻0 = 1200 Э пленок ЖИГ толщиной 𝑑1 в выбранной области частот. Ранее задача
о нелинейном резонансе неоднократно рассматривалась для классической модели двух связанных
осцилляторов с кубической нелинейностью под гармоническим внешним воздействием. Прове-
денные расчеты в рамках модели связанных волн выявили аналогичные закономерности, что
косвенно свидетельствует об адекватности предложенной модели и методов расчета.

На рис. 4, d представлены зависимости 𝑡(𝑓) от амплитуды СВ 𝑎0 во входном сечении первой
подсистемы. При 𝑎0 < 0.008 зависимости 𝑡(𝑓) практически аналогичны линейному случаю. С уве-
личением амплитуды форма резонансной кривой высокочастотного пика (в окрестности частоты
5.35) становится асимметричной. Резонансная частота смещается в более низкочастотную область,
происходит укручение низкочастотной части кривой, и в дальнейшем (при увеличении 𝑎0) на
этой части формируется область неустойчивости, то есть проявляются характерные особенности
нелинейного резонанса в системах с кубической нелинейностью. Для второго низкочастотного
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резонанса аналогичные закономерности проявляются на высокочастотной части кривой. Рассмот-
рим зависимости величины 𝑡(𝑓) от амплитуды 𝑎0 для трех частотных точек 𝑓 = 5.351 ГГц (A),
5.329 ГГц (B), 5.326 (С) как показано на рис. 4, d.

Поведение 𝑡(𝑓) в указанных частотных точках представляет интерес с точки зрения создания
на основе резонанса Фано управляемых нелинейных элементов волноводных трактов (например,
магнонных переключателей) СВЧ-диапазона радиоволн. В точке A (см. рис. 4, e, кривая А),
то есть в окрестности центральной частоты высокочастотного резонанса для линейного случая,
при увеличении амплитуды в 10 раз (с 0.005 до 0.05) величина прохождения 𝑡(𝑓) уменьшается на
4 дБ. В точках B и С увеличение амплитуды в 5 раз (0.005 до 0.025) приводит к уменьшению
прохождения на 11 дБ (см. рис. 4, e, кривые B, C). Причем ход кривой С имеет ясно выраженный
пороговый характер: при 𝑎0 < 0.01, 𝑡(𝑓) = const, при при 𝑎0 > 0.01 практически линейно
убывает. Такие особенности резонанса Фано могут быть использованы для переключения режимов
распространения МСВ и реализации, например, логических операций на основе элементов
магноники и спинтроники.

Заключение

В настоящей работе с помощью численных исследований продемонстрировано явление
резонанса Фано в латеральном массиве ферромагнитных резонаторов и волноводов. На основе
численного интегрирования системы дифференциальных уравнений, полученных в рамках теории
связанных волн и учитывающих кубическую нелинейность магнитной среды, проведены теоре-
тические исследования зависимостей передаточных характеристик системы «микроволновод –
резонатор» от интенсивности поверхностных магнитостатических волн. Показаны особенности
проявления конструктивной и деструктивной интерференции спиновых волн в условиях резо-
нанса Фано. Установлены зависимости характеристик параметров нелинейного резонанса Фано
(коэффициента асимметричности, сдвигов резонансных частот) от интенсивности спин-волновых
возбуждений. Полученные результаты могут быть использованы для создания класса устройств
обработки информации, таких как системы демультиплексирования с частотно-пространственной
селективностью, управляемых одновременно магнитным полем и интенсивностью СВ.
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