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Аннотация. Цель работы – численное исследование динамики двумерной решетки локально связанных отображе-
ний Рулькова. Анализируются условия возникновения, существования и свойства автоволновых пространственно-
временных структур в виде спиральных и концентрических волн. Изучается влияние шума на динамику решетки
при вариации интенсивности шума и размеров области решетки, на которую воздействует шум. Методы. Эво-
люция динамики решетки в численном эксперименте напрямую определяется соответствующими рекуррентны-
ми соотношениями. По результатам численного моделирования строятся мгновенные значения амплитуд для всех
элементов решетки, пространственно-временные диаграммы её сечения при различных значениях управляющих
параметров парциальных элементов, различной интенсивности воздействующего шума и области воздействия.
Результаты сравниваются. Область воздействия шума задается в виде квадрата из малого числа осцилляторов в цен-
тре решетки. Результаты. Установлено, что при определенных значениях управляющих параметров отображений,
параметров связи и начальных условий в решетке могут существовать долгоживущие режимы спиральных и кон-
центрических волн. Показано, что режимы спиральных волн, как правило, являются переходными, существуют
конечное время и становятся долгоживущими только при некоторых значениях параметров и начальных условий.
При влиянии шума на конечную область решетки, демонстрирующую спиральные волны, может наблюдаться переход
к спиральным волнам с другой структурой или к концентрическим волнам, но при снятии шумового возмущения
решетка возвращается в исходный режим или происходит переход к когерентной динамике. Режимы концентрических
волн являются более устойчивыми к воздействию шума и наблюдаются на больших временах. Если же концентриче-
ские волны все-таки видоизменяются при воздействии шума, то после снятия шумового возмущения установившийся
под действием шума режим продолжает существовать. Заключение. Показана возможность наблюдения спиральных
и концентрических волн в решетке локально связанных отображений Рулькова. При этом определены области на
плоскости управляющих параметров парциальных элементов, в которых наблюдаются данные автоволновые структу-
ры. Исследование влияния соотношения между интенсивностью шума и размером области воздействия позволило
выделить область, в которой всегда наблюдается переход от спиральных волн к концентрическим, и область, в которой
данная возможность зависит от начальных состояний элементов решетки и реализации шума. Воздействие шума на
концентрические волны может индуцировать появление только концентрических волновых химер, которые продолжают
существовать и после отключения шумового воздействия.
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Abstract. The objective is to study numerically the dynamics of two-dimensional lattice of locally coupled maps of Rulkov.
We analyze conditions for the appearance and existence as well as the properties of auto-wave spatio-temporal structures which
are represented by spiral and target waves. The influence of noise on the lattice dynamics is explored as the noise intensity and
the size of the noise-disturbed region are varied. Methods. In numerical experiments the evolution of the lattice dynamics is
directly determined by the corresponding recurrence relations. The numerical data are used to construct spatial distributions of
the instantaneous values of the amplitudes for all the network elements, spatio-temporal diagrams for the lattice cross-section
at different values of the control parameters of the individual nodes, for various noise intensities and different sizes of the
noise-disturbed region. The obtained results are compared. The noise-disturbed region is specified as a square which consists
of a small number of oscillators at the lattice center. Results. It is found that for certain values of the control parameters of
the maps, of the coupling parameters, and the initial conditions, long-lived spiral and target waves can exist in the lattice.
It is shown that the spiral wave regimes are, as a rule, transient, can be observed for a finite time and become long-lived
only for certain values of the parameters and the initial conditions. When the noise influences a finite region of the lattice
showing spiral waves, the transition to spiral waves with a different structure or to target waves can occur. However, if the
noise disturbance is removed, the lattice returns to its original mode or exhibits the transition to coherent dynamics modes.
The target waves are more resistant to the noise and are observed for longer times. If the noise causes the target waves to
change, the resulting regime continues to exist after removing the noise source. Conclusion. It is shown that the spiral and
target waves can be observed in the lattice of locally coupled Rulkov maps. The regions where these waves exist are defined
and constructed in the plane of the control parameters of the individual elements. Studying the impact of the relation between
the noise intensity and the size of the noise-disturbed region enables one to distinguish the region where the transition from
spiral to target waves always occurs, as well as the area inside which this transition depends on the initial states of the lattice
elements and the noise realization. The effect of noise on the target waves can induce the appearance of only target wave
chimeras which continue to exist even after the noise excitation is turned off.
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Введение

Проблема формирования пространственно-временных структур в активных нелинейных
средах и их моделях на протяжении долгих лет продолжает оставаться актуальной. Подтвержде-
ним этого служит постоянный интерес к проблеме специалистов по нелинейной теории колебаний
и волн и нелинейной динамике [1–17]. В связи с трудностями аналитического рассмотрения
задач возбуждения и анализа пространственно-временных структур в непрерывной среде многие
специалисты исследуют более простые модели распределенных сред в виде ансамблей связан-
ных нелинейных осцилляторов с применением численных методов. В качестве индивидуальных
элементов ансамблей используются нелинейные осцилляторы, описываемые обыкновенными
дифференциальными уравнениями [1,4–8,10,12–17], а также осцилляторы, задаваемые системами
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с дискретным временем (отображениями) [2, 3, 7, 10, 15, 17]. При формулировке таких моделей
важным является способ задания функций связи между взаимодействующими осцилляторами
ансамблей. В качестве основных топологий, как правило, рассматривают локальную [2–4,8,15]
и глобальную [14–16] связи. В последние годы широкое распространение получили модели с
нелокальной связью между осцилляторами [18–25]. Во многом это объясняется открытием так
называемых «химерных структур», которые рождаются, как правило, в ансамблях при условии
нелокальной связи [19, 21, 22, 24–26]. Предметом исследований в настоящей работе являются
автоволновые структуры в виде спиральных и концентрических волн, которые можно получить в
решетке локально связанных дискретных осцилляторов Рулькова [27,28]. Решаются две основ-
ные задачи: анализ условий рождения и свойств автоволновых структур в двумерной решетке
и реакция свойств этих структур на шумовое возмущение. Шумовое воздействие задается в
виде подачи шума на квадрат из относительно малого числа осцилляторов в центре решетки.
Отметим, что анализ индуцированных внешним шумом переходов применительно к спиральным
и концентрическим волнам хотя и был частично затронут в работах [27, 28], но в полной мере и с
исследованием влияния интенсивности шума и области воздействия проводится впервые.

Настоящая работа посвящена памяти нашего коллеги, крупного ученого в области теории
динамических систем и нелинейной динамики профессора Сергея Петровича Кузнецова.

1. Исследуемая модель

Изучается динамика двумерного ансамбля, представляющего собой сеть локально связанных
отображений (1). Для двумерных отображений, связанных через функции, ансамбль описывается
следующей системой уравнений:
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где 𝑓𝑥 и 𝑓𝑦 – правые части отображения, σ𝑥 и σ𝑦 – коэффициенты, определяющие силу связи
между элементами по переменным 𝑥 и 𝑦, соответственно. Двойные индексы динамических пере-
менных 𝑥𝑖,𝑗 и 𝑦𝑖,𝑗 характеризуют положение элемента на двумерной решетке, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑁 .
𝑁 = 200 – размер решетки по 𝑥 и 𝑦. Граничные условия выбирались свободными. В таком
случае суммирование в слагаемом связи (второе слагаемое в уравнениях (1)) ведется по индексам,
удовлетворяющим условию (2). 𝐵𝑖,𝑗 – количество элементов, с которыми связан каждый 𝑖-й
осциллятор, то есть количество элементов, удовлетворяющее следующим условиям:⎧⎨⎩max(1, 𝑖− 1) 6 𝑚 6 min(𝑁, 𝑖+ 1),

max(1, 𝑗 − 1) 6 𝑛 6 min(𝑁, 𝑗 + 1), 𝑚 ̸= 𝑛.
(2)

Как мы видим, в случае расположений элемента внутри решетки 𝐵𝑖,𝑗 = 8, для элементов, нахо-
дящихся на границе, 𝐵𝑖,𝑗 = 5, а для угловых элементов – 𝐵𝑖,𝑗 = 3. Связь между осцилляторами
вводилась только через переменную 𝑦 и была фиксирована для всех проведенных расчетов:
σ𝑥 = 0, σ𝑦 = 0.8. Коэффициенты 𝐷𝑥 и 𝐷𝑦 отвечают за интенсивность аддитивного шума, ξ𝑡𝑖,𝑗 –
генератор шума с нормальным распределением (с нулевым средним и единичным отклонением),
то есть изменение коэффициентов 𝐷𝑥 и 𝐷𝑦 ведет к изменению отклонения в распределении шума.
В разделах 2, 3 описывается динамика сети в отсутствие шума (𝐷𝑥 = 𝐷𝑦 = 0).
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В качестве парциальных элементов сети были выбраны дискретные осцилляторы Рулькова,
описывающие динамику нейронов [29]:

𝑥𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
α/(1− 𝑥𝑛) + 𝑦𝑛, 𝑥 6 0

α+ 𝑦𝑛, 0 < 𝑥 < α+ 𝑦,

−1, 𝑥 > α+ 𝑦,

(3)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − µ(𝑥𝑛 + 1) + µσ,

где первое уравнение отвечает за быструю динамическую переменную, а второе – за медленную.
Увеличение параметров σ и α ведет к увеличению частоты колебаний в одиночном отображении
Рулькова. Параметр µ мы фиксируем на значении 0.001.

Все полученные режимы устанавливались со случайно равномерных распределенных
начальных условий для координаты 𝑥 в интервале [−0.4 : 0.4] и фиксированных 𝑦: 𝑦0𝑖,𝑗 = −3.8.
Для иллюстрации некоторых результатов мы отбрасывали переходное время (𝑡trans ̸= 0), а для
других строили мгновенные профили и проводили анализ, не отбрасывая время установления
(𝑡trans = 0). В подписях к каждому рисунку указывается переходное время. Под временем 𝑡
понимается время итерирования (число итераций) после переходного процесса. Если 𝑡trans = 0,
то считаем 𝑡 от 0.

2. Пространственно-временные структуры
в решетке отображений Рулькова

В данной работе сила связи между элементами была зафиксирована σ𝑥 = 0, σ𝑦 = 0.8.
Именно при таких значениях параметров имелась возможность наблюдать спиральные и концен-
трические волны в исследуемой решетке (1). В ходе численных экспериментов изменялись только
значения управляющих параметров индивидуальных элементов (σ и α). На рис. 1, a на плоскости
управляющих параметров представлены области реализации концентрических и спиральных
волновых структур, построенные для времени итерирования 𝑡 = 500 и 𝑡trans = 100000. Черными
линиями отмечены границы между различными типами поведения индивидуальных отображений.
Данные линии построены по результатам численного моделирования.

Спиральные волны наблюдаются в области малых значений параметра σ, а по управляюще-
му параметру α область является узкой и лежит в окрестности значения α = 4.0 (см. рис. 1, a).
Пример спиральной структуры представлен на рис. 1, b, c. Концентрические волны имеют более
обширную область наблюдения по параметрам σ и α. Более того, можно выделить две области
существования концентрических волн в зависимости от вида мгновенных пространственных
структур, наблюдаемых в решетке (рис. 1, d, e и рис. 1, f, g). Данные концентрические волны
отличаются динамикой ядра. В первом случае (для концентрической волны 1-го типа) ядром
является центральный элемент (кластер центральных элементов), от которого или к которому
идут волны (их направление зависит как от параметров, так и от начальных условий элементов
решетки) (см. рис. 1, d, e), при этом динамика ядра принципиально не отличается от динамики
всей остальной решетки. На временной диаграмме в некоторых случаях видны небольшие откло-
нения в динамике ядра (см. рис. 1, e), но его все равно нельзя сравнить с ядром концентрической
волны второго типа. Ядро концентрической волны второго типа представляет собой круглый
кластер элементов, динамика которых отличается от динамики элементов, лежащих вне ядра (см.
рис. 1, f, g). На рис. 1, g представлена пространственно-временная диаграмма для сечения по
элементу 𝑗 = 125, которое проходит через два ядра концентрических волн. Можно видеть, что
динамика элементов 25 < 𝑖 < 50 и 140 < 𝑖 < 160 отличается от динамики остальных элементов,
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Рис. 1. a – Карта динамических режимов решетки локально связанных отображений Рулькова (1). На карте отмечены
области спиральных и концентрических волновых структур, черными линиями разделены области с различной
динамикой парциальных элементов в случае отсутствия связи между ними (σ𝑦 = 0) – состояние равновесия, спайки,
берсты. b, d, f – Мгновенные пространственные диаграммы и c, e, g – пространственно-временные диаграммы режимов
при различных параметрах: b, c – спиральная волна при α = 3.9, σ = 0.11, b – 𝑡 = 300000, 𝑡trans = 0, c – 𝑗 = 105,
𝑡trans = 300000, d, e – концентрическая волна первого типа при α = 3.75, σ = 0.36 (область 1), d – 𝑡 = 100000,
𝑡trans = 0, e – 𝑗 = 110, 𝑡trans = 100000, f, g – концентрическая волна второго типа при α = 5.1, σ = 0.5 (область 2),
f – 𝑡 = 100000, 𝑡trans = 0, g – 𝑗 = 125, 𝑡trans = 100000. Другие параметры: σ𝑦 = 0.8, µ = 0.001

Fig. 1. a – Diagram of the dynamical regimes in the lattice of locally coupled Rulkov maps (1). Regions of spiral and target
waves are marked in the picture, the black lines divide the regions with different behavior of the partial elements in the
uncoupled case (σ𝑦 = 0): silence, spikes, bursts. b, d, f – Snapshots and c, e, g – spatio-temporal diagrams for various
parameter values: b, c – spiral wave at α = 3.9, σ = 0.11, b – 𝑡 = 300000, 𝑡trans = 0, c – 𝑗 = 105, 𝑡trans = 300000,
d, e – target wave of the 1st type at α = 3.75, σ = 0.36 (region 1), d – 𝑡 = 100000, 𝑡trans = 0, e – 𝑗 = 110, 𝑡trans = 100000,
f, g – target wave of the 2nd type at α = 5.1, σ = 0.5 (region 2), f – 𝑡 = 100000, 𝑡trans = 0, g – 𝑗 = 125, 𝑡trans = 100000.
Other parameters: σ𝑦 = 0.8, µ = 0.001

но не является хаотической. Исходя из различий в динамике, концентрические волны второго
типа можно рассматривать как химерные структуры – концентрические химерные волны [27,28].

Хотя на карте динамических режимов решетки локально связанных отображений Рулькова
(см. рис. 1, a) отмечены только области существования концентрических и спиральных волн, на
самом деле динамика системы намного богаче и несомненно является мультистабильной. Так, в
зависимости от начальных условий (которые, повторимся, задаются случайным образом) при па-
раметрах, соответствующих появлению концентрической волны первого типа, может наблюдаться
и режим полной синхронизации, и режим сложной автоволновой динамики, и режим кластерной
синхронизации. С другой стороны, в области наблюдения в одиночном элементе состояния равно-
весия в решетке локально связанных отображений Рулькова наблюдается полная синхронизация,
и динамика во времени отсутствует (вся система находится в состоянии равновесия). В случае
берстовой динамики одиночного элемента в исследуемой системе реализуется как полная некоге-
рентность на всей решетки, так и сложные пространственно-временные структуры с частичной
некогерентностью по пространству и времени. В области реализации берстовой динамики в
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одиночном элементе динамика системы так же, как и для области спайков в одиночном элементе,
зависит как от управляющих параметров системы, так и от начальных условий. В силу того, что
данная работа направлена на изучение спиральных и концентрических автоволновых структур, на
карте динамических режимов отмечены данные структуры.

3. Динамика спиральных и концентрических волн в решетке отображений Рулькова

3.1. Рождение, существование и исчезновение спиральных волн. За счет сильной
связи между элементами решетки почти все волновые структуры со временем исчезают, и
устанавливается когерентный режим колебаний элементов. При установлении спиральных волн в
системе наблюдается переход от полной пространственно-временной некогерентности (начальные
условия являются случайными, см. рис. 2, a) к спиральным волнам через режим уединенных
состояний (рис. 2, b) и сложной волновой структуры (рис. 2, c). Но может сложиться ситуация,
при которой одна волна выживает и порождает спиральную волну в решетке (рис. 2, d).

Спиральная волна может перестраиваться с течением времени, то есть может изменяться ее
ядро или количество ее «рукавов» (рис. 2, e), но по истечении некоторого времени спиральная
волна исчезает, и решетка переходит в режим когерентной динамики (рис. 2, f ). Как видно из
рис. 1, спиральные волны сосуществуют с когерентным режимом. При этом у когерентного
режима притягивающая область намного больше, поэтому при увеличении времени наблюдения
мы можем наблюдать, как динамический режим решетки локально связанных отображений может
переходить от спиральных волн к когерентному профилю (см. рис. 2, f ). Таким образом, режимы
спиральных волн являются, как правило, переходными процессами и наблюдаются в течение
конечных промежутков времени. При вариации начальных условий и параметров в системе может
устанавливаться режим долгоживущих спиральных волн, которые существуют на доступных
временах наблюдения.

a b c

d
.0

e
.0

f
.0

Рис. 2. Эволюция во времени мгновенных пространственных профилей спиральных волн в решетке (1): 𝑡 = 0 (a),
𝑡 = 1000 (b), 𝑡 = 2500 (c), 𝑡 = 2000000 (d), 𝑡 = 5000000 (e), 𝑡 = 10000000 (f ). Параметры: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0,
σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 0

Fig. 2. Temporal evolution of snapshots of spiral waves in the lattice (1): 𝑡 = 0 (a), 𝑡 = 1000 (b), 𝑡 = 2500 (c), 𝑡 = 2000000
(d), 𝑡 = 5000000 (e), 𝑡 = 10000000 (f ). Parameters: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 0
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3.2. Возникновение, существование и исчезновение концентрических волн. Перейдем
к рассмотрению временной динамики концентрических волн. В отличие от спиральных волн они
являются не переходным процессом, а живут в течение всего времени наблюдения (максимальное
время бралось 𝑡 = 5 · 107 после времени установления 𝑡trans = 107).

Как было показано в разделе 2, в волновой динамике решетки локально связанных отоб-
ражений Рулькова (1) можно выделить два типа концентрических волн, которые существуют в
непересекающихся областях по управляющим параметрам парциальных элементов α и σ (см.
рис. 1). Оба типа концентрических волн имеют схожий сценарий установления. Система из
некогерентного переходит в когерентный режим, но после некоторого времени в сети появляется
область, в которой в дальнейшем рождаются концентрические волны во всей решетке.

Область существования первого типа концентрических волн ближе к границе наблюдения
состояния равновесия в одиночном элементе (см. рис. 1). Для их возникновения характерным
является сценарий появления концентрических волн, проиллюстрированный на рис. 3, a–d.
Сначала система переходит в когерентный режим в силу большой силы связи между элементами
σ𝑦 (см. рис. 3, a). Далее наблюдается частичная синхронизация: в системе выделяется кластер
элементов с отличной фазой колебаний (см. рис. 3, b), который впоследствии и порождает
концентрическую волну в решетке (см. рис. 3, c, d).

Сценарий появления концентрических волн из второй области представлен на рис. 3, e–h,
область существования которых соседствует с областью реализации берст в одиночном элементе
(см. рис. 1). В этом случае на некогерентном профиле (так как начальные условия случайные)
выделяется несколько уединенных осцилляторов с другой фазой (светлые точки на рис. 3, e).
Впоследствии вся система колеблется почти синхронно за исключением отдельного элемента
(светлая точка 𝑖 = 105, 𝑗 = 152 на рис. 3, f ), то есть наблюдается режим уединенных состояний (в
данной случае мы видим только один выброс, но при других параметрах и/или начальных условиях
их может быть больше). Именно в области уединенного выброса образуется ядро концентрической
волны второго типа, от которого впоследствии начинают расходиться концентрические волны
(рис. 3, g–h).

a b c d

e f g h

Рис. 3. Эволюция во времени мгновенных пространственных профилей концентрических волн двух типов в решетке (1).
a–d – Концентрическая волна 1-го типа: 𝑡 = 1197 (a), 𝑡 = 1400 (b), 𝑡 = 2500 (c), 𝑡 = 3000000 (d). e–h – Концентрическая
волна 2-го типа: 𝑡 = 4 (e), 𝑡 = 10 (f ), 𝑡 = 800 (g), 𝑡 = 3500000 (h). Параметры: σ𝑦 = 0.80, µ = 0.001; a–d – α = 3.2,
σ = 0.38; e–h – α = 5.1, σ = 0.4, 𝑡trans = 0

Fig. 3. Temporal evolution of snapshots of target waves of two types in the lattice (1). a–d – Target wave of the 1st type:
𝑡 = 1197 (a), 𝑡 = 1400 (b), 𝑡=2500 (c), 𝑡=3000000(d). e–h – Target wave of the 2nd type: 𝑡=4 (e), 𝑡=10 (f ), 𝑡=800 (g),
𝑡 = 3500000 (h). Parameters: σ𝑦 = 0.80, µ = 0.001; a–d – α = 3.2, σ = 0.38; e–h – α = 5.1, σ = 0.4, 𝑡trans = 0
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4. Влияние шума на установившиеся автоволновые структуры

Рассмотрим влияние шума на ограниченную область (квадрат) решетки при различных
значениях интенсивности шума. Проведенные исследования позволяют понять, какое соотношение
между размером области воздействия и интенсивностью воздействия оказывают наибольшее
влияние на динамику всей решетки.

В данном разделе рассматривается система (1) в присутствии нормально распределенного
аддитивного шума. В уравнении (1) 𝐷𝑥 ̸= 0, 𝐷𝑦 = 0. В данной работе область воздействия шума
является квадратной (ее размер варьируется и обозначается как 𝑆noise) и находится в центре
решетки. Все представленные в данном разделе рисунки построены для 𝑡trans = 100000, при этом
шум включается при 𝑡 = 1 и воздействует на систему в течение 𝑡 = 300000 итераций, после
чего отключается, и мы наблюдаем за изменением динамических режимов на решетке после
отключения шума.

4.1. Влияние шума на спирально-волновые структуры. Рассмотрим, какое воздействие
оказывает шум на режим спиральных волн. При недостаточно интенсивном воздействии на
решетку (при малой области воздействия и/или малой интенсивности шума) спиральная волна в
решетке либо вовсе не изменяется, либо деформируется с изменением структуры (рис. 4, a, b–d).

𝑡 = 0 𝑡 = 9970 𝑡 = 199920 𝑡 = 399950

a

b c d

e f g

h i j

Рис. 4. Временная динамика решетки локально связанных отображений Рулькова при влиянии шума на режим
спиральной волны (a) при различных размерах квадратной области (𝑆noise) и интенсивности воздействия (𝐷):
𝑆noise – 2 × 2, 𝐷 = 0.1 (b, c); 𝑆noise – 2 × 2, 𝐷 = 0.001 (e–g); 𝑆noise – 10 × 10, 𝐷 = 0.001 (h–j).
d, g, j – Мгновенные пространственные диаграммы после отключения шума. Остальные параметры: σ𝑦 = 0.80,
α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 100000. Время для мгновенных пространственных диаграмм в каждом из
столбцов представлено над рисунком

Fig. 4. Temporal dynamics of the lattice of locally coupled Rulkov maps at the noise influence on the spiral wave (a)
at different sizes of the noise-disturbed square region (𝑆noise) and the noise intensity (𝐷): 𝑆noise – 2 × 2, 𝐷 = 0.1 (b, c);
𝑆noise – 2× 2, 𝐷 = 0.001 (e–g); 𝑆noise – 10× 10, 𝐷 = 0.001 (h–j). d, g, j – Snapshots after the noise influence was turned
off. Other parameters: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 100000. The time for the snapshots in each
column is shown above the figure
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Это сопоставимо с изменением начальных условий или большим временем наблюдения за спи-
ральной волной. Если интенсивность воздействующего шума достаточно мала, то структура на
решетке никак не изменяется. Структура лишь слегка деформируется в области воздействия шума
(рис. 4, a, e–g). Увеличив размер области, на которую воздействует шум, мы можем добиться появ-
ления концентрических волн при невысокой интенсивности шума (рис. 4, a, h–j). При этом даже
при достаточном размере области воздействия и интенсивности шума воздействия одни реализа-
ции шума не позволяют перейти от спиральный к концентрическим волнам, а другие позволяют
(рис. 5, a–d и рис. 5, a, e–g, соответственно). На рис. 5, а–d представлен случай, когда внешнее
воздействие разрушает спиральную волну, но установившаяся концентрическая волна является
неустойчивой, и после некоторого времени на решетке вновь появляется спиральная волна. Таким
образом, мы можем говорить о трансформации спиральной волны в концентрическую только на
конечных временах наблюдения. Также на возможность индуцирования концентрических волн
влияют начальные условия на решетке (рис. 5, h–k).

В случае более сложной структуры спиральных волн (например, на рис. 2, e) даже увели-
чение области воздействия и интенсивности шума может не привести к перестройке динамики
решетки в режим концентрической волны, как это происходит в случае спиральных волн с одним

𝑡 = 0 𝑡 = 9930 𝑡 = 99980 𝑡 = 299970
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Рис. 5. Временная динамика решетки локально связанных отображений Рулькова при влиянии шума на режим
спиральной волны при квадратной области воздействия 𝑆noise = 12 и интенсивности воздействия 𝐷 = 0.001.
a – Начальная структура решетки для фрагментов b–g; h – начальная структура для фрагментов i–k. Результаты
воздействия первой (b–d) и второй (e–g) реализаций шума. h–k – Воздействие первой реализации шума при других
начальных условиях. Остальные параметры: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 100000. Время для
мгновенных пространственных диаграмм в каждом из столбцов представлено над рисунком

Fig. 5. Temporal dynamics of the lattice of locally coupled Rulkov maps at the impact of noise on the spiral wave for the
noise-disturbed region 𝑆noise = 12 and the noise intensity 𝐷 = 0.001. a – Initial structure of the lattice for the fragments b–g;
h – initial structure for the fragments i–k. Results of the impact of the first (b–d) and (e–g) the second noise realizations.
h–k – Influence of the first noise realization for different initial conditions on the lattice. Other parameters: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0,
σ = 0.03, µ = 0.001, 𝑡trans = 100000. The time for the snapshots in each column is shown above the figure
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Рис. 6. Диаграмма на плоскости параметров «размер области воздействия (𝑆noise) – интенсивность шума (𝐷)»,
отображающая возможность перехода от спиральных волн к концентрическим под действием аддитивного шума с нор-
мальным распределением. Черная область – переход от спиральных к концентрическим волнам не наблюдается, серая –
происходит переход от спиральных к концентрическим волнам, заштрихованная область – переход к концентрическим
волнам зависит от начальных условий и реализации шума. Шум воздействует на квадратную область 𝑆noise × 𝑆noise в
центре решетки. Остальные параметры: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001

Fig. 6. Diagram in the «influence region size (𝑆noise) – noise intensity (𝐷)» parameter plane, which shows the possibility of
transition from spiral to target waves under the influence of additive normally distributed noise. No transition is observed in
the black area, there is transition from spiral to target waves in the grey region, and in the shaded area the transition to target
waves depends on the initial conditions and noise realization. The noise affects the square area 𝑆noise × 𝑆noise in the lattice
center. Other parameters: σ𝑦 = 0.80, α = 4.0, σ = 0.03, µ = 0.001

рукавом. Отметим, что величина области воздействия и интенсивность шумового воздействия
влияет на время перехода от спиральных к концентрическим волнам. Под временем перехода
понимается количество итераций дискретной системы (1) после начала воздействия, которые
необходимы для перехода от спиральной волны к концентрической.

Еще одним интересным фактом является то, что при генерации концентрических волн в
системе под воздействием шума волны не отходят от шумового ядра (как можно было бы пред-
положить), а наоборот, движутся к нему. Не было найдено ни одного примера концентрической
волны, которая вела бы себя по-другому.

На рис. 6 представлена двумерная диаграмма на плоскости параметров «размер области
воздействия шума – интенсивность шума», которая демонстрирует, какой шум нужно подать,
чтобы разрушить спиральные волны и перейти в режим концентрических. Черная область
отражает соотношение интенсивности шума и области воздействия, при которой невозможен
переход от спиральных волн к концентрическим, серая – при которой возможен. При достаточно
малой области воздействия на спиральные структуры даже высокая интенсивность шума не
позволяет перейти к концентрическим волнам. В заштрихованной области на рис. 6 переход к
концентрическим волнам зависит от начальных условий на решетке и реализации шума.

Как отмечалось ранее, спиральные волны сосуществуют с когерентными профилями. Воз-
никает вопрос, что произойдет, если воздействие шума будет осуществляться на когерентный
профиль? Исследования показали, что в этом случае даже при малой области воздействия и
интенсивности шума возможно появление концентрических волн.

4.2. Влияние шума на режим концентрических волн. При воздействии шума на режим
спиральных волн влияние воздействия исчезает после его отключения, и не остается никаких «сле-
дов». Другая картина наблюдается в случае воздействия шума на режим концентрических волн.
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Рассмотрим влияние аддитивного шума с нормальным распределением на концентрические
волны первого типа (см. рис. 3, a–d). В отличие от спиральных волн, в случае концентрических
волн необходимы большая область воздействия или более высокая интенсивность шума, что-
бы повлиять на начальную структуру в решетке. При этом даже после отключения внешнего
шумового воздействия, в решетке продолжает существовать область некогерентной динамики
(рис. 7, a–d), которая не влияет на динамику концентрической волны. Увеличение интенсивности
воздействия ведет к тому, что центр концентрической волны перемещается в область воздействия
шума, который продолжает существовать и после отключения шума, и мы можем говорить о
концентрической волновой химере в решетке (рис. 7, a, e–g).

Перейдем к рассмотрению влияния шума на концентрические волны второго типа
(см. рис. 3, e–h). В данном случае воздействие шума никак не влияет на динамику решет-
ки: ни увеличение размера области воздействия, ни увеличение интенсивности шума не дало
никаких результатов, концентрические волны только слегка искажаются, проходя через область
воздействия шума. Структура, наблюдающаяся на решетке до введения воздействия, продолжает
существовать, как будто мы не воздействуем на часть решетки. Отсутствие изменений имеет
место и при вариации начальных условий, приводящих к усложнению начальной структуры
(увеличению количества центров возбуждения концентрических волн).

Как было показано ранее на рис. 3, a, перед появлением концентрической волны в решет-
ке локально связанных отображений Рулькова возникает область с отличающейся амплитудой
(рис. 3, b). Данная область впоследствии является «генератором» концентрических волн. При
исследовании было выяснено, что иногда время перехода от режимов, соответствующих рис. 3, b,
к концентрическим волнам больше, чем время наблюдения за системой. Поэтому возникает
вопрос, что будет, если воздействовать на такой режим шумом? В этом случае результат тот
же, что при воздействии на решетку с когерентной динамикой: на решетке появляются кон-
центрические волны под воздействием шума. Естественно, как и в предыдущих случаях, для

𝑡 = 0 𝑡 = 9970 𝑡 = 199990 𝑡 = 399950

a b c d

e f g

Рис. 7. Временная динамика решетки локально связанных отображений Рулькова при влиянии шума на режим
концентрической волны 1-го типа (a) при квадратной области воздействия 𝑆noise = 10 и различной интенсивности
воздействия: 𝐷 = 0.001 (b–d), 𝐷 = 0.1 (e–g). d, g – Мгновенные пространственные диаграммы после отключения
шума. Остальные параметры: σ𝑦 = 0.80, α = 3.75, σ = 0.36, µ = 0.001. Время для мгновенных пространственных
диаграмм в каждом из столбцов представлено над рисунком

Fig. 7. Temporal dynamics of the lattice of locally coupled Rulkov maps at the noise influence on the 1st type target wave (a) at
the influence square region 𝑆noise = 10 and for a different noise intensity: 𝐷 = 0.001 (b–d), 𝐷 = 0.1 (e–g). d, g – Snapshots
after the noise influence was turned off. Other parameters: σ𝑦 = 0.80, α = 3.75, σ = 0.36, µ = 0.001, 𝑡trans = 100000.
The time for the snapshots in each column is shown above the figure
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обеспечения активного влияния на динамику решетки внешнее шумовое возмущение должно быть
достаточной интенсивности и воздействовать на достаточно большое количество элементов сети.
Была установлена интересная особенность: чем ниже интенсивность шума, которая приводит к
реализации концентрических волн, тем больше длина волны у этих волн.

Заключение

В работе рассматривается реализация автоволновых структур в виде спиральных и кон-
центрических волн в двумерном ансамбле локально связанных отображений Рулькова. Задача
решается численно для открытых граничных условий и случайных начальных данных для квад-
ратной решетки 200×200 осцилляторов. Показана возможность наблюдения режимов спиральных
и концентрических волн. Спирально-волновой режим в системе, как правило, возникает при
переходе от полной пространственно-временной некогерентности и сопровождается появлением
режимов уединенных состояний или сложной волновой структуры. При рождении концентриче-
ских волн система сначала переходит в когерентный режим. Затем наблюдается режим частичной
синхронизации, при котором в системе выделяется кластер элементов с отличной фазой колебаний.
Этот кластер осцилляторов затем и порождает концентрическую волну в решетке. В отличие от
режимов спиральных волн, которые чаще всего можно рассматривать в качестве переходных с
конечным временем жизни, режимы концентрических волн наблюдаются на больших временах.
Это позволяет считать их установившимися и устойчивыми во времени. Исследованы пере-
ходы, индуцированные внешним шумовым воздействием. Воздействие осуществлялось путем
подключения источника аддитивного гауссова шума на квадрат элементов, расположенных в
центре решетки. Расчеты проводились при различных размерах области воздействия и различ-
ных значениях интенсивности шума. Установлено, что при различных значениях интенсивности
шума при выборе начальных условий, которые ведут к реализации в системе спиральных волн,
под воздействием шума система может перейти в режим концентрических волн и оставаться в
нем до отключения шума. Возможны также переходы в режим концентрических волн на неко-
торое конечное время с последующим возвращением к режиму спиральных волн. Однако во
всех случаях воздействия шума на режимы спиральных волн при снятии шумового возмущения
система всегда возвращалась в исходный режим, отвечающий отсутствию шума. Рассмотрено
влияние аддитивного гауссова шума на концентрические волны. В отличие от спиральных волн,
в случае концентрических волн необходимы большая область воздействия или более сильная
интенсивность шума, чтобы вызвать переходы в начальной структуре решетки. Установлено, что
после отключения внешнего шумового воздействия в решетке продолжает существовать режим,
возникший под воздействием шума. Так, например, установившийся под действием шума режим
химерной структуры остается и после отключения источника шума.
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