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Аннотация. Цель работы. Изучение возможности построения динамических моделей генерации и синхронизации
экономических и финансовых циклов на базе теории систем автоматического управления. Методы. Качественно-
численные методы теории нелинейных динамических систем и теории бифуркаций. Результаты. Задача построения
модели экономического и финансового осцилляторов решается с использованием аналогий с системами автоматической
синхронизации автогенератора с фазовым управлением и с частотным управлением. В численных экспериментах
показано, что в построенных моделях экономического и финансового осцилляторов возможна генерация как регуляр-
ных, так и нерегулярных, в том числе хаотических колебаний, а также осуществляется синхронизация двух таких
осцилляторов при введении однонаправленных или взаимных связей.
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Abstract. The purpose of this work is to research the phenomena of the self-oscillation and the synchronization for the model
of business and financial oscillator, which presented as the system of automatic control. Methods. The research methods
are the qualitative and numerical methods of the theory of nonlinear dynamical systems and the theory of the bifurcations.
Results. This work presents the model of business and financial oscillators as the phase-controlled oscillator and as the
frequency-controlled oscillator. The phenomena of the self-oscillation of regular and chaotic oscillations in this model and the
synchronization of such oscillations are considered.
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Введение

Основной интерес при изучении большинства процессов и явлений, рассматриваемых совре-
менной наукой, связан с динамическими закономерностями. Динамика современных технических,
биологических, социоэкономических систем и процессов обладает исключительной сложностью.
Однако, несмотря на сложность, поведение этих систем на достаточно больших отрезках времени
определяют сравнительно простые динамические модели и закономерности, такие, в частности,
как предельные циклы, торы, странные хаотические аттракторы, метастабильные состояния.
Изучение динамики развития сложных систем и их понимание в значительной степени опирается
на наличие в них двух характерных процессов нелинейной динамики – конкуренции и синхрони-
зации. Именно эти процессы, по-видимому, станут своеобразным ключом к пониманию динамики
сложных, в частности, социоэкономических систем [1].

Изучению колебательных экономических и социальных явлений посвящено огромное число
публикаций, однако, надо признать, что среди них сравнительно мало публикаций, связанных с
разработкой и анализом адекватных математических моделей нелинейной динамики социоэконо-
мических систем. Это можно объяснить рядом причин, в частности, сложностью формального
описания социально-экономических явлений, трудностью, а иногда невозможностью измерения
параметров моделей, трудностями экспериментальной проверки моделей, обусловленными экстре-
мально большими периодами колебаний и др. В ряду значимых публикаций в этой области следует
отметить работы В. Вайдлиха [2], Ю. И. Неймарка [3], А. А. Короновского, Д. И. Трубецкова [4].

В настоящей работе сделана попытка привлечения идей теории автоматического управления
для изучения динамики процессов генерации и синхронизации экономических и финансовых
циклов [5]. В разделах 1 и 2 даны краткие сведения из теории деловых и финансовых цик-
лов. В разделе 3 обсуждается проблема взаимодействия деловых и финансовых циклов и их
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синхронизации. В разделе 4 строится модель экономического (финансового) осциллятора, исполь-
зующая аналогии с системой автоматической фазовой синхронизации, известной в физических
приложениях. В разделе 5 на основе предлагаемой модели рассматривается динамика процесса
синхронизации деловых и финансовых циклов. В разделе 6 обсуждаются полученные результаты.
В разделе 7 строится модифицированная модель экономического (финансового) осциллятора,
использующая аналогии с автоматической системой частотно-управляемого генератора. В раз-
деле 8 дано краткое изучение нелинейной динамики этой модели. В разделе 9 рассматривается
синхронизация хаотических колебаний.

1. Деловые циклы

Одно из базовых явлений рыночной экономики – экономические циклы (деловые цик-
лы, бизнес-циклы), представляющие собой колебания экономической активности, состоящие в
повторяющихся расширениях и сжатиях экономики [5]. Это периодические, но нерегулярные коле-
бания, осуществляющиеся около некоторого долгосрочного тренда развития экономики. Обычно
различают четыре стадии цикла, называемые в экономике «фазами» цикла:

� подъем (расширение, expansion), соответствующий росту экономической активности от
низшей точки (дна) до высшей точки (пик);

� пик (peak) – высшая точка экономического подъема;
� спад (сжатие, рецессия, contraction), соответствующий снижению экономической активности

от высшей точки (пик) до низшей (дно);
� дно (trough) – низшая точка экономического спада [6].

Заметим, что смысл применяемого в экономической литературе термина «фаза» цикла
(обозначающего стадию цикла) отличается от смысла термина фаза колебания, используемого в
физике (обозначающего часть периода, прошедшего от начала колебания), в связи с чем везде
ниже для термина «фаза» (стадия) цикла будут использоваться кавычки.

Деловые циклы – это, в первую очередь, колебания выпуска (total economic output), отража-
емого таким макроэкономическим показателем, как ВВП – валовой внутренний продукт (GDP –
Gross Domestic Product) [6, 7]. В ряде случаев, например для определения «фаз» цикла, использу-
ются и другие показатели (занятость, инфляция и т. д.), а также их совокупный (композитный)
показатель – индекс бизнес-цикла [8, 9]. Для определения «фаз» цикла в США Комитетом по
датировке бизнес-циклов Национального бюро экономических исследований (NBER) наряду с
разными показателями используются и экспертные оценки [6].

Изучение экономических циклов всегда занимало важное место в мировой экономической
литературе. Первоначально циклы считали детерминированными, подчиняющимися строгим
закономерностям (краткосрочные циклы Китчина, среднесрочные циклы Жюгляра и Кузнеца,
долгосрочные циклы Кондратьева). Позднее стало понятным, что точной повторяемости циклов
нет и, соответственно, нет стандартного набора показателей для предсказания циклов [10]. По-
этому циклы стали рассматривать как случайные, в качестве источников случайного поведения
рассматривались различные внешние факторы (шоки), например, природные катастрофы, эпи-
демии, технологические инновации и др. Традиционно в экономике выделяют краткосрочные
бизнес-циклы (3–5 лет), обусловленные изменениями в загрузке производственных мощностей,
среднесрочные (7–11 лет), связанные с появлением новых (или ликвидацией старых) производ-
ственных мощностей, долгосрочные (15–30 лет), связанные с обновлением технологий [11].

В 1967 г. Гудвин сделал предположение [12], что случайные колебания различных экономи-
ческих показателей порождаются эндогенными (внутренними) факторами, а не только внешними
шоками. Эта идея позднее стимулировала изучение, применительно к экономическим циклам,
нелинейных математических моделей, порождающих динамический хаос, например модифициро-
ванной модели ван дер Поля [10, 13, 14].
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2. Финансовые циклы

Тематика финансовых циклов появилась в литературе сравнительно недавно. Интерес к этой
проблеме резко возрос в связи с мировым финансовым кризисом 2008–2009 гг., имевшим широкие
последствия. Финансовый цикл обычно рассматривается как общее периодическое отклонение от
трендовой динамики переменных, важных для финансовой стабильности. Финансовые циклы, в
отличие от экономических, более субъективны и тесно связаны с ожиданиями и настроениями
экономических агентов [11]. В широком смысле финансовые циклы представляют собой периоди-
ческие колебания в способности участников рынка осознавать истинный уровень финансовых
рисков и связанные с ними изменения в объемах и стоимости обращающихся активов [11].

Какие финансовые показатели оказываются наиболее важными для анализа финансовых
циклов? Наиболее точно положение в финансовом цикле показывают цены на недвижимость и сто-
имость кредита [7]. В ряде работ учитываются дополнительные показатели, такие, например, как
стоимость акций, валютный курс, доходность облигаций, а также их совокупный (композитный)
показатель – индекс финансового цикла [11, 15–17].

Финансовые циклы обычно заметно длиннее деловых циклов (в 1.5–2 раза), то есть являются
более низкочастотными. Аналогично деловым, финансовые циклы являются нерегулярными,
случайными колебаниями, что дает возможность изучать их поведение на основе приложений
теории динамического хаоса [14].

3. Взаимодействие деловых и финансовых циклов
и их синхронизация

Взаимосвязь финансового развития и экономического роста является предметом обсуждения
в литературе на протяжении многих лет. В предположении линейного взаимодействия в литературе
обсуждалась как точка зрения, предполагающая, что развитие финансового сектора является
причиной экономического роста, так и противоположная точка зрения. В 2001 году Dell Ariccia
сделал предположение о нелинейном влиянии развития финансового рынка на экономический
рост. Было замечено, что развитие финансового рынка способствует экономическому росту только
до некоторого порога («точка насыщения»), превышение которого порождает риски, ведущие к
снижению экономического роста [11].

В свете сказанного становится понятной актуальность изучения взаимодействия деловых и
финансовых циклов. Исследование, проведенное специалистами Национального банка Дании в
2017 г., позволило установить [11], что на частоте бизнес-циклов финансовые переменные сильно
коррелированы с ВВП. Был сделан вывод, что бизнес-циклы в реальном секторе экономики играют
причинную роль по отношению к финансовым циклам. Нелинейная связь между экономическими
и финансовыми циклами действует в обоих направлениях, но прямая связь (от реального сектора
экономики) определенно сильнее, чем обратная.

В ряде работ [18–20] анализ взаимодействия бизнес-циклов и финансовых циклов осу-
ществляется на основе вычисления индекса соответствия (concordance index) между макроэконо-
мическими переменными. Эта методика предложена в [21], где индекс соответствия определен
как среднее число периодов двух переменных (например, ВВП и уровень цен на бирже) с сов-
падающими «фазами» (стадиями) циклов. Чем больше степень совпадения «фаз», тем ближе
индекс соответствия к единице. Методики вычисления индекса соответствия в сочетании со
статистическими методами (спектральный анализ, корреляционный анализ и др.) применялись в
большом числе работ при анализе взаимодействия бизнес-циклов с финансовыми циклами [20],
финансовых циклов G-7 стран [16], бизнес-циклов разных групп стран [22], циклов стран Еврозо-
ны [23] и др. Авторами многих таких публикаций для обозначения взаимодействующих циклов
с высокой долей совпадения «фаз» циклов (с высоким индексом соответствия) используется
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термин «синхронизация циклов». Смысл, вкладываемый в этом случае в термин «синхронизация»
существенно отличается от того смысла, который вкладывает физика колебаний в этот термин.
Справедливости ради надо отметить, что есть и некоторое число публикаций, где синхронизация
финансовых и бизнес-циклов понимается так же, как в физике. В физике явление синхронизации –
это процесс сближения и совпадения частот колебаний в результате взаимодействия осциллирую-
щих систем с изначально разными, хотя и близкими, частотами колебаний. При синхронизации
устанавливается нулевая разность частот для взаимодействующих осцилляторов и некоторая
постоянная разность фаз колебаний, то есть происходит захват фаз (phase locking). Именно это
явление обсуждается в ряде работ применительно к экономическим циклам [24–30] и, в частности,
к колебаниям на международном фондовом рынке [31]. Везде далее явление синхронизации
будет интерпретироваться так, как это принято в физике. Что касается динамического хаоса,
то заметим, что публикаций по изучению динамики хаотических экономических и финансовых
моделей сравнительно мало [10, 32–34], однако, их число растет, что говорит о возрастающем
интересе к этой тематике.

Надо отметить, что графики финансового и бизнес-циклов при измерении в реальном
времени всегда содержат высокочастотные шумовые компоненты, которые устраняются при
последующей обработке различными фильтрами [8, 9, 15–17].

4. Моделирование процессов генерации экономических
и финансовых циклов

Приведенный краткий обзор публикаций по экономическим и финансовым циклам позво-
ляет сделать некоторые выводы и предположения о динамических свойствах этих объектов как
объектов моделирования. Будем считать, что экономические и финансовые колебания – циклы –
производятся (генерируются) некими гипотетическими экономическим осциллятором (Economic
oscillator, EO) и финансовым осциллятором (Financial Oscillator, FO). Эти объекты существенно
нелинейны [10, 11, 19, 24–34] и, следовательно, можно предполагать, что они являются автоколеба-
тельными системами, способными осуществить генерацию как регулярных периодических, так и
хаотических колебаний. Экономический и финансовый осцилляторы взаимодействуют с помощью
взаимных нелинейных связей [11, 31]. В результате такого взаимодействия может иметь место
синхронизация этих колебаний, при которой устанавливается нулевая разность частот колебаний
осцилляторов (если колебания регулярны) и постоянная разность фаз, то есть имеет место «захват
фаз» [31]. Для хаотических колебаний может иметь место режим синхронизации в среднем.

Будем далее строить модель EO и FO, удовлетворяющую указанным предположениям,
используя в качестве аналога классическую систему автоматической фазовой синхронизации
(ФАП – фазовая автопродстройка частоты, PLL – phase locked loop) [35,36]. В этом случае модель
управляемого экономического осциллятора УЭО (Controlled Economic Oscillator, CEO) можно
представить как модель управления частотой EO (рис. 1).

Рис. 1. Схема управляемого экономического осциллятора (УЭО)

Fig. 1. Scheme of Controlled Economic Oscillator (CEO): economic oscillator (EO), oscillation frequency controller
(FC), phase discriminator (PD), filter of low-frequency (LFF)
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Здесь EO – экономический осциллятор, управление частотой колебаний которого осуществ-
ляется с помощью FC, LFF – фильтр нижних частот, PD – фазовый дискриминатор. Колебания с
выхода EO с фазой θ1 сравниваются на фазовом дискриминаторе PD с гипотетическими опорными
колебаниями на входе системы с фазой θ0, в результате чего на выходе PD образуется сигнал,
зависящий от разности фаз 3 = θ0 − θ1. Этот сигнал через фильтр поступает на управитель FC,
который изменяет частоту колебаний EO, приводя ее в соответствие с частотой опорного сигнала.

Параметры реального экономического цикла зависят от экономической политики госу-
дарства и непосредственных управляющих действий правительства, инвестиционных банков,
Центрального банка, а также действий различных участников реального сектора экономики. Эти
управляющие действия направлены на коррекцию «фаз» и частот реальных экономических циклов.
Поэтому можно предполагать, что именно эти участники рынка и осуществляют функции элемен-
тов цепи управления – гипотетических сравнивающего элемента PD, управителя FC и фильтра
LFF. Аналогичным образом можно построить модель управляемого финансового осциллятора
УФО (Controlled Financial Oscillator – CFO).

Математическую модель УЭО, соответствующую рис. 1, можно представить в виде [35, 36]:

𝑝3
Ω

+𝐾(𝑝)𝐹 (3) = γ, (1)

где 𝑝 ≡ 𝑑/𝑑𝑡 – оператор дифференцирования, Ω – максимальная расстройка по частоте, которую
может скомпенсировать цепь управления, γ = Ω𝐻/Ω, Ω𝐻 – начальная частотная расстройка
колебаний, 𝐾(𝑝) – коэффициент передачи фильтра в операторной форме, 𝐹 (3) – нормированная
характеристика фазового дискриминатора. Для определенности примем нелинейную характери-
стику PD синусоидальной и рассмотрим модель (1) для случая инерционной цепи управления.

Учтем наличие в цепи управления инерционности 𝐾(𝑝) = 1/(1 + 𝑎1𝑝 + 𝑎2𝑝
2). После

введения безразмерного времени и параметров τ = Ω𝑡, 𝜀 = Ω𝑎1, µ = Ω2𝑎2 из (1) получаем
систему:

𝑑3
𝑑τ

= 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑τ
= 𝑧,

µ
𝑑𝑧

𝑑τ
= γ− sin3− 𝑦 − 𝜀𝑧.

(2)

Анализ системы (2) в трехмерном цилиндрическом фазовом пространстве дан в [37–39]. При
некоторых значениях параметров устойчивое состояние равновесия 𝑂1 (3* = arcsin γ, 𝑦* = 0,
𝑧* = 0) теряет устойчивость через бифуркацию Андронова–Хопфа и рождается устойчивый
предельный цикл. На рис. 2 представлена проекция этого цикла на плоскость (3, 𝑦). Выходное
колебание УЭО представляет собой колебание с периодической модуляцией частоты. При этом
средняя разность частот опорного и выходного колебаний равна нулю.

Полученный предельный цикл при изменении параметров проходит через серию бифур-
каций удвоения периода, в результате чего возникает хаотический аттрактор вокруг состояния

out

Рис. 2. Проекция предельного цикла модели (2) при γ = 0.5, 𝜀 = 1, µ = 1.3 и выходные колебания УЭО

Fig. 2. Limit cycle projection of the model (2) at γ = 0.5, 𝜀 = 1, µ = 1.3 and output oscillation of Controlled Economic
Oscillator
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Рис. 3. Проекция хаотического аттрактора модели (2) при γ = 0.5, 𝜀 = 1, µ = 2.25 и выходные колебания УЭО

Fig. 3. Chaotic attractor projection of the model (2) at γ = 0.5, 𝜀 = 1, µ = 2.25 and output oscillation of Controlled
Economic Oscillator

равновесия 𝑂1. Проекция аттрактора на плоскость (3, 𝑦) дана на рис. 3. Выходное колебание
УЭО является хаотическим. Отметим, что другие фазовые портреты и разбиение пространства
параметров системы (2) здесь не приведены.

Таким образом, модель УЭО, построенная на основе аналогии с автоматической систе-
мой фазовой синхронизации, позволяет при изменении параметров получить на выходе УЭО
различные колебания. Модель (2) интересна для моделирования процессов генерации экономиче-
ских и финансовых циклов, поскольку на выходе здесь можно получить не только колебания с
периодически изменяющейся частотой, но и хаотические колебания. Следовательно модель (2)
можно взять за основу как для построения УЭО – управляемого экономического осциллятора,
так и для построения УФО – управляемого финансового осциллятора. Перейдем далее к задаче о
синхронизации колебаний УЭО и УФО.

5. Моделирование динамики процессов синхронизации
экономических и финансовых циклов

Рассмотрим модель взаимодействия построенных экономического (УЭО, CEO) и финансо-
вого (УФО, CFO) осцилляторов, представленную на рис. 4. Здесь выходные колебания CEO и
CFO подаются для сравнения на дискриминатор D (фазовый PD или частотный FD).

Сигнал с выхода D поступает в цепь управления CFO (с коэффициентом κ2), и в цепь
управления CEO (с коэффициентом κ1). При κ1 = 0, κ2 ̸= 0 или κ1 ̸= 0, κ2 = 0 имеют место

Рис. 4. Схема взаимодействия УЭО и УФО

Fig. 4. Interaction scheme of Controlled Economic Oscillator (CEO) and Controlled Financial Oscillator (CFO)
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a b c d

Рис. 5. Проекции предельного цикла модели (3) в отсутствие связей

Fig. 5. Projections of limit cycle of the model (3) without couplings

однонаправленные связи, а при κ1κ2 ̸= 0 – взаимные. Если каждый осциллятор описывается
уравнениями (2), то модель связанных взаимодействующих УЭО и УФО будет записываться
в виде:

𝑑31
𝑑τ

= 𝑦1,
𝑑𝑦1
𝑑τ

= 𝑧1,

µ1
𝑑𝑧1
𝑑τ

= γ1 − sin31 − 𝑦1 − 𝜀1𝑧1 − κ1Φ(𝑦1 − 𝑦2),

𝑑32
𝑑τ

= 𝑦2,
𝑑𝑦2
𝑑τ

= 𝑧2,

µ2
𝑑𝑧2
𝑑τ

= γ2 − sin32 − 𝑦2 − 𝜀2𝑧2 − κ2Φ(𝑦2 − 𝑦1).

(3)

Здесь дискриминатор является частотным и его нелинейность будем аппроксимировать функ-
цией Φ(𝑦) = 2α𝑦/(1 + α2𝑦2), а в линейном приближении можно принять Φ(𝑦) = α𝑦. Если
дискриминатор является фазовым, то в (3) необходимо вместо Φ(𝑦1 − 𝑦2) записать sin(31 − 32).

Приведем результаты численных экспериментов. Вначале рассмотрим случай, когда в моде-
ли (3) выбраны параметры УЭО и УФО, обеспечивающие генерацию колебаний с периодической
угловой модуляцией. Эти параметры УЭО и УФО выбираются близкими, но разными, чтобы коле-
бания также несколько различались. На рис. 5 представлены проекции аттрактора (предельного
цикла) системы (3) в отсутствие связей между осцилляторами.

Из рис. 5, a, b видно, что происходит генерация колебаний с угловой периодической
модуляцией, а из рис. 5, c, d следует, что эти колебания не синхронизованы. На рис. 6 представлены
проекции аттрактора (предельного цикла) системы (3) при наличии однонаправленной и взаимных
связей через фазовый дискриминатор, через линейный и нелинейный частотные дискриминаторы.
Из приведенных результатов следует, что колебания УЭО и УФО с регулярной модуляцией могут
быть синхронизированы как однонаправленной, так и взаимными связями, как через фазовый
дискриминатор, PD, так и через частотный, FD1. При этом результат синхронизации через FD
лучше синхронизации через PD, а линейный и нелинейный FD дают при выбранных параметрах
практически одинаковый результат.

Теперь рассмотрим такие параметры системы (3), которые обеспечивают генерацию на
выходе УЭО и УФО хаотических колебаний, причем, как и в предыдущем случае параметры УЭО
и УФО несколько различаются, хотя и близки. На рис. 7 представлены проекции хаотических

1Интервал существования режима синхронизации при однонаправленной связи через PD крайне мал: 0.150263 <
< κ1 < 0.202722, левая граница – бифуркация двукратного предельного цикла (+1), правая – бифуркация удвоения
периода предельного цикла (−1); через линейный FD левая граница – бифуркация Неймарка–Сакера (κ1 = 0.02006),
правая не установлена, но заведомо κ1 > 2; через нелинейный FD левая граница – бифуркация двукратного предельного
цикла (κ1 = 0.0985), правая не установлена, но заведомо κ1 > 2.
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Рис. 6. Проекции предельного цикла модели (3) при однонаправленной связи κ1=0, κ2 = 0.16 (a, c, e) и взаимных
связях κ1 = 0.32, κ2 = 0.16 (b, d, f ) через PD – первый ряд (a, b), через линейный FD – второй ряд (c, d), через
нелинейный FD – третий ряд (e, f ), где α = 2

Fig. 6. Limit cycle projections of the model (3) with unidirectional coupling, κ1=0, κ2 = 0.16 (a, c, e) and with mutual
couplings κ1 = 0.32, κ2 = 0.16 (b, d, f ). At applied PD (a, b), linear FD (c, d), nonlinear FD (e, f ), where α = 2

a b c d

Рис. 7. Проекции хаотического аттрактора модели (3) в отсутствие связей

Fig. 7. Chaotic attractor projections of the model (3) without couplings
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аттракторов УЭО (рис. 7, а) и УФО (рис. 7, b) в отсутствие связи. Проекции на рис. 7, c, d
иллюстрируют, что в этом случае синхронизации колебаний нет.

На рис. 8, a, c, e представлены проекции хаотических аттракторов системы (3) при одно-
направленной связи κ1 = 0, κ2 ̸= 0 через фазовый дискриминатор (рис. 8, а), через линейный
(рис. 8, c) и нелинейный частотный дискриминатор (рис. 8, e). Отметим, что в рассматриваемом
случае добиться синхронизации хаотических колебаний с помощью однонаправленной связи
через PD не удается; через линейный FD синхронизация наблюдается начиная с κ2 = 0.09,
дальнейшее увеличение силы связи влечет повышение точности синхронизации – проекции на
рис. 8, c вытягиваются в тонкую линию; в случае нелинейного FD синхронизация наступает при
κ2 = 0.2, дальнейшее увеличение силы связи приводит к повышению точности синхронизации.

На рис. 8, b, d, f представлены проекции хаотических аттракторов при взаимной связи
κ1 = 0.32, κ2 = 0.16 через фазовый дискриминатор (рис. 8, b), через линейный (рис. 8, d) и нели-
нейный (рис. 8, f ) частотные дискриминаторы. В процессе численных экспериментов добиться
синхронизации рассматриваемых хаотических колебаний УЭО и УФО с помощью взаимных свя-
зей через PD не удалось. Введение обратной связи в случае частотного дискриминатора повышает
точность синхронизации и расширяет область существования режима синхронизации хаотиче-
ских колебаний, так при κ2 = 0.32 граница существования режима хаотической синхронизации
смещается в область малых κ1 вплоть до κ1 = 0, причем как при линейном, так и нелинейном FD.

a b

c d

e f

Рис. 8. Проекции хаотического аттрактора модели (3) при однонаправленной связи κ1=0, κ2=0.16 (a, c, e) и
взаимных связях κ1=0.32, κ2=0.16 (b, d, f ) через PD – первый ряд (a, b), через линейный FD – второй ряд (c, d),
через нелинейный FD – третий ряд (e, f ), где α = 8

Fig. 8. Chaotic attractor projection of the model (3) with unidirectional coupling, κ1=0, κ2=0.16 (a, c, e) and with
mutual couplings κ1=0.32, κ2=0.16 (b, d, f ). At applied PD (a, b), linear FD (c, d), nonlinear FD (e, f ), where α = 8
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6. Обсуждение

Предложенная выше модель (3) финансовых и экономических осцилляторов основана
на использовании аналогий с системой автоматической фазовой синхронизации. Проведенные
численные эксперименты демонстрируют возможность использования предложенной модели
для изучения процессов генерации сложных хаотических колебаний, моделирующих реальные
экономические и финансовые циклы, а также позволяет наблюдать процессы синхронизации
таких колебаний при введении однонаправленных или взаимных связей.

Однако рассмотренная модель обладает существенным ограничением. Моделируемые коле-
бания в качестве переменных используют частоту и фазу, в то время как величина осциллирующей
переменной, описывающей экономический или финансовый цикл, а также изменения амплитуды
циклов, не учитываются в модели. В результате этого, рассматриваемые модельные колебания
ограничиваются классом колебаний с постоянной амплитудой. Для решения задачи о синхрониза-
ции это ограничение не существенно, однако в задаче о генерации циклов оно представляется
достаточно важным, поскольку для реальных циклов характерно непостоянство амплитуды [15].
В связи с этим обстоятельством, предметом дальнейшего исследования становится построение
модифицированного варианта модели генерации экономических и финансовых циклов, как и
прежде, использующего идеи теории автоматического управления, но свободного от указанного
выше ограничения.

7. Модифицированная модель экономического осциллятора

Для построения модели экономического осциллятора воспользуемся аналогией с автома-
тической системой частотно-управляемого генератора. Будем рассматривать простую модель
генерации бизнес-цикла, описывающую колебательное поведение только одной переменной,
характеризующей экономическую активность – композитного индекса бизнес-цикла.

На рис. 9 представлена схема функционирования модели экономического осциллятора как
системы автоматического управления. Аналогично [36, 40] примем в качестве объекта управления
гипотетический экономический осциллятор EO, вырабатывающий текущую оценку величины
композитного индекса бизнес-цикла 𝐼ebc(𝑡) на выходе системы. Реальный сектор экономики
определяет величину реального композитного индекса бизнес-цикла 𝐼rbc(𝑡), поступающего на вход
системы (Положим ее постоянной на интересующих нас масштабах времени). Дискриминатор D
является сравнивающим элементом, где происходит сравнение 𝐼ebc(𝑡) и 𝐼rbc(𝑡). Выходной сигнал
дискриминатора 𝑈D проходит через фильтр F, убирающий высокочастотные шумовые компоненты.
С выхода фильтра сигнал 𝑈F поступает на управитель C, изменяющий оценку 𝐼ebc(𝑡) на ∆𝐼 в
сторону сближения c 𝐼rbc(𝑡).

Рис. 9. Схема функционирования модели экономического осциллятора как системы автоматического управления
(УЭО)

Fig. 9. Model of Controlled Economic Oscillator (CEO) as a system of automatic control:discriminator (D), filter (F),
control element C, economic oscillator (EO)
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Напишем уравнения для каждого элемента схемы рис. 9. Уравнение для EO можно записать
в виде:

𝐼ebc = 𝐼𝐻ebc + ∆𝐼, (4)

где 𝐼𝐻ebc – начальная оценка величины композитного индекса бизнес-цикла, ∆𝐼 – изменение
в оценке величины композитного бизнес-цикла под действием управителя C. Если считать
управитель C линейным и безинерционным элементом, то его уравнение можно записать в виде:

∆𝐼 = −𝑆𝑈F, (5)

где 𝑆 – крутизна характеристики управителя, минус означает смещение 𝐼ebc в сторону сближе-
ния с 𝐼rbc.

Уравнение для колебаний на выходе фильтра имеет вид:

𝑈F = 𝐾(𝑝)𝑈D, (6)

где 𝐾(𝑝) – передаточная функция фильтра, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡. Уравнение для сигнала с дискриминатора D
можно записать в виде:

𝑈D = 𝐸Φ(𝐼ebc(𝑡)− 𝐼rbc(𝑡)), (7)

где 𝐸 – максимальная величина сигнала на выходе дискриминатора D, Φ(𝐼ebc − 𝐼rbc) – нели-
нейность дискриминатора, нормированная к единице. Введем обозначение для текущего откло-
нения оценки композитного индекса от реального композитного индекса бизнес-цикла 𝐼(𝑡) =
= 𝐼ebc(𝑡)− 𝐼rbc(𝑡).

Предположим, что нелинейность дискриминатора имеет вид, представленный на рис. 10.
Возрастающий участок нелинейной характеристики можно интерпретировать как очевидный рост
выходного сигнала дискриминатора с ростом отклонения 𝐼(𝑡). Что касается падающего участка, то
его можно интерпретировать как выражение недоверия к экстремально большим отклонениям 𝐼 .

Введем параметр ∆𝐼max = 𝑆𝐸, как максимальное изменение в оценке композитного ин-
декса бизнес-цикла под действием управителя C, безразмерное текущее отклонение оценки
композитного индекса бизнес-цикла от реального композитного индекса 𝑥 = 𝐼/∆𝐼max, безраз-
мерное начальное отклонение оценки композитного индекса от реального композитного индекса
бизнес–цикла γ =

[︀
𝐼𝐻ebc − 𝐼rbc

]︀
/∆𝐼max. С учетом принятых обозначений из уравнений (4)–(7)

Рис. 10. Нелинейная характеристика дискриминатора

Fig. 10. Nonlinear characteristic of the discriminator

получаем операторное уравнение, описываю-
щее динамику рассматриваемой модели эконо-
мического осциллятора:

𝑥+𝐾(𝑝)Φ(𝑥) = γ. (8)

Здесь начальные условия при 𝑡 = 0 не произ-
вольные, а задаются как 𝑥(0) = γ. Уравнение
(8) хорошо известно в теории синхронизации
как описывающее нелинейную динамику систе-
мы автоматической синхронизации частотно-
управляемого генератора [36, 41].

Аналогичным образом можно записать
математическую модель динамики гипотети-
ческого финансового осциллятора, где в каче-
стве переменной будет использоваться компо-
зитный индекс финансового цикла. Надо отме-
тить, что параметры реальных бизнес-цикла и
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финансового цикла существенно зависят от экономической политики государства, непосредствен-
ных управляющих воздействий правительства, инвестбанков, Центрального банка, и фактически
все управляющие воздействия имеют целью, так или иначе, произвести целенаправленную кор-
рекцию параметров циклов – амплитуды, фазы, частоты. Это обстоятельство позволяет сделать
предположение, что именно эти участники финансового рынка и реального сектора экономики
осуществляют функции элементов цепи управления в предложенной схеме рис. 9 – гипотетических
сравнивающего элемента, управителя, фильтра.

8. Нелинейная динамика модели экономического осциллятоpa

Будем считать, что цепь управления в схеме рис. 9 является инерционной. Инерционность
цепи управления можно записать в виде

𝐾(𝑝) =
1

1 + 𝑎1𝑝+ 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3
. (9)

Вводя безразмерное время τ=𝑡/𝑎1 и безразмерные параметры 𝜀 = 𝑎2/𝑎
2
1, µ = 𝑎3/𝑎

3
1, запишем

уравнение (8) в виде динамической системы третьего порядка:

𝑑𝑥

𝑑τ
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑τ
= 𝑧, (10)

µ
𝑑𝑧

𝑑τ
= γ− 𝑥− 𝑦 − 𝜀𝑧 −Φ(𝑥).

Нелинейность дискриминатора зададим в виде:

Φ(𝑥) =
2β𝑥

1 + β2𝑥2
. (11)

Состояния равновесия системы (10) определяются уравнениями:

𝑦 = 0, 𝑧 = 0, γ− 𝑥 = Φ(𝑥). (12)

Графическое решение уравнений (12) качественно иллюстрирует рис. 11. На плоскости параметров
(β, γ) выделена область 𝐷, где существуют три состояния равновесия 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3. Вне области 𝐷
существует одно состояние равновесия 𝑂1 (𝑂3) [36, 41].

a b

Рис. 11. Графическое решение уравнения (12) и параметрический портрет

Fig. 11. Graphic solution of equation (12) and parameter plane
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Выберем значения параметров β и γ в области 𝐷, например, β = 10, γ = 1 и проведем
численный анализ поведения фазовых траекторий системы (10) в фазовом пространстве (𝑥, 𝑦, 𝑧).
На рис. 12 представлены полученные при 𝜀 = 0.8, µ = 2 проекция хаотического аттрактора
модели (10) вокруг состояния равновесия 𝑂3, и осциллограмма выходного колебания 𝑥(τ).

Можно рассмотреть и другую возможность получения хаотических колебаний на выходе
модельного экономического осциллятора (10). Рассмотрим случай инвертирования [42] нели-
нейности Φ(𝑥). Для этого заменим в (10) нелинейность Φ(𝑥) на нелинейность −Φ(𝑥). В этом
случае в системе (10), как и ранее, возможно существование трех состояний равновесия 𝑂̄1,
𝑂̄2, 𝑂̄3 (рис. 13). Численные эксперименты, проведенные при γ = 0.09, β = −10, 𝜀 = 0.85,
µ = 0.65 показали существование хаотического аттрактора, охватывающего все три состояния
равновесия. На рис. 14 дана проекция полученного хаотического аттрактора на плоскость (𝑥, 𝑦) и
осциллограмма выходного колебания 𝑥(τ).

Рис. 12. Проекция хаотических аттракторов модели (10), осциллограмма колебаний 𝑥(τ)

Fig. 12. Chaotic attractor projection of the model (10) and time series 𝑥(τ)

Рис. 13. Графическое решение уравнения (12) при инвертированной нелинейности дискриминатора

Fig. 13. Graphic solution of the equation (12) with inverse nonlinearity of discriminator

Рис. 14. Проекция хаотического аттрактора системы (10) с инвертированной характеристикой дискриминатора,
осциллограмма колебаний 𝑥(τ)

Fig. 14. Chaotic attractor projection of the model (10) with inverse nonlinearity of discriminator, oscillation 𝑥(τ)
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Сравнение полученных выходных колебаний в модели экономического осциллятора (рис. 12,
рис. 14) с примерами [15] реальных осциллограмм колебаний композитных индексов бизнес-
циклов и финансовых циклов позволяет сделать достаточно оптимистичный вывод о качественном
соответствии модельных и реальных колебаний.

9. Синхронизация хаотических колебаний

Схема синхронизации хаотических колебаний УЭО и УФО аналогична схеме на рис. 4,
где выходные колебания УЭО и УФО сравниваются на дискриминаторе D, в результате чего на
выходе дискриминатора формируется управляющее воздействие, пропорциональное разности
сравниваемых состояний осцилляторов. Далее управляющее воздействие подается в цепи управ-
ления УЭО и УФО с коэффициентами κ1 и κ2 соответственно. Модель взаимодействующих таким
образом хаотических УЭО и УФО, представляется следующей системой уравнений

𝑑31
𝑑τ

= 𝑦1,
𝑑𝑦1
𝑑τ

= 𝑧1,

µ1
𝑑𝑧1
𝑑τ

= γ1 − 𝑥1 − 𝑦1 − 𝜀1𝑧1 −Φ1(𝑥1)− κ1Φ3(ξ3),

𝑑32
𝑑τ

= 𝑦2,
𝑑𝑦2
𝑑τ

= 𝑧2,

µ2
𝑑𝑧2
𝑑τ

= γ2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝜀2𝑧2 −Φ2(𝑥2)− κ2Φ3(−ξ3).

(13)

Здесь Φ𝑖(ξ) = 2β𝑖ξ/(1 + β2𝑖 ξ
2), а нелинейную функцию связи Φ3(ξ3) в линейном приближении

можно принять Φ3(ξ3) = β3ξ3, где ξ3 = 𝑥1 − 𝑥2 или ξ3 = 𝑦1 − 𝑦2.
Рассмотрим случай, когда в модели (13) выбраны параметры УЭО и УФО, обеспечивающие

генерацию хаотических колебаний, при этом значения параметров УЭО и УФО выбираются
близкими, но разными, чтобы колебания несколько отличались. На рис. 15 представлены проекции
хаотического аттрактора системы (13) в отсутствие связей между осцилляторами. Из рис. 15, a, b
видно, что колебания хаотические, а из рис. 15, c, d следует, что эти колебания не синхронизованы.

Теперь рассмотрим влияние связей на структуру аттракторов. Численные эксперименты с
моделью (13) в случае, когда ξ3 = 𝑥1 − 𝑥2, показали, что при таком способе управления (управ-
ляющее воздействие формируется по рассогласованию переменных 𝑥) добиться синхронизации

a b c d

Рис. 15. Проекции хаотического аттрактора модели (13) при γ1 = 1.035, 𝜀1 = 0.78, µ1=0.89, β1=6, γ2=1.03,
𝜀2=0.8, µ2=0.88, β2 = 6 в отсутствие связей κ1 = κ2 = 0

Fig. 15. Chaotic attractor projections of the model (13) at γ1 = 1.035, 𝜀1 = 0.78, µ1=0.89, β1=6, γ2=1.03,
𝜀2=0.8, µ2=0.88, β2 = 6 at couplings absence κ1 = κ2 = 0
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a b

c d

e f

Рис. 16. Проекции хаотического аттрактора модели (13) при наличии связей по переменной 𝑦 (ξ3 = 𝑦1 − 𝑦2):
однонаправленных (a–d) и взаимных (e, f )

Fig. 16. Chaotic attractor projections of the model (13) with couplings by variable 𝑦 (ξ3 = 𝑦1 − 𝑦2): unidirectional (a–d),
mutual (e, f )

рассматриваемых колебаний не удается, более того, при таком способе управления даже неболь-
шой уровень связей (как однонаправленных, так и взаимных, как линейных, так и нелинейных)
при β3 = 5 приводит к кризису хаотического аттрактора.

Более оптимистичный результат демонстрирует модель (13), когда управляющее воздей-
ствие учитывает скорости изменения переменной 𝑥, то есть ξ3 = 𝑦1 − 𝑦2. Результаты численного
эксперимента для этого случая приведены на рис. 16. Они свидетельствуют, что этот вид связи
качественно не меняет структуру аттрактора – он остается хаотическим и практически не ме-
няется в размерах (рис. 16, a, b). Хаотические колебания на выходе УЭО и УФО могут быть
синхронизированы сравнительно небольшой однонаправленной связью (κ1=0, κ2=0.2, β3 = 5),
как нелинейной (рис. 16, d), так и линейной (рис. 16, c). Введение взаимных связей κ1=0.15,
κ2=0.2, β3 = 5 повышает точность синхронизации как при нелинейной (рис. 16, f ), так и ли-
нейной (рис. 16, e) связях. В рассмотренном случае, когда рассогласования параметров УЭО
и УФО малы, роль линейных и нелинейных связей практически неразличима. Обе эти связи
обеспечивают хорошую синхронизацию выходных колебаний УЭО и УФО.

Перейдем к анализу модели (13) с инвертированными характеристиками Φ1 и Φ2. На рис. 17
представлены проекции хаотического аттрактора системы (13) в отсутствие связей между осцилля-
торами. Здесь рассогласование параметров существенно больше, чем в случае неинвертированной
характеристики FD. Отметим, что колебания на выходе УЭО и УФО асинхронны. Далее предста-
вим результаты моделирования, направленные на синхронизацию колебаний модели (13) в случае
инвертированной характеристики.
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a b c d

Рис. 17. Проекции хаотического аттрактора модели (13) c инвертированной характеристикой FD при γ1 = 0.5,
𝜀1 = 0.9, µ1=1.0, β1 = −10, γ2 = 0.53, 𝜀2 = 1.05, µ2 = 1.2, β2 = −10 в отсутствие связей κ1 = κ2 = 0

Fig. 17. Chaotic attractor projections of the model (13) with inverse nonlinearity at γ1 = 0.5, 𝜀1 = 0.9, µ1=1.0,
β1 = −10, γ2 = 0.53, 𝜀2 = 1.05, µ2 = 1.2, β2 = −10 at couplings absence κ1 = κ2 = 0

Численный анализ движений модели (13) с инвертированной характеристикой FD в случае
ξ3 = 𝑥1−𝑥2 свидетельствует о дестабилизирующем характере связи базирующейся на рассогласо-
ваниях переменных 𝑥. Такой вид связи, также как и в случае с инвертированной характеристикой
FD, приводит к разрушению хаотических колебаний.

Поведение модели (13) с инвертированной характеристикой FD в случае ξ3 = 𝑦1 − 𝑦2 иллю-
стрирует рис. 18. Здесь рис. 18, a, b демонстрирует возможность синхронизации колебаний при
однонаправленных связях (κ1=0, κ2=0.5, β3 = 5), а рис. 18, c, d при взаимных связях (κ1=0.85,
κ2=0.5, β3 = 5). Проекции на рис. 18, a, c соответствуют нелинейной связи, а рис. 18, b, d –
линейной связи. Анализ проекций, представленных на рис. 18, a, b, c показывает, что в данном
случае при любых связях имеет место достаточно большие ошибки синхронизации. Скорее
всего, это связано с тем, что в этом примере изначально были взяты осцилляторы существенно
отличавшиеся друг от друга по параметрам. Рис. 18, d, отвечающий наличию взаимных линейных
связей, свидетельствует о том, что такой вид связи может приводить к регуляризации хаотических
колебаний.

a b

c d

Рис. 18. Проекции хаотического аттрактора модели (13) c инвертированной характеристикой FD при наличии
связей: однонаправленных (a, b) и взаимных (c, d)

Fig. 18. Chaotic attractor projections of the model (13) with inverse nonlinearity: unidirectional couplings (a, b), mutual
couplings (c, d)
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Заключение

Для задач моделирования динамики финансовых и экономических систем, в частности,
задач моделирования динамического поведения финансовых и экономических циклов, характерна
исключительная сложность, обусловленная естественными трудностями измерения параметров
таких моделей, а иногда и принципиальной невозможностью получения количественных оценок
параметров. Однако интерес к таким задачам огромен. Хотя такие модели не позволяют получить
конкретные оценки параметров реальных экономических и финансовых колебаний, тем не менее
они дают возможность понять механизмы генерации циклов, их взаимодействия и синхронизации,
а также возможность прогнозирования динамики циклов.

Проведенные исследования моделей динамики экономических и финансовых осцилляторов,
построенных с использованием аналогий с автоматической системой частотно-управляемого
генератора, показали перспективность таких моделей. Такие модели демонстрируют возможность
генерации различных типов сложных хаотических колебаний. Сравнение реальных экономиче-
ских (финансовых) хаотических колебаний с полученными модельными колебаниями показало
достаточно хорошее качественное сходство этих колебаний.

В ходе численных экспериментов установлено, что введение связей между модельными эко-
номическим и финансовым осцилляторами по координате 𝑥 не позволяет достичь синхронизации
хаотических колебаний осцилляторов даже при связывании достаточно близких по параметрам
осцилляторов. Однако, синхронизацию с удовлетворительной точностью удается достичь при
организации связей не по координате 𝑥, а по скорости ее изменения 𝑦. Можно предположить, что
это обстоятельство в известной степени объясняет, почему динамика достаточно простых эконо-
мических колебаний, хотя и являющихся хаотическими, поддается некоторому прогнозированию,
в то время как сложные хаотические колебания практически не поддаются прогнозированию. Дей-
ствительно, установление режима синхронизации существенно для прогнозирования динамики,
однако, как упоминалось выше, для достижения синхронизации сложных хаотических колеба-
ний измерять величины только экономических координат 𝑥 недостаточно, важно производить
измерения скоростей 𝑦 изменения этих координат, что, по-видимому, сделать затруднительно при
измерениях параметров экономических и финансовых колебаний в реальном времени.

В целом, приведенные результаты позволяют сделать достаточно оптимистичный вывод
о перспективности моделей экономических осцилляторов, основанных на аналогиях с система-
ми автоматического управления, для изучения динамики экономических и финансовых систем,
что может стимулировать детальное изучение в дальнейшем динамических свойств предложен-
ных моделей осцилляторов в зависимости от параметров, а также динамики ансамблей таких
осцилляторов.
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