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Аннотация. Целью данной работы является изучение особенностей влияния внешнего воздействия, а именно ос-
мотического давления, на раковые клетки. Методы. Для этого были рассмотрены пространственно-распределенные
системы, описывающие динамику трехмерной клеточной решетки, клеточного сфероида и клеточной поверхности.
Рассматриваемая модель основана на базовых принципах гидродинамики, а ее моделирование проводилось при помощи
модифицированного метода Эйлера. Результаты. В работе предлагаются трехмерные модели для изучения динамики
раковых клеток в эпидермальном слое кожи; модели включают в себя возможность добавления дополнительного давле-
ния и его изменения при помощи одного параметра. Показывается, что при определенных значениях осмотического
давления во всех рассмотренных моделях можно добиться замедления роста раковых клеток.
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Abstract. The purpose of this work is to study the peculiarities of external influence, namely osmotic pressure, on cancer cells.
Methods. For this purpose, spatially distributed systems describing the dynamics of a three-dimensional cell lattice, a cell
spheroid, and a cell surface have been considered. The studied models are based on the basic principles of hydrodynamics, and
their numerical simulation has been performed using a modified Euler method. Results. The paper proposes three-dimensional
models to study the dynamics of cancer cells in the epidermal layer of the skin; the models include the possibility of adding
additional pressure and changing it with a single parameter. It is shown that it is possible to achieve a slowdown of cancer cell
growth in all considered models at certain values of osmotic pressure.
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Введение

Изучение особенностей самоорганизации и процесса формирования пространственно-
временных структур является одним из основных направлений нелинейной динамики [1, 2]. Один
из механизмов самоорганизации был описан А. Тьюрингом и основывался на нелинейном взаимо-
действии компонентов системы и процессе переноса [3]. На данный момент вопрос формирования
пространственно-временных структур объединяет несколько направлений науки [4–6].

В данной работе рассматривается формирование структур раковых клеток в эпидермальном
слое кожи. Злокачественная опухоль представляет собой гетерогенную экосистему раковых клеток,
поэтому модели, описывающие соответствующую динамику во времени, должны учитывать не
только свойства здоровых и раковых клеток, но и их микроокружение [7–9]. Микроокружение
является ключевым фактором развития опухоли. Например, внешнее воздействие на раковые
клетки может снижать их скорость роста [10], вызывать апоптоз или увеличивать их метастати-
ческий потенциал [11,12]. В последнее время стали появляться работы, описывающие влияние
дополнительного давления на рост раковых клеток и метастазы. Так, в работе [13] было показано,
что первичные клетки меланомы чувствительны к низкому осмотическому давлению.

С учетом особенностей микроокружения пространственно-временная динамика раковых
клеток была описана на примере как дискретных [14], так и непрерывных моделей [15, 16].
В этой статье рассматривается модель, предложенная в работе [16]. Она основывается на прин-
ципах гидродинамического взаимодействия, при этом рост числа раковых клеток подчиняется
логистическому уравнению. Целью данной работы является установление особенностей влия-
ния дополнительного давления на динамику роста раковых клеток в условиях дополнительного
осмотического давления. В качестве систем рассматривается трехмерная клеточная решетка и
клеточный сфероид [17–19].
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1. Исследуемая система

1.1. Основные понятия и система уравнений. Исследуемая система, рассматриваемая
в этой статье, основана на системе дифференциальных уравнений в частных производных,
предложенной в [16], которая описывает динамику формирования пространственно-временных
структур раковых клеток на поверхности кожи. Рассмотрим слой эпидермальных клеток на
базальной мембране. В статье [16] предполагается, что слой клеток достаточно тонкий и его
можно рассматривать как двумерную (2D) систему, характеризующуюся двумерным вектором
𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦) положения в пространстве.

Вся рассматриваемая поверхность может содержать как здоровые, так и раковые клетки.
Обозначим их отношение к общему числу клеток в выбранной области пространства и времени
как ψ(𝑟⃗, 𝑡) и φ(𝑟⃗, 𝑡), соответственно. При этом в каждой точке ψ + φ = 1. Таким образом, обе
величины принимают значения от 0 до 1, и точке в области только с раковыми клетками будут
соответствовать φ = 1, ψ = 0. Стоит отметить, что величины φ и ψ описывают не количество
клеток, а отношение раковых и здоровых клеток к общему числу клеток из выбранной области
пространства, поэтому условие ψ + φ = 1 не говорит о сохранении общего числа клеток во
времени, что не противоречит делению клеток.

Для перехода к гидродинамическому описанию системы введем локальные скорости 𝑣⃗φ(𝑟⃗, 𝑡)
и 𝑣⃗ψ(𝑟⃗, 𝑡) для раковых и здоровых клеток, соответственно. С учетом условий несжимаемости,
динамика роста числа раковых клеток и, соответственно, уменьшения числа здоровых клеток
описывается при помощи следующего уравнения непрерывности:

𝜕φ
𝜕𝑡

+∇ · (φ𝑣⃗φ) = Γ(φ), (1)

где Γ(φ) представляет собой скорость распространения раковых клеток, которая в этой статье
и в работе [16] представляет собой логистическое уравнение, часто применяемое для анализа
популяционной динамики:

Γ(φ) = γφ
(︁
1− φ
φ∞

)︁
, (2)

где γ > 0 – это коэффициент роста, φ∞ ≈ 0.6− 0.8 – это максимальное соотношение раковых и
здоровых клеток [16, 20].

Уравнение (1) описывает эволюцию раковой области, но его можно легко переписать для
случая здоровых клеток путем замены всех φ на ψ в левой части уравнения и знака −Γ(φ) в
правой части. Так как число раковых и здоровых клеток связано между собой, можно перейти к
уравнениям, которые учитывают общую динамику, и из которых легко можно получить динамику
распространения как раковых, так и здоровых клеток. Дальнейшее описание будет проводиться
для усредненной скорости 𝑣⃗ = φ𝑣⃗φ +ψ𝑣⃗ψ, которая представляет собой соленоидальное векторное
поле. Тогда условие несжимаемости такой системы:

∇ · 𝑣⃗ = 0. (3)

Конечная система уравнений, введенная в [16], представляет собой

𝜕φ
𝜕𝑡

= −∇ · (φ𝑣⃗) + 𝐿∇2µ+ Γ(φ), (4)

ρ
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
= η∇2𝑣⃗ −∇𝑝+∇ · Σ− ζ𝑣⃗, (5)

где 𝐿 – коэффициент переноса, µ – химический потенциал, ρ – массовая плотность, η – вязкость,
ζ – коэффициент трения, Σ – тензор напряжений, в состав которого входит градиент концентрации,
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𝑝 – это давление, градиент которого учитывается в системе уравнений (4, 5). Для упрощения
модели считаем, что 𝐿, ρ и η являются константами и не зависят от φ. Слагаемое −ζ𝑣⃗ описывает
диссипацию в результате трения между слоем эпидермиса и базальной мембраной, что является
реалистичным предположением согласно [16]. Кроме того, коэффициент трения ζ контролирует
прочность гидродинамических взаимодействий. В частности, гидродинамика не играет никакой
роли при ζ→ ∞, и гидродинамическое взаимодействие имеет место при ζ→ 0.

Химический потенциал µ и тензор Σ напряжений описываются следующими уравнениями
[16,21]:

µ =
1

αβ

[︁
ln
φ

1− φ
+ χ(1− 2φ)

]︁
− κ∇2φ, (6)

где β−1 соответствует энергии системы, а α – единице размера рассматриваемой системы
α ≈ 10−5 м, то есть расстоянию между элементами решетки при численном моделировании.
Параметр χ контролирует фазовое расслоение (в рассматриваемой системе оно происходит
при χ > 2).

Σ𝑥𝑦 = −κ 𝜕φ
𝜕𝑟𝑥

𝜕φ
𝜕𝑟𝑦

, (7)

где κ – это величина, связанная с линейным натяжением в клеточном пространстве.

1.2. Система уравнений в безразмерном виде. Дополнительное давление. В уравнении
(6) содержатся дополнительные параметры α и β, необходимые для моделирования системы.
α = 10−5 м соответствует единице размера системы. В этом случае моделирование решетки
100×100 элементов будет соответствовать поверхности 1 × 1 мм. Величина β−1 ≈ 10−12 Дж
соответствует энергии системы [16]. При моделировании системы также необходимо учесть шаг
по времени, который в статье [16] задавался как ∆𝑡 = α4β/𝐿.

При переходе к безразмерному виду параметры системы преобразуются следующим обра-
зом [16]:

⃗̃𝑣 =
α3β
𝐿

𝑣, γ̃ =
α4β
𝐿
γ, κ̃ = βκ, ρ̃ =

𝐿2

α4β
ρ, η̃ =

𝐿

α2
η, ζ̃ = 𝐿ζ. (8)

Исходя из внутренней энергии системы β−1 и единицы размера α, общее давление может
быть вычислено как Π0 ∼ 1

α3β ≈ 103 Па [16,20,22]. Общее давление косвенно связано с давлением
𝑝 из уравнения (5), но не зависит от координат. Наряду с α и β, давление Π0 входит в неявном виде
в некоторые параметры системы уравнений (4–7). Поэтому, чтобы иметь возможность изменять
это давление, введем дополнительный параметр Ω, который будет отвечать за управляемое
давления Π в системе по сравнению с изначальным давлением Π0 из работы [16], Π = ΩΠ0.

Тогда система уравнений в безразмерном виде с учетом возможного изменения давления
при помощи введенного параметра Ω становится:

𝜕φ
𝜕𝑡

= −∇ · (φ⃗̃𝑣) + 𝐿∇2µ̃+ Γ̃(φ),

Ωρ̃
𝜕⃗̃𝑣

𝜕𝑡
= η̃∇2⃗̃𝑣 −∇𝑝+∇ · Σ̃− ζ̃⃗̃𝑣

(9)

с вспомогательными безразмерными параметрами

µ̃ =
1

αβ

[︁
ln
φ

1− φ
+ χ(1− 2φ)

]︁
− κ∇2φ,

Γ̃(φ) =
γ̃
Ω
φ
(︀
1− φ
φ∞

)︀
.

(10)
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Тензор Σ̃ для двумерного случая в безразмерном виде определяется как

Σ̃𝑥𝑦 = −κ̃ 𝜕φ
𝜕𝑟𝑥

𝜕φ
𝜕𝑟𝑦

. (11)

Таким образом, система уравнений (9) в безразмерном виде соответствует исследуемой
системе из [16], но с учетом дополнительного давления, которое контролируется параметром Ω.
Безразмерные параметры в этой статье зафиксированы в соответствии с работой [16]: χ = 2.5,
κ̃ = 1, ρ̃ = 0.3, η̃ = 1, ζ̃ = 0.

2. Методы

Моделирование системы (9) проводилось при помощи среды разработки Matlab и разрабо-
танных программ на языке программирования C++. При моделировании непрерывная система
заменяется решеткой размером 𝑁𝑥×𝑁𝑦. Тогда переменные φ, ⃗̃𝑣, µ̃, Γ̃ следует понимать как
матрицы размером 𝑁𝑥×𝑁𝑦, и их частные пространственные производные первого порядка рас-
считываются как

𝜕φ
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

=
1

2δ𝑥

(︁
φ𝑖,𝑗+1 − φ𝑖,𝑗−1

)︁
,

𝜕φ
𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

=
1

2δ𝑦

(︁
φ𝑖+1,𝑗 − φ𝑖−1,𝑗

)︁
, (12)

где 𝑖 соответствует индексу элемента решетки по направлению 𝑟⃗𝑦, а индекс 𝑗 соответствует
направлению 𝑟⃗𝑥. Величины δ𝑥 и δ𝑦 отвечают за расстояние между элементами решетки по 𝑟⃗𝑥 и
𝑟⃗𝑦. Система (9) составлена таким образом, чтобы при моделировании δ𝑥 = δ𝑦 = 1. Тогда частные
производные второго порядка могут быть найдены следующим образом:

𝜕2φ
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= φ𝑖,𝑗+1 + φ𝑖,𝑗−1 − 2φ𝑖,𝑗 ,
𝜕2φ
𝜕𝑦2

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= φ𝑖+1,𝑗 + φ𝑖−1,𝑗 − 2φ𝑖,𝑗 . (13)

Для моделирования системы во времени использовался метод Эйлера с шагом ℎ = 0.01.
Начальные условия для матрицы φ были заданы случайно с равномерным распределением

со средним φ0 = 0.3 и отклонением 10−6. Начальные условия для скорости были заданы случайно
с учетом условия ∇ · ⃗̃𝑣 = 0. В логистическом уравнении параметр φ∞ был задан как 0.8.

Компоненты двумерного безразмерного тензора Σ̃ рассчитывались следующим образом:

Σ̃𝑥𝑥
⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= −κ
(︁𝜕φ
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

)︁2
, Σ̃𝑦𝑦

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= −κ
(︁𝜕φ
𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

)︁2
,

Σ̃𝑥𝑦
⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= Σ̃𝑦𝑥
⃒⃒⃒
𝑖,𝑗

= −κ𝜕φ
𝜕𝑥

𝜕φ
𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗
.

(14)

3. Влияние дополнительного давления на поверхность

В отличие от системы, предложенной в работе [16], система уравнений (9) учитывает
возможность изменения давления при помощи параметра Ω. Чтобы показать, что введенная
система уравнений не противоречит исходной, для начала рассмотрим влияние параметра Ω на
двумерную поверхность.

На рис. 1 приведены результаты моделирования системы (9) при параметрах Ω = 1, 2,
3 и скорости роста γ = 3 · 10−3. Параметр Ω = 1 соответствует такому же давлению, как в
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Рис. 1. Временная эволюция двумерной системы (9) размером 200×200 на примере переменной φ для параметров
Ω = 1, 2, 3. Остальные параметры: γ̃ = 3 · 10−3, χ = 2.5, κ̃ = 1, ρ̃ = 0.3, η̃ = 1, ζ̃ = 0. Светло-серый цвет
соответствует областям с раковыми клетками, темно-серый цвет – областям с преобладанием здоровых клеток

Fig. 1. Temporal evolution of the two-dimensional system (9) of size 200×200 for the variable φ in case of parameters
Ω = 1, 2, 3. The other parameters are γ̃ = 3 · 10−3, χ = 2.5, κ̃ = 1, ρ̃ = 0.3, η̃ = 1, ζ̃ = 0. Light gray color corresponds
to areas with cancer cells, dark gray color corresponds to areas with predominance of healthy cells

работе [16] Π = Π0 ≈ 10−3 Па. Параметры Ω = 2 и Ω = 3 соответствуют Π = 2Π0 и Π = 3Π0.
Размер решетки составляет 200× 200, что можно интерпретировать как поверхность эпидермиса
размером 2×2 мм.

Как видно из рис. 1, дополнительное давление 2Π0 и 3Π0 (средняя и нижняя строки на
рисунке) приводят к замедлению роста областей с раковыми клетками по сравнению с давлением
Π0 (верхняя строка). Еще одной особенностью является то, что в отличие от Ω = 1, в случае Ω = 2,
3 раковые области не объединяются в более сложные паттерны, а остаются изолированными.
Даже в момент времени 𝑡 = 500, когда при Ω = 1 большая часть областей с раковыми клетками
уже объединилась в сложные паттерны.

4. Влияние дополнительного давления на пластинку ненулевой толщины

Рассмотрим усложненную трехмерную модель. Система уравнений (9) может быть исполь-
зована для моделирования пластинки ненулевой толщины в том же виде, что и для двумерной
поверхности, если предположить, что верхние слои системы достаточно легкие, чтобы не созда-
вать дополнительное давление на нижние слои. С точки зрения численного моделирования все
величины, такие как, например, φ и ⃗̃𝑣, которые в разделах 1.2 – 3 рассматривались как матрицы
𝑁𝑥×𝑁𝑦, теперь становятся трехмерными матрицами 𝑁𝑥×𝑁𝑦×𝑁𝑧 .

На рис. 2 приведены результаты численного моделирования такой трехмерной системы.
Размер рассматриваемой решетки составляет 200×200×30 элементов, что соответствует площадке
эпидермального слоя размером 2×2×0.3 мм.
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С точки зрения моделирования трехмерная система аналогична двумерной. Основным
отличием является появление третьей частной производной. В этой статье расстояние между
соседними элементами трехмерной решетки одинаково по всем трем направлениям 𝑟⃗𝑥, 𝑟⃗𝑦, 𝑟⃗𝑧 .
Соответственно, пространственные производные по направлению 𝑟⃗𝑧 вычисляются аналогично
(12), (13):

𝜕φ
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗,𝑘

=
1

2

(︁
φ𝑖,𝑗,𝑘+1 − φ𝑖,𝑗,𝑘−1

)︁
,

𝜕2φ
𝜕𝑧2

⃒⃒⃒
𝑖,𝑗,𝑘

= φ𝑖,𝑗,𝑘+1 + φ𝑖,𝑗,𝑘−1 − 2φ𝑖,𝑗,𝑘.

(15)

Тензор Σ̃ теперь становится трехмерным тензором с компонентами Σ̃𝑥𝑦𝑧 = −κ̃𝜕φ𝜕𝑥
𝜕φ
𝜕𝑦

𝜕φ
𝜕𝑧 .

Рис. 2, так же, как рис. 1 содержит временную эволюцию исследуемой модели для трех
разных значений давления Π = Π0 (верхние фрагменты), Π = 2Π0 (средние) и Π = 3Π0 (нижние).
Каждый из фрагментов состоит из двух изображений: нижние показывают вид всей моделируемой

Рис. 2. Временная эволюция трехмерной системы (9) размером 200×200×30 на примере переменной φ для
параметров Ω = 1, 2, 3. Остальные параметры такие же, как на рис. 1

Fig. 2. Temporal evolution of the three-dimensional system (9) of size 200×200×30 for the variable φ in case of
parameters Ω = 1, 2, 3. The rest parameters are the same as in Fig. 1
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Рис. 3. Рост соотношения областей с преобладанием раковых клеток по сравнению с общим числом элементов для
двумерной (a) и трехмерной (b) моделей. Значения параметров, управляющих давлением, Ω = 1, 2, 3. Остальные
параметры такие же, как на рис. 1

Fig. 3. Increase in the ratio of areas with a predominance of cancer cells compared to the total number of elements for the
two-dimensional (a) and three-dimensional (b) models. The values of the parameters controlling pressure are Ω = 1, 2, 3.
Other parameters are the same as in Fig. 1

площадки, а верхние – вид на площадку сверху. Как видно из рис. 2, в трехмерном случае
сохраняется замедление роста областей с преобладанием раковых клеток при увеличении давления
Π. Для наглядности на рис. 3 приведены графики роста процентного соотношения областей с
преобладанием раковых клеток для трех рассматриваемых значений давления в случае двумерной
(рис. 3, a) и трехмерной (рис. 3, b) моделей.

В обеих системах для всех значений давления рост процентного соотношения областей с
преобладанием раковых клеток происходит скачком до некоторого начального значения, и затем
наблюдается примерно линейный рост. На рис. 3 светло-серые графики были построены для
давления Π = Π0. Это давление соответствует наибольшему скачку. Увеличение давления Π
уменьшает начальный скачок числа раковых клеток и приводит к замедлению роста. Графики для
давления Π = 2Π0 и Π = 3Π0 показаны темно-серым и черным цветом.

5. Моделирование сфероида

Для некоторых задач удобнее рассматривать не площадку, как это было в разделе 4, а модель
сфероида [17–19]. Система уравнений (9) может быть адаптирована и для этого случая.

Для этого перейдем от декартовой системы координат (𝑟⃗𝑥,𝑟⃗𝑦,𝑟⃗𝑧) к сферической (𝑟⃗θ,𝑟⃗3,𝑟⃗ρ).
Расстояние между элементами сфероида остается одинаковым δθ = δ3 = δρ = 1. Поэтому
пространственные частные производные задаются аналогичным (12), (13), (15) образом. Так как
в сферической системе координат углы и радиус задаются в интервалах θ ∈ [0;π), 3 ∈ [0; 2π),
ρ ∈ [0; +∞), внешний размер сфероида должен иметь следующие соотношения 𝑁3 = 2𝑁θ,
𝑁ρ = 𝑁θ/π.

Чтобы сохранить примерное равенство единиц, размеры сфероида был заданы как 𝑁θ = 180,
𝑁3 = 360, 𝑁ρ = 𝑁3/(2π) ≈ 57. Таким образом, рассматриваемый сфероид представляет собой
шар диаметром примерно 0.1 мм. На рис. 4 приведена временная эволюция такого сфероида при
давлении Π = Π0. При увеличении давления особенности динамики областей с преобладанием
раковых клеток были полностью аналогичны двумерной и трехмерной системам, рассмотренным
в предыдущих разделах.
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Рис. 4. Временная эволюция клеточного сфероида, описываемого системой (9). Верхние фрагменты описывают
состояние переменной φ во времени. Светло-серый цвет соответствует областям с раковыми клетками, темно-
серый цвет – областям с преобладанием здоровых клеток. Нижние фрагменты показывают состояние областей
с раковыми клетками, области со здоровыми клетками не показаны. Давление в системе Π = Π0, остальные
параметры такие же, как на рис. 1

Fig. 4. Temporal evolution of the cellular spheroid described by the system (9). The top panels describe the state of the
φ-variable in time. The light gray color corresponds to areas with cancer cells, and the dark gray color corresponds to
areas with a predominance of healthy cells. The lower panels represent the state of the areas with cancer cells, while the
areas with healthy cells are not shown. Pressure in the system is Π = Π0, other parameters are the same as in Fig. 1

Заключение

В данной работе описана модель, характеризующая динамику роста раковых клеток в эпи-
дермальном слое кожи в условиях дополнительного осмотического давления. Принципы работы
системы были основаны на двумерной модели, предложенной в работе [16]. Модифицированная
нами модель учитывает возможность создания трехмерной системы и изменения давления в
системе при помощи одного параметра Ω. При этом конечное давление в модели определяется
как Ω · Π0, где Π0 – это изначальное давление в системе. В статье введены два дополнительных
значения параметра Ω = 2 и 3. Влияние осмотического давления рассматривалось для двумерной
клеточной поверхности, трехмерной площадки ненулевой толщины и клеточного сфероида. Для
всех систем рост процентного соотношения областей с преобладанием раковых клеток происходил
скачком до некоторого начального значения с последующим линейным ростом. Дополнитель-
ное давление приводило к замедлению этого роста и уменьшению начального процентного
соотношения.
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