
Изв. вузов «ПНД», т. 17, № 2, 2009 УДК 534.1

СИНХРОНИЗАЦИЯ РЕГУЛЯРНЫХ, ХАОТИЧЕСКИХ
И СТОХАСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

В.С. Анищенко, В.В. Астахов, Т.Е. Вадивасова, Г.И. Стрелкова
Под общей редакцией проф. В.С. Анищенко

c© В.С. Анищенко, В.В. Астахов, Т.Е. Вадивасова, Г.И. Стрелкова, 2008
c© НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2008
М.–Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2008. 144 с.
ISBN 978-5-93972-701-3

Книга посвящена систематическому изложению результатов теоретического, числен-
ного и экспериментального анализа эффектов синхронизации периодических, квазипери-
одических, хаотических и стохастических колебаний. Подробно излагается классическая
теория синхронизации и обсуждаются пределы ее применимости к изучению эффекта
синхронизации квазипериодических и непериодических колебаний. Книга может быть
рекомендована в качества учебного пособия по курсу «Нелинейная теория колебаний»
для физико-математических специальностей университетов. Ориентирована на студен-
тов старших курсов, аспирантов, молодых ученых и преподавателей. Книга включает 78
иллюстраций и список литературы, содержащий 134 наименования.
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Литература

Предисловие

Синхронизация – одно из фундаментальных свойств нелинейных систем, кото-
рое заключается в установлении определенных соотношений между характерными
временами, частотами или фазами колебаний парциальных систем в результате их
взаимодействия. Эффект синхронизации, открытый Гюйгенсом [1] в XVII, веке иг-
рает огромную роль в природе и технике, что отражено в ряде монографий [2–16].
Большое влияние на создание теории синхронизации оказало развитие электрон-
ных средств связи в первой половине XX века. В связи с чем можно отметить из-
вестную работу ван дер Поля [17]. В дальнейшем была детально разработана став-
шая классической теория синхронизации периодических автоколебаний [2–5, 9, 10,
13, 18–26], в том числе в присутствии шума [27–31]. Имеются работы (хотя и не в
столь значительном количестве), посвященные синхронизации квазипериодических
колебаний [32–35].

В рамках классической теории различают вынужденную синхронизацию, т.е.
синхронизацию автоколебаний внешним сигналом, и взаимную синхронизацию, на-
блюдающуюся при взаимодействии двух автоколебательных систем. В обоих случа-
ях проявляются одни и те же эффекты, связанные с двумя классическими механизма-
ми синхронизации: захватом собственных частот (и, соответственно, фаз) колебаний
или же подавлением одной из двух независимых частот.
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Пусть Φ1(t) и ω1 – фаза и частота одного квазигармонического автогенератора,
а Φ2(t) и ω2 – фаза и частота другого, связанного с ним автогенератора. Условия
синхронизации формулируются как

mΦ1(t)− nΦ2(t) = const (1)

и

mω1 = nω2, (2)

где m и n — целые числа. Условия (1), (2) определяют эффект захвата фаз и частот,
который должен выполняться в некоторой области значений управляющих парамет-
ров, называемой областью синхронизации. Простейший случай 1:1 (m = n = 1)
соответствует основной области синхронизации или области синхронизации на ос-
новном тоне.

Явление синхронизации автоколебаний в рамках хорошо разработанной тео-
рии синхронизации периодических колебаний уже многие годы привлекает особое
внимание исследователей. Отчасти это обусловлено важностью данного явления с
точки зрения практических приложений. В качестве примера можно привести син-
хронизацию электронных часов внешним воздействием высокостабильного гене-
ратора, в результате которой обеспечивается высокая точность времени в системе
транспорта. Синхронизация мощных генераторов периодических колебаний с по-
мощью слабого воздействия от внешнего высокостабильного генератора позволяет
существенно улучшить их характеристики, такие как стабильность частоты, флукту-
ации амплитуды и фазы и другие.

В последние годы интерес к эффекту синхронизации проявляют биологи, хи-
мики и даже представители социальных и экономических наук. Отмечено синхрон-
ное поведение взаимодействующих клеток живой ткани, ансамблей нейронов, био-
логических популяций и т.д. Однако весьма существенно при исследовании этих
проблем то, что анализируемые колебательные процессы здесь не всегда являются
строго периодическими. Естественно, возникают многие вопросы о применимости
классической теории синхронизации к такого рода колебательным процессам.

С открытием и доказательством возможности существования хаотических (непе-
риодических) колебаний как особых решений дифференциальных уравнений есте-
ственно возникла проблема синхронизации таких колебаний. Появилось большое
количество публикаций по этой проблеме [36–46], однако более или менее общей
теории синхронизации хаотических колебаний пока не создано. Этому есть весомые
причины, обусловленные широким спектром различных характеристик хаотических
колебаний, отсутствием единого понимания сути эффекта и наличием неопределен-
ности понятий фазы и частоты хаотических колебаний.

Не так давно было обнаружено, что явление подобное синхронизации можно
наблюдать в классе колебательных систем, не являющихся, строго говоря, автоге-
нераторами. Речь идет о так называемых стохастических осцилляторах – нелиней-
ных диссипативных системах, в которых колебания возникают под действием шума.
Различают два типа стохастических осцилляторов: возбудимые осцилляторы и би-
стабильные осцилляторы. Для возбудимых систем характерна генерация импульсов
в условиях, когда сигнал внешнего воздействия превышает некоторый пороговый
уровень. В результате действия шума такая система совершает стохастические ко-
лебания, представляющие собой случайную последовательность импульсов. Биста-
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бильный стохастический осциллятор – это нелинейная система с двумя устойчивы-
ми состояниями. Присутствие шума приводит к случайным переключениям системы
из одного состояния в другое. В обоих случаях колебания описываются статисти-
ческими характеристиками, такими как средняя частота импульсов зажигания или
средняя частота переключений. Эффекты частичного (нестрогого) захвата средних
частот и мгновенных фаз колебаний в системах указанного типа исследовались в
ряде работ [14, 47–50] По сути дела, в такого рода системах речь должна идти о так
называемой «стохастической синхронизации», то есть о синхронизации случайных
колебательных процессов.

В предлагаемой вниманию читателя книге делается попытка дать ответ на во-
прос: возможно ли использовать и, если необходимо, в некотором смысле обобщить
классические представления о синхронизации периодических колебаний на случай
более сложных, квазипериодических, хаотических и стохастических колебаний? Ес-
ли да, то нужно четко сформулировать границы применимости идей классической
теории синхронизации к более сложным типам автоколебаний и выделить те кон-
кретные типы колебательных процессов, для которых можно конструктивно исполь-
зовать классические представления.

Книга включает пять глав. В первой главе последовательно излагается класси-
ческая теория синхронизации квазигармонических колебаний на примере синхрони-
зации генератора ван дер Поля. Описаны важные аспекты теории, которые использу-
ются в качестве основы при рассмотрении синхронизации более сложных колебаний.
Во второй главе излагается теория синхронизации генераторов типа ван дер Поля
в условиях внешнего аддитивного шумового воздействия. Изложение ведется на ос-
нове классических работ Р.Л. Стратоновича. В третьей главе приведены результаты
исследований синхронизации квазипериодических колебаний на примере колебаний
с двумя независимыми частотами. Обсуждаются особенности применимости идей
и выводов классической теории к случаю автогенератора квазипериодических коле-
баний. Четвертая глава посвящена анализу эффектов синхронизации хаотических
колебаний. Показано, что наиболее конструктивно идеи классической теории можно
использовать применительно лишь к особому типу хаотических автоколебаний, от-
вечающих режиму фазо-когерентного хаотического аттрактора. Наконец, пятая гла-
ва посвящена описанию эффектов синхронизации стохастических автоколебаний.
Рассматриваются колебания, индуцированные шумом в бистабильных системах, и
хаотические переключения в динамических системах с кризисом аттракторов.

Особенностью предлагаемой книги является следующее. При изложении клас-
сической теории синхронизации большее, чем обычно принято в учебных пособиях,
внимание уделялось анализу бифуркаций устойчивых и неустойчивых синхронных
движений в моделях различного уровня сложности (фазовое уравнение, укорочен-
ные уравнения для амплитуды и фазы, уравнение неавтономного осциллятора ван
дер Поля); все представленные в работе графические иллюстрации были получе-
ны авторами специально для этой книги или взяты из оригинальных публикаций
авторов. При расчетах использовались компьютерные программы, созданные на ка-
федре радиофизики и нелинейной динамики Саратовского госуниверситета, а также
специальные программные комплексы [51].

148



Настоящее пособие ориентировано на студентов, аспирантов и преподавателей
вузов по специальностям, включающим изучение теории колебаний, и может быть
рекомендовано в качестве учебного пособия по курсу теории колебаний.

В пособии использованы научные результаты авторов, полученные в рамках
Программы Министерства образования и науки РФ «Развитие научного потенци-
ала высшей школы». Авторы выражают благодарность дирекции Инновационного
образовательного проекта СГУ за частичное финансирование работ по созданию на-
стоящего пособия.

Авторы пользуются возможностью поблагодарить аспирантов кафедры
С.М. Николаева и С.А. Коблянского за проведение ряда сложных компьютерных экс-
периментов. Мы также благодарны воспитанникам кафедры А.Б. Нейману, И.А. Хо-
ванову, А.Н. Сильченко, Б.В. Шульгину, которые являются авторами и соавторами
ряда научных работ, использованных в книге.
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