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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ ПЕРЕКЛЮЧАТЕЛЬНАЯ АКТИВНОСТЬ
В АНСАМБЛЕ НЕИДЕНТИЧНЫХ СИСТЕМ ПУАНКАРЕ

А. О. Михайлов, М. А. Комаров, Г. В. Осипов

В работе анализируется последовательная переключательная активность в ансамбле
тормозно связанных систем Пуанкаре. В ходе исследования обнаружено существование
гетероклинического контура в фазовом пространстве при асимметричной тормозной свя-
зи при определённом значении параметра скорости связи.

Изучена динамика ансамбля тормозно и диффузионно связанных неидентичных си-
стем Пуанкаре. Построены приближенные бифуркационные диаграммы для всех каче-
ственно различных режимов активности сети и определены области пространства пара-
метров, соответствующие различным динамическим режимам, таким как мультистабиль-
ность, вымирание, модуляция, последовательная пачечная активность и синхронизация.

Ключевые слова: Последовательная активность, гетероклинический контур, синхро-
низация.

Введение

Многие динамические процессы в нейронных ансамблях представляют собой
последовательные переключения активности между отдельными элементами и (или)
группами элементов. Такая последовательная нейронная активность может быть свя-
зана со многими физиологическими функциями нервной системы [1–3]. Генерация и
распространение возбуждения между отдельными элементами, а также между груп-
пами нейронов играют важнейшую роль в функционировании мозга и нервной си-
стемы в целом. Например, известно, что подобный тип активности является неотъ-
емлемым свойством нейронных сетей в сенсорных и двигательных системах жи-
вотных [4]. Также, определённый отдел мозга птиц генерирует последовательности
пачечной активности, которые, в свою очередь, управляют голосовым аппаратом и
обеспечивают воспроизведение песни [5].

С точки зрения нелинейной динамики причиной последовательной активно-
сти в нейронных сетях может быть существование устойчивого гетероклинического
контура в фазовом пространстве динамической системы, моделирующей активность
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нейронной сети [6, 7]. В основе генерации последовательных переключений актив-
ности лежит принцип беспобедительной конкуренции [8]. Суть этого принципа за-
ключается в последовательном прохождении изображающей точки в окрестности
определённой седловой траектории, что означает активацию определённого нейрона
или группы нейронов [9,10]. Таким образом, устойчивый гетероклинический контур
в фазовом пространстве является математическим образом последовательных пере-
ключений активности в ансамблях связанных нейронов.

В данной работе исследуется вопрос о существовании устойчивого гетерокли-
нического контура между седловыми предельными циклами в ансамбле связанных
систем Пуанкаре. Данная система была выбрана в связи с тем, что она допускает
аналитическое исследование, в отличие от моделей типа Ходжкина–Хаксли, слож-
ность которых приводит к тому, что изучение их динамики носит преимущественно
численный характер. Описанные далее эффекты, обнаруженные для рассматривае-
мой системы, аналогичны полученным ранее для модели Ходжкина–Хаксли [11], что
подтверждает их универсальный характер.

1. Модель

Рассмотрим следующую модель тормозно связанных систем Пуанкаре

ẋi = −yi + xi[A(si)− (x2i + y2i )],

ẏi = xi + yi[A(si)− (x2i + y2i )],

τṡi =
N∑

j=1, j ̸=i

gijF (ρ2j )− si,

i = 1, N,

(1)

где

ρi =
√

x2i + y2i , i = 1, N,

τ≫ 1,

A(si) = 1− s2i , i = 1, N,

F (ρ2i ) =
1

1 + e−(ρ2i−x0)/k
− 1

1 + ex0/k
, i = 1, N.

Определим возможный физический смысл переменных, входящих в (1): xi – мем-
бранный потенциал i-й клетки; yi – активационная переменная, отвечающая за со-
вокупность ионных токов; si – переменная, отвечающая за тормозные связи i-го
элемента; τ – параметр скорости связи; gij – параметр, отражающий силу влияния
тормозной связи j-й клетки на i-ю; N – число элементов в сети; F – активационная
функция клетки; x0 и k – параметры активационной функции F . В фазовом про-
странстве изолированного элемента системы (1) существует устойчивый предель-
ный цикл, который представляет собой окружность радиуса 1. Переходя к полярной
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системе координат, можно переписать (1) в виде

ρ̇i = ρi[A(si)− ρ2i ],

3̇i = 1,

τṡi =
N∑

j=1, j ̸=i

gijF (ρ2j )− si,

i = 1, N.

(2)

Рассматривая амплитуды, можно получить, что предельным циклам в системе коор-
динат (xi, yi, si) соответствуют состояния равновесия в системе координат (ρi, si).

Для того, чтобы понять динамику больших (N ≥ 3) систем, исследуем сначала
динамику двух связанных систем Пуанкаре, рассматривая двумерное пространство
амплитуд (ρ1, ρ2). Полагая ρj = 0, j ̸= 1, 2, получаем

ρ̇1 = ρ1[A(s1)− ρ21],

τṡ1 = g12F (ρ22)− s1,

ρ̇2 = ρ2[A(s2)− ρ22],

τṡ2 = g21F (ρ21)− s2.

(3)

Область медленных движений в (3) имеет вид
ρ1[A(s1)− ρ21] = 0,

ρ2[A(s2)− ρ22] = 0.

Рассмотрим только одну подобласть области медленных движений

ρ21 =

1− s21, s21 ≤ 1,

0, s21 ≥ 1,

ρ22 =

1− s22, s22 ≤ 1,

0, s22 ≥ 1.

(4)

В области быстрых движений имеем{
s1 → const,

s2 → const.
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После подстановки (4) в (3) получаем

τṡ1 =
g12

1 + e−(1−s22−x0)/k
− g12

1 + ex0/k
− s1,

τṡ2 =
g21

1 + e−(1−s21−x0)/k
− g21

1 + ex0/k
− s2,

s21 ≤ 1,

s22 ≤ 1.

(5)

2. Симметричная связь

Рассмотрим случай симметричных больших связей, то есть положим

g12 = g21 = g > 2. (6)

Покажем, что в (5) при (6) нет замкнутых контуров, состояний равновесия и что
все траектории, находясь в области {s1, s2 ∈ (0; 1) & s1 ̸= s2}, выходят из нее.
Будем рассматривать не весь квадрат (0; 1) × (0; 1), а лишь его половину, то есть
треугольник {

0 < s1 < 1,

s1 < s2 < 1.
(7)

Это правомерно, так как система (5) инвариантна относительно замены s1 на s2 и
наоборот. Пусть k ≪ 1. Полагая s1 = 0, из (5) получаем, что ṡ1 > 0, а значит,
траектории выходят из отрезка {

s1 = 0,

0 < s2 < 1.

Если s1 = s2, нетрудно прийти к выводу о том, что траектории из треугольника (5)
не могут пересекать отрезок {

s1 = s2,

0 < s2 < 1.

Применяя критерий Бендиксона, получаем, что замкнутых контуров в треугольни-
ке (7) не существует.

Покажем, что в (7) нет состояний равновесия. Уравнения для отыскания со-
стояний равновесия в (5) имеют вид

s1 =
g

1 + e−(1−s22−x0)/k
− g

1 + ex0/k
,

s2 =
g

1 + e−(1−s21−x0)/k
− g

1 + ex0/k
.

(8)

Подставляя во второе уравнение системы (8) значение s21, выраженное из первого
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уравнения той же системы, получаем,

Рис. 1. Фазовый портрет системы (3) в двумер-
ном пространстве амплитуд. Параметры: τ = 100,
k = 0.01, x0 = 0.25, g12 = g21 = 3

что состояний равновесия системы (5)
в области {s1, s2 ∈ (0; 1)& s1 ̸= s2} нет.

Таким образом, показано, что ди-
намика (3) в области (4) такова, что все
траектории, находящиеся в квадрате [0; 1]×
[0; 1], остаются там. Тогда, в силу (4),
получаем, что изображающая точка си-
стемы (3) приходит либо в точку (0, 1),
либо в точку (1, 0). Данный факт про-
иллюстрирован на рис. 1.

3. Асимметричная связь

Рассмотрим систему (3) при асим-

Рис. 2. Фазовый портрет системы (3) в плоскости
(ρ1, ρ2). Параметры: τ = 100, k = 0.01, x0 = 0.25,
g12 = 3, g21 = 0.5

Рис. 3. Фазовый портрет (2) при N = 3. Парамет-
ры: τ = 100, k = 0.01, x0 = 0.25, g12 = g31 =
= g23 = 4, g13 = g21 = g32 = 0.5

метричных связях, например, при сле-
дующих значениях параметров:{

g12 > 2,

g221 < 1.
(9)

Тогда g21F (ρ21) ∈ [0; g21], что, в свою
очередь, в силу (3) означает, что s2 ∈
∈ [0; g21]. А значит, в силу (3),
ρ22 ∈ [1 − g221; 1] и F (ρ22) > 1/2, откуда
следует, что g12F (ρ22) > 1. Это заключе-
ние позволяет сделать вывод о том, что
при t → +∞ s1 > 1, поэтому A(s1) =
= 1− s21 < 0. В итоге, при t → +∞{

ρ1 → 0,

ρ2 → 1.

Таким образом, мы показали су-
ществование гетероклинического конту-
ра при асимметричных связях. В плос-
кости (ρ1, ρ2) динамика системы (3)
представлена на рис. 2.

Рассматривая отдельно динамику
двух связанных систем Пуанкаре в плос-
костях (ρi, ρj), где i ̸= j и i, j = 1, 3, а
после этого комбинируя полученные результаты в пространстве (ρ1, ρ2, ρ3), полу-
чаем динамику (2) (при N = 3) в целом, которая изображена на рис. 3. На данном
рисунке изображены три гетероклинические орбиты между состояниями (i) O1 и O2,
(ii) O2 и O3, (iii) O3 и O1.
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4. Бифуркационный анализ

Рассмотрим вопрос о бифуркации, которая происходит при изменении пара-
метров тормозных связей gij . Для этого отыщем состояния равновесия системы (3).
Они определяются из уравнений

ρ1(1− g212F
2(ρ22)− ρ21) = 0,

ρ2(1− g221F
2(ρ21)− ρ22) = 0,

s1 = g12F (ρ22),

s2 = g21F (ρ21).

(10)

Рассмотрим состояние равновесия системы (10)
ρ21 = 1− g212F

2(ρ22),

ρ22 = 1− g221F
2(ρ21).

(11)

Систему (11) можно представить в следующей форме:

ρ21 = 1− g212F
2[1− g221F

2(ρ21)], (12)

Корни уравнения (12) являются нулями следующей функции:

H(ρ1) = 1− g212F
2[1− g221F

2(ρ21)]− ρ21.

Будем искать состояние равновесия (12) численно. Положим, что τ = 100;
k = 0.01; x0 = 0.25; g12 = 3. Значение g21 будем изменять от µ = 0.88 < 1 до
нуля. Функция H(ρ1) в зависимости от значения g21 имеет два, один или нуль кор-
ней (см. фрагменты а, в, д на рис. 4). Динамика в плоскости (x2, y2) в этом случае
показана на фрагментах б, г и д на рис. 4. Таким образом, имеем седло-узловую
бифуркацию предельного цикла.

Динамика (3) при выбранных значениях параметров и g21 = 0.88 показана на
рис. 5.

Рассмотрим вопрос устойчивости гетероклинического контура. Для этого ис-
следуем (2) при N = 3. Принимая во внимание условие (9), вычислим значения
седловых величин, относящихся к входящим в гетероклинический контур состояни-
ям равновесия. Положим, g13 = g32 = g21 = g. Используя теорему об устойчивости
контура между седловыми предельными циклами из [9], получим условие устой-
чивости гетероклинического контура в зависимости от отношения двух параметров
−τ и g2.

ν =
1

(1− g2F 2(1))3τ3
.

84



Гетероклинический контур устойчив тогда и только тогда, когда ν > 1. Найдём усло-
вие устойчивости. Пусть ν = 1. Если k = 0.01, x0 = 0.25, то F 2(1) = 1. Тогда
имеем

τ =
1

1− g2
.

Таким образом, получаем кривую, которая выделяет область устойчивости ге-
тероклинического контура и область существования предельного цикла в простран-
стве (ρ1, ρ2, ρ3) в окрестности контура. Режим переключательной активности пере-
менной x рассматриваемой нами сети при N = 3 изображён на рис. 6.

Рис. 4. Динамика системы (1) в плоскости (x2, y2). Имеем один устойчивый и один неустойчи-
вый предельный цикл внутри окружности радиуса 1 плоскости (x2, y2) в случае (a–б), полуустой-
чивый предельный цикл в случае (в–г) и не имеем предельных циклов в случае (д–е). Параметры:
а–б – g21 = 0.88, в–г – g21 = 0.8718206, д–е – g21 = 0.8

Рис. 5. Фазовый портрет (3) при τ = 100, k =
= 0.01, x0 = 0.25, g12 = 3 и g21 = 0.88

Рис. 6. Граница области устойчивости гетерокли-
нического контура и динамика переменной x
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5. Динамика ансамбля диффузионно связанных
неидентичных систем Пуанкаре

Известно, что помимо тормозной связи клетки, составляющие сеть, связаны
между собой и электрически [4]. Электрическая связь между нейронными клетками
моделируется в дифференциальных уравнениях через центральную разность второго
порядка, которая физически работает как диффузионная связь.

Рассмотрим модель связанных систем Пуанкаре, обладающих тормозной и
диффузионной связью

ẋi = −wiyi + xi[A(si)− (x2i + y2i )] + d
N∑

j=1, j ̸=i

(xj − xi),

ẏi = wixi + yi[A(si)− (x2i + y2i )] + d

N∑
j=1, j ̸=i

(yj − yi),

τṡi =
N∑

j=1, j ̸=i

gijF (ρ2j )− si,

i = 1, N,

где параметр d можно интерпретировать как силу электрической связи между эле-
ментами сети. Изменяя частотную расстройку между элементами при N = 3, будем
изучать влияние параметра диффузионной связи d. Частотную расстройку будем вы-
бирать особым образом, для чего введём параметр ∆ = w2 −w1 = w3 −w2, который
будет отражать степень неидентичности осцилляторов.

Рассмотрим случай больших симметричных связей. Приближенная бифурка-
ционная диаграмма для рассматриваемого ниже случая и иллюстрации к существую-
щим при этом режимам приведены на рис. 7. При малых значениях ∆ (приблизитель-
но до 0.6) какой-то один из элементов сети (в зависимости от начальных условий)
со временем подавляет активность двух других, то есть наблюдается мультистабиль-
ность. В то же время, было установлено, что параметр диффузионной связи оказы-
вает сильное влияние на частотную динамику элементов сети в данной области. Так,
область 4 характеризуется одинаковой для всех элементов частотой, равной часто-
те подавляющего элемента. В то время как в области 5, частоты всех элементов с
увеличением диффузионной связи стремятся к средней частоте. Частотный переход
из области 4 в область 5 является мягким. Дальнейшее увеличение частотной рас-
стройки приводит к возникновению синхронизации наряду с мультистабильностью.
Частотная динамика области 2 такова, что все элементы сети синхронизируются на
средней частоте. Заметим, что частотный переход из области 4 в область 2 является
жёстким. При больших значениях ∆ (приблизительно с 1.3), наряду с указанными
режимами, наблюдается ещё режим модуляции, который характеризуется достаточно
большим разбросом по частоте и амплитуде колебаний переменной x. Дальнейшее
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увеличение неидентичности элементов сети (примерно с ∆ = 1.78) приводит к по-
явлению ещё одного режима активности сети – к так называемому «вымиранию»,
то есть режиму, при котором все элементы находятся в состоянии покоя, никак не
проявляя свою активность.

Рассмотрим случай асимметричных связей, при котором существует пре-
дельный цикл в системе (1) в окрестности гетероклинического контура. Рассматри-
вая динамику сети при малых значениях ∆ (примерно до 0.6), имеем последователь-
ную пачечную активность с постоянными для всех элементов длинами пачек. При
изменении параметра диффузионной связи частота пачек и их профиль претерпева-

Рис. 7. а – бифуркационная диаграмма для па-
раметров: τ = 100, k = 0.01, x0 = 0.25,
g12 = g31 = g23 = g13 = g21 = g32 = 4,
∆ = w2 − w1 = w3 − w2. Режимы: 1 – выми-
рание, 2 – синхронизация (случай б), 3 – модуля-
ция (случай в), 4–5 – мультистабильность (случаи
г–д)

87



ют изменения. Увеличивая силу диффузионной связи, можно заметить уменьшение
частоты пачечной активности. Это связано с увеличением времени готовности эле-
мента стать активным, при возрастании d. Фактически наблюдается увеличение по-
рога активности элемента при возрастании силы диффузионной связи. Дальнейшее
увеличение частотной расстройки (примерно с ∆ = 0.6) приводит к возникновению
синхронизации наряду с последовательной пачечной активностью . Однако, начиная
приблизительно с ∆ = 0.7, возникает модуляция, которая является переходным ре-
жимом от последовательной пачечной активности к синхронизации. При больших
значениях уровня неидентичности элементов сети (приблизительно с ∆ = 1.78),
наряду с указанными режимами наблюдается режим вымирания. Приближенная би-
фуркационная диаграмма в этом случае и иллюстрации к существующим при этом
режимам показаны на рис. 8.

Рассмотрим случай асимметричных связей, при котором существует гетеро-
клинический контур в системе (1). При малых значениях ∆ (примерно до 0.45), име-
ем режим модуляции при всех интересующих нас значениях диффузионной связи.
Продолжая увеличение частотной расстройки, получаем, что наряду с модуляцией

Рис. 8. а – бифуркационная диаграмма в случае следующих значений параметров: τ = 100; k = 0.01;
x0 = 0.25; g12 = g31 = g23 = 4; g13 = g21 = g32 = 0.5; ∆ = w2 − w1 = w3 − w2. Режимы:
1 – вымирание, 2 – синхронизация (случай б), 3 – модуляция (случай в), 4 – последовательная пачечная
активность (случай г)
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Рис. 9. а – бифуркационная диаграмма в случае следующих значений параметров: τ = 0.01; k = 0.01;
x0 = 0.25; g12 = g31 = g23 = 4; g13 = g21 = g32 = 0.5; ∆ = w2 − w1 = w3 − w2. Режимы:
1 – вымирание, 2 – синхронизация (случай в), 3 – модуляция (случай б)

существует синхронизация. При больших значениях ∆ (начиная, приблизительно с
1.78), одновременно с указанными режимами наблюдается режим вымирания. При-
ближенную бифуркационную диаграмму для этого случая и иллюстрации к суще-
ствующим при этом режимам можно увидеть на рис. 9.

Заключение

В статье проведено исследование ансамбля тормозно связанных систем Пуан-
каре. Подобную сеть феноменологически можно рассматривать как нейродинамиче-
скую модель. Тем не менее, она демонстрирует основные эффекты, наблюдающие-
ся в биологически реалистичных моделях типа Ходжкина–Хаксли. Было показано,
что при определённых значениях параметров существует устойчивый гетероклини-
ческий контур. Так как гетероклинический контур является математическим обра-
зом последовательной активности в нейронных ансамблях, то, по сути, был выявлен
данный режим активности у определённого класса нейронов. Таким образом, ис-
пользуя полученные результаты, возможно воссоздание режима последовательной
активности в реальных биологических нейросетях и дальнейшее исследование этого
эффекта, чья роль в нервной системе обсуждалась выше.

Также было проведено численное исследование динамики переменной x, ко-
торую можно интерпретировать как мембранный потенциал, с частотной расстрой-
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кой осциллирующих элементов, учитывая, помимо тормозной связи, диффузионную.
В результате данного исследования построены приближенные бифуркационные диа-
граммы для всех качественно различных случаев динамики сети. Определены обла-
сти пространства параметров, соответствующие различным динамическим режимам,
таким как мультистабильность, вымирание, модуляция, последовательная пачечная
активность и синхронизация.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 10-02-00940,
11-02-92003, 11-07-97013) и ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры иннова-
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SEQUENTIAL SWITCHING ACTIVITY
IN THE ENSEMBLE OF NONIDENTICAL POINCARÉ SYSTEMS

A. O. Mikhaylov, M. A. Komarov, G. V. Osipov

Switching activity in the ensemble of inhibitory coupled Poicaré systems is consi-
dered. The existence of heteroclinic contour in the phase space at the certain domain of
parameter space has shown.

Dynamics of the ensemble of non-identical inhibitory and diffusively coupled sys-
tems of Poincaré is considered. The approximate bifurcation diagrams for all qualitatively
different regimes of the network activity have shown. There are areas of the parameter
space corresponding to different dynamic regimes, such as multistability, extinction, mo-
dulation, bursting and synchronization.

Keywords: Sequential activity, heteroclinic contour, synchronization.
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