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Аннотация. Цель настоящего исследования – рассмотреть класс потоков Морса – Смейла на поверхностях, охарак-
теризовать его подкласс, состоящий из потоков, обладающих конечным числом модулей устойчивости, и получить
топологическую классификацию таких потоков с точностью до топологической сопряжённости, то есть найти такой
инвариант, который показывает, существует ли гомеоморфизм, переводящий траектории одного потока в траектории
другого с сохранением направления движения и времени движения по траекториям; для полученного инварианта
построить полиномиальный алгоритм распознавания изоморфизма и выполнить реализацию инварианта стандартным
потоком на поверхности. Методы. Методы нахождения модулей топологической сопряженности восходят к клас-
сическим работам Ж. Палиса, В. ди Мелу и используют гладкую линеаризацию потока в окрестности состояний
равновесия и предельных циклов. Для классификации потоков используются традиционные методы разбиения фазовой
поверхности на области с одинаковым поведением траекторий, являющиеся модификацией методов А. А. Андронова,
Е. А. Леонтович, А. Г. Майера. Результаты. Показано, что поток Морса – Смейла на поверхности имеет конечное
число модулей тогда и только тогда, когда у него нет траектории, идущей из одного предельного цикла в другой. Для
подкласса потоков Морса – Смейла с конечным числом модулей построена классификация с точностью до топологиче-
ской сопряжённости посредством оснащённого графа. Заключение. Установлен критерий конечности числа модулей
потоков Морса – Смейла на поверхностях. Построен топологический инвариант, описывающий класс топологической
сопряжённости потока Морса – Смейла на поверхности с конечным числом модулей, то есть без траекторий, идущих
из одного предельного цикла в другой.

Ключевые слова: поток Морса – Смейла, модули устойчивости, оснащённый граф, топологическая классификация.
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Abstract. Purpose. The purpose of this study is to consider the class of Morse – Smale f lows on surfaces, to characterize its
subclass consisting of f lows with a finite number of moduli of stability, and to obtain a topological classification of such
f lows up to topological conjugacy, that is, to find an invariant that shows that there exists a homeomorphism that transfers the
trajectories of one f low to the trajectories of another while preserving the direction of movement and the time of movement
along the trajectories; for the obtained invariant, to construct a polynomial algorithm for recognizing its isomorphism and to
construct the realisation of the invariant by a standard f low on the surface. Methods. Methods for finding moduli of topological
conjugacy go back to the classical works of J. Palis, W. di Melo and use smooth flow lianerization in a neighborhood of
equilibrium states and limit cycles. For the classification of f lows, the traditional methods of dividing the phase surface
into regions with the same behavior of trajectories are used, which are a modification of the methods of A. A. Andronov,
E. A. Leontovich, and A. G. Mayer. Results. It is shown that a Morse – Smale flow on a surface has a finite number of
moduli if and only if it does not have a trajectory going from one limit cycle to another. For a subclass of Morse – Smale
f lows with a finite number of moduli, a classification is done up to topological conjugacy by means of an equipped graph.
Conclusion. The criterion for the finiteness of the number of moduli of Morse – Smale f lows on surfaces is obtained.
A topological invariant is constructed that describes the topological conjugacy class of a Morse – Smale flow on a surface with
a finite number of modules, that is, without trajectories going from one limit cycle to another.
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1. Введение и формулировка результатов

Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 : 𝑀 → 𝑀 на многообразии 𝑀 называются топологически эквивалентными,
если существует гомеоморфизм ℎ : 𝑀 → 𝑀 , отображающий траектории потока 𝑓 𝑡 в траектории
потока 𝑓 ′𝑡 с сохранением направления движения по траекториям. Два потока называются тополо-
гически сопряжёнными, если выполняется условие ℎ ∘ 𝑓 𝑡 = 𝑓 ′𝑡 ∘ ℎ, это означает, что ℎ отображает
траектории в траектории, сохраняя не только направление, но и время движения по траекториям.
Найти инвариант, описывающий класс топологической эквивалентности или топологической
сопряжённости потоков в некотором классе, означает получить топологическую классификацию
класса потоков. Заметим, что для некоторых систем их классификации в смысле эквивалентности
и сопряжённости совпадают; для других они имеют существенные различия. Второй случай как
раз относится к классу, рассматриваемому в данной работе.

Грубые потоки на плоскости были введены в классической статье А. А. Андронова и
Л. С. Понтрягина [1]. Неблуждающее множество таких потоков состоит из конечного числа
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гиперболических неподвижных точек и конечного числа гиперболических предельных циклов,
кроме того, седловые сепаратрисы пересекаются только трансверсально (для потоков на поверх-
ности это означает, что отсутствуют связки – сепаратрисы, соединяющие седловые точки). Этот
важный класс потоков был обобщён на произвольные поверхности, назван классом потоков
Морса – Смейла и классифицирован с точностью до топологической эквивалентности. Извест-
ными комбинаторными инвариантами для потоков Морса – Смейла на поверхностях являются
схема Леонтович – Майера [2, 3] для потоков на плоскости, ориентированный граф Пейшото [4]
и молекула Ошемкова – Шарко [5] для потоков Морса – Смейла на произвольных замкнутых
поверхностях.

Ж. Палис в своей работе [6] заметил, что наличие седловой связки у потока на поверхности
приводит к тому, что класс топологической эквивалентности такого потока может содержать
континуум классов топологической сопряжённости, описываемых параметрами, которые назы-
ваются модулями. Он доказал, что каждая сепаратриса-связка даёт модуль, равный отношению
собственных значений непересекающихся инвариантных многообразий седловых точек, соеди-
нённых связкой. Ф. Такенс [7] показал, что наличие модулей связано с отсутствием физической
меры у траекторий потока.

В работе [8] показано, что у градиентно-подобных потоков (то есть потоков Морса – Смейла
без предельных циклов) на поверхностях классы топологической эквивалентности и топологи-
ческой сопряжённости совпадают. Очевидно, что каждый предельный цикл порождает модуль,
равный периоду цикла. Кроме того, в работе [9] доказано, что наличие ячейки, ограниченной
предельными циклами, порождает счетное число модулей, связанных с единственностью инвари-
антного слоения в бассейне предельного цикла.

В настоящей работе установлен критерий конечности числа модулей для потоков Морса –
Смейла на поверхностях и получена классификация таких потоков в смысле топологической
сопряжённости.

Теорема 1 . Поток Морса – Смейла на поверхности имеет конечное число модулей тогда и
только тогда, когда у него нет траекторий, идущих из одного предельного цикла в другой.

Топологическая классификация потоков Морса – Смейла с конечным числом модулей устой-
чивости относительно топологической сопряженности на поверхностях базируется на комбина-
торных инвариантах топологической эквивалентности произвольных потоков Морса – Смейла,
полученных в работах [5, 10]. Именно, классу топологической сопряженности потока Морса –
Смейла φ𝑡 на замкнутой поверхности мы ставим во взаимно однозначное соответствие класс
изоморфности оснащённого графа ϒ**

φ𝑡 , содержащего информацию о разбиении несущего мно-
гообразия на ячейки со сходным поведением траекторий, о типах предельных циклов и их
периодах.

Теорема 2 . Потоки Морса – Смейла φ𝑡,φ′𝑡 без траекторий, идущих из одного предельного цикла
в другой, топологически сопряжены тогда и только тогда, когда их оснащённые графы ϒ**

φ𝑡 и
ϒ**
φ′𝑡 изоморфны.

2. Динамика потоков Морса – Смейла на поверхностях

Пусть φ𝑡 – поток Морса – Смейла на замкнутой поверхности 𝑆. Тогда его неблуждающее
множество состоит из конечного числа компонент связности (базисных множеств) Ω1, . . . ,Ω𝑘,
каждое из которых является либо неподвижной точкой, либо периодической траекторией потока
φ𝑡. Ниже мы приводим классификацию потоков φ𝑡 в окрестности базисного множества Ω𝑖

с точностью до топологической сопряжённости, кроме того, мы описываем асимптотическое
поведение инвариантных многообразий базисных множеств.
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2.1. Линеаризация потока в окрестности базисных множеств.

2.1.1. Неподвижные точки. Для λ ∈ {0, 1, 2} определим поток 𝑎𝑡λ : R
2 → R2 формулами:

𝑎𝑡0(𝑥, 𝑦) =
(︀
2−𝑡𝑥, 2−𝑡𝑦

)︀
,

𝑎𝑡1(𝑥, 𝑦) =
(︀
2𝑡𝑥, 2−𝑡𝑦

)︀
,

𝑎𝑡2(𝑥, 𝑦) =
(︀
2𝑡𝑥, 2𝑡𝑦

)︀
.

Утверждение 1 ( [11, гл. 2, теорема 4.10]; [8, лемма 1]; [12, гл. 4, теорема 7.1] ) . Для каждой
гиперболической неподвижной точки Ω𝑖 потока φ𝑡 : 𝑆 → 𝑆 существует число λ𝑖 ∈ {0, 1, 2}
и окрестность 𝑈𝑖 такие, что поток φ𝑡|𝑈𝑖 топологически сопряжён с потоком 𝑎𝑡λ𝑖 .

Точка Ω𝑖 называется стоком, седлом, источником для λ𝑖 = 0, 1, 2, соответственно
(рис. 1).
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Рис. 1. Локальное сопряжение в окрестностях гиперболических неподвижных точек: сток (a), седло (b),
источник (c)

Fig. 1. Local conjugation in neighborhood of hyperbolic fixed points: a sink (a), a saddle (b), a source (c)

2.1.2. Предельные циклы. Определим поток 𝐴𝑡 : R2 → R2 формулой

𝐴𝑡(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦 + 𝑡).

Для µ ∈ {−1, 1}, λ ∈ {0, 1} и 𝑇 > 0 рассмотрим гомеоморфизм 𝑔µ,λ,𝑇 : R2 → R2, заданный
формулой

𝑔µ,λ,𝑇 (𝑥, 𝑦) = (µ · 2(−1)λ+1
𝑥, 𝑦 − 𝑇 ),

и группу 𝐺µ,λ,𝑇 = {𝑔𝑛
µ,λ,𝑇

, 𝑛 ∈ Z}. Обозначим через Πµ,λ,𝑇 пространство орбит действия группы

𝐺µ,λ,𝑇 на R2 и через 𝑞µ,λ,𝑇 : R2 → Πµ,λ,𝑇 естественную проекцию. Тогда Πµ,λ,𝑇 это цилиндр при
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At a1,1,Tt a1,0,Tt
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Рис. 2. Поток 𝐴𝑡 на плоскости R2, поток 𝑎𝑡
1,0,𝑇 на цилиндре Π1,0,𝑇 и поток 𝑎𝑡

1,1,𝑇 на цилиндре Π1,1,𝑇

Fig. 2. R2 with the flow 𝐴𝑡, Π1,0,𝑇 with the flow 𝑎𝑡
1,0,𝑇 and Π1,1,𝑇 with the flow 𝑎𝑡

1,1,𝑇

µ = 1 и плёнка Мёбиуса при µ = −1; поток 𝐴𝑡 индуцирует посредством 𝑞µ,λ,𝑇 поток 𝑎𝑡µ,λ,𝑇 на
Πµ,λ,𝑇 с единственным устойчивым предельным циклом 𝑐µ,λ,𝑇 = 𝑞µ,λ,𝑇 (𝑂𝑦) периода 𝑇 при λ = 0
и поток 𝑎𝑡µ,λ,𝑇 на Πµ,λ,𝑇 с единственным неустойчивым предельным циклом 𝑐µ,λ,𝑇 = 𝑞µ,λ,𝑇 (𝑂𝑦)
периода 𝑇 при λ = 1 (рис. 2).

Утверждение 2 [13] . Для каждого гиперболического предельного цикла Ω𝑖 потока φ𝑡 : 𝑆→𝑆
существует набор чисел µ𝑖 ∈ {−1, 1}, λ𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑇𝑖 > 0 и окрестность 𝑈𝑖 такие, что φ𝑡|𝑈𝑖

топологически сопряжён потоку 𝑎𝑡µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
.

Предельный цикл Ω𝑖 называется устойчивым, неустойчивым при λ𝑖=0, 1, соответственно.

2.2. Инвариантные многообразия базисных множеств.
Утверждение 3 [14, следствие 5.3] . Каждое базисное множество Ω𝑖 потока φ𝑡 обладает
устойчивым многообразием 𝑊 𝑠

Ω𝑖
= {𝑥 ∈ 𝑆 | φ𝑡(𝑥) → Ω𝑖 для 𝑡 → +∞} и неустойчивым

многообразием 𝑊 𝑢
Ω𝑖

= {𝑥 ∈ 𝑆 | φ𝑡(𝑥) → Ω𝑖 для 𝑡 → −∞} со следующими свойствами.

1. Для каждой неподвижной точки Ω𝑖 неустойчивое многообразие 𝑊 𝑢
Ω𝑖

(соотв. устойчивое

𝑊 𝑠
Ω𝑖

) является гладким подмногообразием поверхности 𝑆, диффеоморфным Rλ𝑖 (соотв.

R2−λ𝑖).
2. Для каждой периодической траектории Ω𝑖 неустойчивое многообразие 𝑊 𝑢

Ω𝑖
является глад-

ким подмногообразием поверхности 𝑆, диффеоморфным Rλ𝑖 × S1 при µ𝑖 = 1 и диффеоморф-
ным Rλ𝑖×̃S1 при µ𝑖 = −1; устойчивое многообразие 𝑊 𝑠

Ω𝑖
является гладким подмногообра-

зием поверхности 𝑆, диффеоморфным R1−λ𝑖 × S1 при µ𝑖 = 1 и диффеоморфным R1−λ𝑖×̃S1
при µ𝑖 = −1.

3. 𝑆 =
𝑘⋃︀

𝑖=1
𝑊 𝑠
Ω𝑖

=
𝑘⋃︀

𝑖=1
𝑊 𝑢
Ω𝑖

.

Введём на системе базисных множеств потока φ𝑡 отношение Смейла, являющееся от-
ношением частичного порядка: для базисных множеств Ω𝑖 и Ω𝑗 положим Ω𝑖 ≺ Ω𝑗 , если
𝑊 𝑠
Ω𝑖

∩𝑊 𝑢
Ω𝑗

̸= ∅. Из классического утверждения дискретной математики следует, что отношение
Смейла продолжается до отношения линейного порядка. Положим, что базисные множества
упорядочены в соответствии с этим отношением: Ω1 ≺ · · · ≺ Ω𝑘.

Утверждение 4 [14, теорема 2.3] . Пусть φ𝑡 – поток Морса – Смейла на поверхности 𝑆 и Ω𝑖,
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} – его упорядоченные базисные множества. Тогда

cl(𝑊 𝑢
Ω𝑖
)∖𝑊 𝑢

Ω𝑖
=

⋃︁
𝑗:Ω𝑗≺Ω𝑖

𝑊 𝑢
Ω𝑗
, cl(𝑊 𝑠

Ω𝑖
)∖𝑊 𝑠

Ω𝑖
=

⋃︁
𝑗:Ω𝑖≺Ω𝑗

𝑊 𝑠
Ω𝑗
.

Пусть 𝐾𝑖 = 𝑊 𝑢
Ω𝑖

для неустойчивого цикла Ω𝑖 и 𝐾𝑖 = 𝑊 𝑠
Ω𝑖

для устойчивого цикла Ω𝑖,
соответственно.
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Утверждение 5 [9, лемма 4.1] . Существует единственное φ𝑡-инвариантное одномерное слое-
ние1 Ξ𝑖 на 𝐾𝑖, чьи слои ξ𝑖 являются секущими для траекторий потока φ𝑡|𝐾𝑖 , и

φ𝑇𝑖(𝑧) ∈ ξ𝑖, φ𝑡(𝑧) /∈ ξ𝑖 для 0 < 𝑡 < 𝑇𝑖, если 𝑧 ∈ ξ𝑖.

3. Необходимые условия конечности числа модулей
для потока Морса – Смейла на поверхности

Рис. 3. Области 𝐾, Π𝑖 и 𝑅𝑖

Fig. 3. Regions 𝐾, Π𝑖 and 𝑅𝑖

Настоящий раздел посвящен доказатель-
ству следующей леммы.

Лемма 1 . Если у потока Морса – Смейла суще-
ствует траектория, идущая из одного предель-
ного цикла в другой, тогда поток имеет беско-
нечное число модулей.
Доказательство 1 . Предположим, что поток
Морса – Смейла φ𝑡 : 𝑆 → 𝑆 имеет траекто-
рию ℓ, идущую из неустойчивого предельно-
го цикла Ω𝑖 в устойчивый предельный цикл
Ω𝑗 . Обозначим через 𝐾 компоненту связно-
сти области 𝐾𝑖 ∩ 𝐾𝑗 , содержащую ℓ. Пусть
ηµ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

: 𝑈𝑖 → Πµ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
– линеаризующий го-

меоморфизм, сопрягающий φ𝑡|𝑈𝑖 с 𝑎𝑡µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
из Утверждения 2 для цикла Ω𝑖. Пусть 𝑅𝑖 =

= 𝑞−1
µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

(ηµ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
(𝐾 ∪Ω𝑖)) и Π𝑖 = 𝑅𝑖/𝐺µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

(рис. 3).
Пусть φ′𝑡 – поток Морса – Смейла такой, что φ𝑡 сопряжён с φ′𝑡 посредством гомеомор-

физма ℎ : 𝑆 → 𝑆. Будем обозначать теми же символами, но со штрихом, образы относительно
гомеоморфизма ℎ введённых объектов потока φ𝑡. По предположению ℎφ𝑡|𝐾∪Ω𝑖 = φ

′𝑡ℎ|𝐾∪Ω𝑖 и,
следовательно, µ′𝑖 = µ𝑖, λ

′
𝑖 = λ𝑖, 𝑇

′
𝑖 = 𝑇𝑖. Пусть θ𝑖 : 𝑅𝑖 → 𝑅′

𝑖 – поднятие гомеоморфизма ℎ|𝐾∪Ω𝑖

(𝑞µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
θ𝑖 = ℎ𝑞µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

), сопрягающее поток 𝐴𝑡 с самим собой. Тогда θ𝑖 имеет вид

θ𝑖 = (3𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), ψ̃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)),

где 3𝑖, ψ̃𝑖 – непрерывные отображения. Гомеоморфизм θ𝑖 отображает траектории в траектории,
но траектории потока 𝐴𝑡 – это вертикальные прямые, тогда

3𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 3𝑖(𝑥𝑖).

По определению поток 𝐴𝑡 имеет вид

𝐴𝑡(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖 + 𝑡).

Тогда, в силу сопряжения,
ψ̃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 + 𝑡) = ψ̃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) + 𝑡.

Представим функцию ψ̃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) в виде ψ̃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑦𝑖 + ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Тогда

𝑦𝑖 + 𝑡+ ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 + 𝑡) = 𝑦𝑖 + ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) + 𝑡

и, следовательно,
ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 + 𝑡) = ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑡 ∈ R.

1В работе [9] Утверждение было доказано для µ𝑖 = 1, но случай µ𝑖 = −1 доказывается аналогично.
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Это означает, что отображение ψ𝑖 не зависит от 𝑦𝑖, положим

ψ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = ψ𝑖(𝑥𝑖).

Таким образом, θ𝑖 имеет вид

θ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = (3𝑖(𝑥𝑖), 𝑦𝑖 + ψ𝑖(𝑥𝑖)).

Поскольку 𝑅𝑖 = Π𝑖/𝐺µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
, где 𝐺µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

– циклическая группа, порождённая гомеоморфизмом
𝑔µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = (𝑥𝑖/2, 𝑦𝑖 − 𝑇𝑖), и θ𝑖 проецируется с R2 на Πµ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
, тогда 𝑔µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖

θ𝑖 = θ𝑖𝑔µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
.

Отсюда имеем

(3𝑖(𝑥𝑖/2), 𝑦𝑖 + ψ𝑖(𝑥𝑖/2)− 𝑇𝑖) = (3𝑖(𝑥𝑖)/2, 𝑦𝑖 + ψ𝑖(𝑥𝑖)− 𝑇𝑖)

и, следовательно,
ψ𝑖(𝑥𝑖/2) = ψ𝑖(𝑥𝑖).

Покажем, что в таком случае ψ𝑖(𝑥𝑖) – константа. Действительно, пусть 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑖 ∩ 𝑂𝑥𝑖 и 𝑦𝑛𝑖 =
= ψ𝑖(𝑥𝑖/2𝑛), 𝑛 ∈ N. Поскольку ψ𝑖(𝑥𝑖/2) = ψ𝑖(𝑥𝑖), тогда 𝑦𝑛𝑖 = ψ𝑖(𝑥𝑖) для любого натурального 𝑛.
Поскольку ψ𝑖 – непрерывная функция, тогда постоянная последовательность ψ𝑖(𝑥𝑖/2𝑛) сходится
к ψ𝑖(0) и ψ𝑖(𝑥𝑖) = ψ𝑖(0) для любого 𝑥𝑖. Таким образом,

θ𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = (3𝑖(𝑥𝑖), 𝑦𝑖 + 𝑏𝑖),

где 𝑏𝑖 – константа. Аналогичная ситуация с поднятием θ𝑗 : 𝑅𝑗 → 𝑅′
𝑗 гомеоморфизма ℎ|𝐾∪Ω𝑗

(𝑞µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗
θ𝑗 = ℎ𝑞µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗

), откуда следует, что его можно записать в виде

θ𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (3𝑗(𝑥𝑗), 𝑦𝑗 + 𝑏𝑗).

Более того, существуют отображения Φ : 𝑅𝑗 → 𝑅𝑖, Φ′ : 𝑅′
𝑗 → 𝑅′

𝑖, являющиеся поднятиями
отображений φ : Π𝑗 ∖ 𝑐µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗

→ Π𝑖 ∖ 𝑐µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
, φ′ : Π′

𝑗 ∖ 𝑐µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗
→ Π′

𝑖 ∖ 𝑐µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
, где

φ = ηµ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
η−1
µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗

, φ′ = η′µ𝑖,λ𝑖,𝑇𝑖
η′−1
µ𝑗 ,λ𝑗 ,𝑇𝑗

,

и имеющие вид

Φ(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (γ(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗), δ̃(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)), Φ′(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (γ′(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗), δ̃′(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)),

где γ, δ̃, γ′, δ̃′ – непрерывные отображения. Используя соображения, аналогичные вышеприведен-
ным, θ𝑖 и θ𝑗 можно переписать в виде

Φ(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (γ(𝑥𝑗), 𝑦𝑗 + δ(𝑥𝑗)), Φ′(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (γ′(𝑥𝑗), 𝑦𝑗 + δ′(𝑥𝑗)).

С другой стороны, Φ′ = θ𝑖Φθ
−1
𝑗 . Отсюда следует, что

Φ′(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = (3𝑖(γ(3
−1
𝑗 (𝑥𝑗))), 𝑦𝑖 + 𝑏𝑖 + δ(3

−1
𝑗 (𝑥𝑗))− 𝑏𝑗).

Таким образом, δ′(𝑥𝑗) = δ(3
−1
𝑗 (𝑥𝑗)) + 𝑦0𝑖 , где 𝑦0𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑏𝑗 или, эквивалентно,

δ′(3𝑗(𝑥𝑗)) = δ(𝑥𝑗) + 𝑦0𝑖 .

Итак, δ является функциональным модулем и, следовательно, поток имеет бесконечное число
модулей устойчивости. □
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4. Оснащенный граф потока Морса – Смейла без траекторий, идущих
из одного предельного цикла в другой на поверхности

Пусть 𝐺 – класс потоков Морса – Смейла на поверхностях без траекторий, идущих из
одного предельного цикла в другой. В этом разделе мы введем понятие графа потока φ𝑡 ∈ 𝐺,
следуя [10].

4.1. Двудольный граф потока φ𝑡. Пусть Ω𝑐
φ𝑡 – множество предельных циклов потока φ𝑡.

Любой предельный цикл 𝑐 обладает окрестностью 𝑈𝑐, непересекающейся с другими предельными
циклами и неподвижными точками потока φ𝑡, и чья граница 𝑅𝑐 трансверсальна траекториям
потока φ𝑡. Согласно Утверждению 2, окрестность 𝑈𝑐 гомеоморфна кольцу или плёнке Мёбиуса.
Положим

ℛ =
⋃︁

𝑐∈Ω𝑐
φ𝑡

𝑅𝑐.

Назовём ℛ разрезающим множеством, а его компоненты связности 𝑅 – разрезающими окружно-
стями. Индуцируем ориентацию предельных циклов на разрезающие окружности их окрестностей
(см. [10]). Пусть

𝑆 = 𝑆∖ℛ.

Назовём элементарной областью компоненту связности множества 𝑆. Согласно Утверждению 3,
элементарные области могут быть исключительно трёх типов:

1) область типа ℒ, содержащая в точности один предельный цикл;

2) область типа 𝒜, содержащая в точности один источник или один сток;

3) область типа ℳ, содержащая хотя бы одну седловую точку.

С помощью введенных областей построим двудольный граф ϒφ𝑡 . Для этого напомним, что
графом Γ называется упорядоченная пара (𝐵,𝐸) такая, что 𝐵 это конечное непустое множество
вершин, 𝐸 – множество пар вершин, которые называются рёбрами. Если граф включает в себя
ребро 𝑒 = (𝑎, 𝑏), обе вершины 𝑎 и 𝑏 называются инцидентными ребру 𝑒. При этом говорят, что
вершины 𝑎 и 𝑏 соединены ребром 𝑒. Степенью вершины называется число инцидентных ей ребер.
Конечная последовательность

τ = (𝑏0, (𝑏0, 𝑏1), 𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, (𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖), 𝑏𝑖, . . . , 𝑏𝑘−1, (𝑏𝑘−1, 𝑏𝑘), 𝑏𝑘)

вершин и рёбер графа называется путём, число 𝑘 называется длиной пути и равно числу рёбер
пути. Путь τ называется простым, если он содержит только попарно непересекающиеся рёбра.
Простой путь τ называется циклом, если 𝑏0 = 𝑏𝑘.

Граф называется связным, если любые две его вершины можно соединить путём. Граф
называется простым, если у него нет циклов. Граф называется направленным, если каждое его
ребро является упорядоченной парой вершин. Двудольным графом (или биграфом) называется
граф, чьи вершины 𝐵 могут быть поделены на два непересекающихся множества 𝐵1 и 𝐵2 таких,
что каждое ребро соединяет вершину из 𝐵1 с вершиной из 𝐵2. Множества 𝐵1 и 𝐵2 называются
долями графа.

Согласно [10], граф ϒφ𝑡 называется графом потока Морса – Смейла φ𝑡 ∈ 𝐺, если

� вершины ϒφ𝑡 взаимно однозначно соответствуют элементарным областям потока φ𝑡;
� рёбра ϒφ𝑡 ориентированы и взаимно однозначно соответствуют разрезающим окружностям,

а именно, ребро, соответствующее окружности 𝑅, соединяет вершину 𝑎, соответствую-
щую области 𝐴, с вершиной 𝑏, соответствующей области 𝐵, так, что траектории потока
φ𝑡 пересекают 𝑅, выходя из области 𝐴 и входя в область 𝐵 при возрастании времени
(рис. 4).

842
Круглов В. Е., Починка О. В.

Известия вузов. ПНД, 2021, т. 29, № 6



Рис. 4. Поток φ𝑡 и его граф ϒφ𝑡

Fig. 4. Flow φ𝑡 and its graph ϒφ𝑡

Мы будем называть ℒ-, 𝒜- или ℳ-вершиной вершину графа ϒφ𝑡 , которая соответствует
ℒ-, 𝒜-, или ℳ-области, соответственно. Непосредственно из динамики потока φ𝑡 и структуры
разрезающего множества следует, что граф ϒφ𝑡 любого потока φ𝑡 ∈ 𝐺 является направленным
двудольным графом, у которого одна доля состоит из ℒ-вершин, другая доля состоит из 𝒜- и ℳ-
вершин. Более того, каждая ℒ-вершина имеет степень 1 или 2 и ребра, инцидентные ℒ-вершине
степени 2, направлены одновременно к вершине, или одновременно от неё.

4.2. Трехцветный граф ℳ-вершины. Рассмотрим некоторую ℳ-область, являющуюся
или 2-многообразием с краем, или замкнутой поверхностью (в случае, когда φ𝑡 изначально
градиентно-подобный). В первом случае присоединим объединение 𝐷 непересекающихся 2-дисков
к границе, чтобы получить замкнутую поверхность 𝑀 , во втором случае мы также обозначаем
имеющуюся изначально замкнутую поверхность через 𝑀 и полагаем 𝐷 = ∅. Продолжим
поток φ𝑡|ℳ до градиентно-подобного потока 𝑓 𝑡 : 𝑀 → 𝑀 такого, что 𝑓 𝑡 совпадает с φ𝑡 вне 𝐷
и Ω𝑓 𝑡 имеет в точности одну неподвижную точку (сток или источник) в каждой компоненте
связности 𝐷.

Положим Ω0
𝑓 𝑡 , Ω1

𝑓 𝑡 , Ω2
𝑓 𝑡 – множества всех стоков, сёдел и источников потока 𝑓 𝑡, соот-

ветственно. По определению, область ℳ потока 𝑓 𝑡 содержит минимум одну седловую точку.
Пусть

𝑀̃ = 𝑀 ∖ (Ω0
𝑓 𝑡 ∪𝑊 𝑠

Ω1
𝑓𝑡

∪𝑊 𝑢
Ω1

𝑓𝑡
∪Ω2

𝑓 𝑡).

Компонента связности 𝑀̃ называется ячейкой. Непосредственно из Утверждений 3 и 4 следует,
что каждая ячейка 𝐽 потока 𝑓 𝑡 содержит единственный сток ω и единственный источник α в её

Рис. 5. Треугольная область

Fig. 5. Triangular region

границе, а вся ячейка является объединением траек-
торий, идущих из α в ω. Обозначим через 𝐽𝑓 𝑡 мно-
жество всех ячеек потока 𝑓 𝑡. Выберем траекторию
θ𝐽 ∈ 𝐽𝑓 𝑡 в ячейке 𝐽 , назовём её 𝑡-кривой. Положим

𝒯 =
⋃︁

𝐽⊂𝑀̃

θ𝐽 , 𝑀̄ = 𝑀̃∖𝒯 .

Назовём 𝑢-кривой неустойчивую седловую сепара-
трису, 𝑠-кривой устойчивую седловую сепаратрису.
Назовём треугольной областью ∆ компоненту связ-
ности множества 𝑀̄ (см. рис. 5).
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Рис. 6. Поток 𝑓 𝑡 и его трёхцветный граф

Fig. 6. Flow 𝑓 𝑡 and its three-colour graph

Утверждение 6 [5, 15] . Каждая треугольная область ∆ гомеоморфна открытому диску, и её
граница состоит из единственной 𝑡-кривой, единственной 𝑢-кривой и единственной 𝑠-кривой.

Обозначим через ∆𝑓 𝑡 множество всех треугольных областей потока 𝑓 𝑡.
Напомним, что граф Γ называется мультиграфом, если у него существуют вершины, соеди-

ненные более чем одним ребром. Мультиграф называется 𝑛-цветным графом, если множество
его рёбер является дизъюнктным объединением 𝑛 подмножеств, каждое из которых состоит из
рёбер одного и того же цвета.

Трёхцветный связный мультиграф Γℳ с рёбрами цветов 𝑢, 𝑠, 𝑡 называется графом вершины
ℳ, если

� вершины Γℳ взаимно однозначно соответствуют треугольным областям множества ∆𝑓 𝑡 ;
� две вершины графа Γℳ инцидентны ребру цвета 𝑠, 𝑡 или 𝑢, если треугольные области,

соответствующие этим вершинам, имеют общую 𝑠-, 𝑡- или 𝑢-кривую, соответственно
(рис. 6).

Обозначим через π𝑓 𝑡 описанное выше взаимно-однозначное соответствие между вершинами
и треугольными областями, а также между цветными рёбрами графа Γℳ и цветными кривыми
потока 𝑓 𝑡, соответственно. Назовём 𝑠𝑡-циклом, 𝑡𝑢-циклом и 𝑠𝑢-циклом циклы графа Γℳ, состоящие
только из 𝑠- и 𝑡-рёбер, 𝑡- и 𝑢-рёбер, 𝑠- и 𝑢-рёбер, соответственно.

Утверждение 7 [15, предложение 3]. Проекция π𝑓 𝑡 порождает взаимно-однозначное соответ-
ствием между множествами Ω0

𝑓 𝑡 , Ω1
𝑓 𝑡 , Ω2

𝑓 𝑡 и множествами 𝑡𝑢-,𝑠𝑢-,𝑠𝑡-циклов, соответственно.

По построению 𝑀 = ℳ ∪ 𝐷, где 𝐷 или пусто, или каждая его компонента связности
содержит в точности один сток ω (соотв. источник α) потока 𝑓 𝑡, взаимно однозначно соответству-
ющий разрезающей окружности 𝑅 предельного цикла 𝑐 потока φ𝑡. Окружность 𝑅 в свою очередь
взаимно однозначно соответствует (ℳ,ℒ)-ребру (соотв. (ℒ,ℳ)-ребру) графа ϒφ𝑡 . Согласно
Утверждению 7, узел ω (соотв. α) взаимно однозначно соответствует 𝑡𝑢-циклу (соотв. 𝑠𝑡-циклу),
обозначим этот цикл через τℳ,ℒ (соотв. τℒ,ℳ). Согласно Утверждению 7, граф Γℳ вкладывается
в поверхность 𝑀 так, что цикл τℳ,ℒ (соотв. τℒ,ℳ) совпадает с окружностью 𝑅 и, соответственно,
является ориентированным согласно ориентации, заданной на окружности.

4.3. Оснащённый граф потока φ𝑡.

Определение 1 . Граф ϒφ𝑡 потока φ𝑡 ∈ 𝐺 назовем оснащённым графом ϒ**
φ𝑡 (см. рис. 7), если:

� каждая ℳ-вершина оснащена трёхцветным графом Γℳ, соответствующим потоку 𝑓 𝑡,
построенному в подразделе 4.2;
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Рис. 7. Поток из класса 𝐺 и его оснащённый граф

Fig. 7. Flow from 𝐺 and its equipped graph

� каждое ребро (ℳ,ℒ) ((ℒ,ℳ)) оснащено ориентированным 𝑡𝑢-циклом (𝑠𝑡-циклом) τℳ,ℒ

(τℒ,ℳ) графа Γℳ, соответствующим предельному циклу 𝑐 из области ℒ и ориентированным
согласованно с 𝑅;

� каждая ℒ-вершина оснащена периодом 𝑇ℒ цикла, лежащего в соответствующей ℒ-
области.

Определение 2 . Два оснащенных графа ϒ**
φ𝑡 и ϒ**

φ′𝑡 назовем изоморфными, если существует
взаимно-однозначное соответствие ξ между всеми рёбрами и вершинами графа ϒ*

φ𝑡 и всеми
рёбрами и вершинами графа ϒ*

φ′𝑡 такое, что:

1. для вершин ℳ и ξ(ℳ) существует изоморфизм ψℳ графов Γℳ, Γξ(ℳ) такой, что
ψℳ(τℳ,ℒ) = τξ(ℳ),ξ(ℒ)

и ориентации ψℳ(τℳ,ℒ) и τ
ξ(ℳ),ξ(ℒ)

совпадают (аналогично τℒ,ℳ);
2. 𝑇ξ(ℒ) = 𝑇ℒ.

Заметим, что из результатов работы [10] следует, что изоморфизм оснащённых графов ϒ**
φ𝑡 ,

ϒ**
φ′𝑡 потоков φ𝑡, φ′𝑡 ∈ 𝐺 может быть распознан за полиномиальное время. Ориентируемость

несущей поверхности 𝑆 потока φ𝑡∈𝐺 может быть проверена за линейное время, а эйлерова
характеристика поверхности 𝑆 может быть вычислена за квадратичное время по оснащённому
графу ϒ*

φ𝑡 .

4.4. Решение проблемы реализации.

Определение 3 . Направленный двудольный граф ϒ**, у которого одна доля состоит из
ℒ-вершин, другая доля состоит из 𝒜- и ℳ-вершин, назовем допустимым оснащенным гра-
фом, если выполнены следующие условия:

� каждая ℒ-вершина оснащена положительным параметром 𝑇ℒ, имеет степень 1 или 2,
и ребра, инцидентные ℒ-вершине степени 2, направлены одновременно к вершине, или
одновременно от неё;

� каждая ℳ-вершина оснащена трёхцветным графом Γℳ, который:
1) содержит 𝑠𝑢-, 𝑡𝑢- и 𝑡𝑠-циклы и каждый 𝑠𝑢-цикл имеет длину 4;
2) индуцирует на (ℳ,ℒ)- и (ℒ,ℳ)-рёбрах оснащение τℳ,ℒ- и τℒ,ℳ-циклами, которые
попарно не пересекаются.

Методы, предложенные в [10, теорема 5.9], позволяют для каждого допустимого оснащён-
ного графа ϒ** построить поток φ𝑡 ∈ 𝐺 такой, что граф ϒ**

φ𝑡 будет изоморфен графу ϒ**.
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5. Топологическая сопряженность потоков класса 𝐺

В настоящем разделе мы докажем Теорему 2, откуда, с учетом Леммы 1, непосредственно
будет следовать доказательство Теоремы 1.

Докажем, что потоки Морса – Смейла на поверхностях φ𝑡,φ′𝑡 без траекторий, идущих из
одного предельного цикла в другой, топологически сопряжены тогда и только тогда, когда их
оснащённые графы ϒ**

φ𝑡 и ϒ**
φ′𝑡 изоморфны.

Доказательство 2 .
Необходимость. Пусть два потока Морса – Смейла φ𝑡, φ′𝑡 ∈ 𝐺 на замкнутой поверхности

𝑆 топологически сопряжены, то есть существует гомеоморфизм ℎ : 𝑆 → 𝑆 такой, что ℎφ𝑡 =
= φ′𝑡ℎ для 𝑡 ∈ R. Поскольку сопряжение сохраняет тип базисных множеств и асимптотическое
поведение их инвариантных многообразий, а также периоды предельных циклов, то изоморфизм
ξ графов ϒ**

φ𝑡 и ϒ**
φ′𝑡 задается формулой

ξ = πφ′𝑡ℎπ
−1
φ𝑡 .

Достаточность. Положим, что два графа ϒ**
φ𝑡 и ϒ**

φ′𝑡 изоморфны. Тогда из результатов
работы [10] следует, что потоки φ𝑡 и φ′𝑡 эквивалентны посредством гомеоморфизма ℎ̃. Пусть
Ω′

𝑖 = ℎ̃(Ω𝑖) для базисных множеств Ω𝑖. Также, если ℓ – седловая сепаратриса потока φ𝑡, тогда
ℓ′ = ℎ̃(ℓ).

Пусть Ω𝑖, Ω′
𝑖 – предельные циклы, и η𝑖 : 𝐾𝑖 → Πµ𝑖,1,𝑇𝑖 , η

′
𝑖 : 𝐾

′
𝑖 → Πµ𝑖,1,𝑇𝑖 – линеаризующие

гомеоморфизмы для φ𝑡|𝐾𝑖 , φ
𝑡|𝐾′

𝑖
, соответственно. В силу Утверждения 5 существует единственное

слоение Ξ𝑖 на 𝐾𝑖 и аналогичное слоение Ξ′𝑖 на 𝐾 ′
𝑖. Из изоморфизма графов следует, что 𝑇𝑖 = 𝑇 ′

𝑖 .
Тогда ℎ̃𝑖 = η′−1

𝑖 η𝑖 : 𝐾𝑖 → 𝐾 ′
𝑖 отображает Ξ𝑖 в Ξ′𝑖. Для каждого слоя ξ𝑖 ∈ Ξ𝑖 обозначим через

ξ′𝑖 ∈ Ξ′𝑖 слой такой, что ξ′𝑖 = ℎ̃𝑖(ξ𝑖). Для каждой седловой сепаратрисы ℓ (ℓ′), принадлежащей
𝐾𝑖 (𝐾

′
𝑖), обозначим через 𝐾ℓ (𝐾ℓ′) компоненту связности множества 𝐾𝑖 ∖Ω𝑖 (𝐾

′
𝑖 ∖Ω′

𝑖), которой
она принадлежит.

Ниже мы модифицируем гомеоморфизмы ℎ̃ и ℎ̃𝑖 так, чтобы получить объемлющий сопряга-
ющий гомеоморфизм.

1. Модификация гомеоморфизма около седловых точек. Пусть 𝑈0={(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥𝑦|<1}.
По Утверждению 1, существует окрестность 𝑢σ седла σ и гомеоморфизм ψσ : 𝑢σ → 𝑈0 такой,
что ограничения φ𝑡|𝑢σ и 𝑎𝑡1|𝑈0 , где 𝑎𝑡1(𝑥, 𝑦) =

(︀
2𝑡𝑥, 2−𝑡𝑦

)︀
: R2 → R2, сопряжены посредством ψσ.

Тогда ψσ может быть расширен гомеоморфизмом Ψσ на φ𝑡-инвариантную окрестность 𝑈σ седла
σ, ограниченную четырьмя траекториями такими, что 𝑈σ = Ψ−1

σ (𝑈 τσ0 ), где 𝑈 τσ0 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 :
|𝑥𝑦| < τσ} для некоторых τσ ∈ (0, 1). Аналогично для 𝑈σ′ = Ψ−1

σ′ (𝑈
τσ′
0 ). Не уменьшая общности

будем считать, что Ψσ(ℓ)=Ψσ′(ℓ
′) для каждой сепаратрисы ℓ седла σ.

Определим сопрягающий гомеоморфизм ℎℓ : ℓ → ℓ′ на каждой седловой сепаратрисе ℓ
следующим образом. Если сепаратриса ℓ не содержит предельных циклов в своем замыкании,
то положим ℎℓ = Ψ−1

σ′ Ψσ|ℓ. Если сепаратриса ℓ содержит в своем замыкании предельный цикл
Ω𝑖, то положим ℎℓ(ξ𝑖 ∩ ℓ) = ℓ′ ∩ ξ′𝑖. Итак, для каждой седловой точки σ получаем сопрягающие
гомеоморфизмы ℎ𝑢σ : 𝑊

𝑢
σ → 𝑊 𝑢

σ′ , ℎ
𝑠
σ : 𝑊

𝑠
σ → 𝑊 𝑠

σ′ .
Положим 𝐻𝑢

σ = Ψ′
σℎ

𝑢
σΨ

−1
σ : 𝑂𝑥 → 𝑂𝑥, 𝐻𝑠

σ = Ψ′
σℎ

𝑠
σΨ

−1
σ : 𝑂𝑦 → 𝑂𝑦 и 𝐻σ(𝑥, 𝑦) =

= (𝐻𝑢
σ (𝑥), 𝐻

𝑢
σ (𝑦)) для (𝑥, 𝑦) ∈ R2. Положим 𝑈0,σ = 𝑈 τσ0 ∩𝑈

τσ′
0 ∩𝐻−1

σ (𝑈 τσ0 ∩𝑈
τσ′
0 ). Для траектории

γ ⊂ 𝑈0,σ потока 𝑎𝑡1 положим γ′ = 𝐻σ(γ).
Пусть Ξσ = Ψσ(𝑈σ ∩ (

⋃︀
Ω𝑖∈Ω𝑐

φ𝑡

Ξ𝑖)), где Ω𝑐
φ𝑡 это множество предельных циклов потока φ𝑡.

Заметим, что все слои из Ξσ пересекают только одну координатную ось, пусть это будет 𝑂𝑥
для определённости (для 𝑂𝑦 аналогично). Тогда для 𝑥 ∈ 𝑂𝑥 обозначим через ξσ,𝑥 ∈ Ξσ един-
ственный слой, пересекающий 𝑂𝑥 в точке 𝑥. Введём аналогичные обозначения, но со штрихами,
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для σ′. Обозначим гомеоморфизм 𝑔σ на 𝑈0,σ через 𝑔σ(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑡γ1 (𝑥, 𝑦), где 𝑎𝑡γ1 (𝑥, 𝑦) ∈ ξσ,𝑥 для
(𝑥, 𝑦) /∈ 𝑂𝑦 и тождественен на 𝑂𝑦. Аналогично определим гомеоморфизм 𝑔σ′ на 𝐻σ(𝑈0,σ). Тогда
гомеоморфизм 𝐺σ = 𝑔σ′𝐻σ𝑔

−1
σ : 𝑈0,σ → 𝐻σ(𝑈0,σ) переводит слои из Ξσ в слои Ξσ′ , и 𝐺σ𝑎

𝑡
1 = 𝑎𝑡1𝐺σ

для 𝑡 ∈ R.
Положим 𝑉σ = Ψ−1

σ (𝑈0,σ), 𝑉σ′ = Ψ−1
σ′ (𝐺σ(𝑈0,σ)) и ℎσ = Ψ−1

σ 𝐺σΨσ : 𝑉σ → 𝑉σ′ . Положим
𝒱 =

⋃︀
σ∈Ω1

φ𝑡

𝑉σ, 𝒱 ′ =
⋃︀

σ′∈Ω1
φ′𝑡

𝑉σ′ и пусть ℎ𝒱 : 𝒱 → 𝒱 ′ – гомеоморфизм, составленный из ℎσ для всех

седловых точек σ потока φ𝑡. Пусть 𝒦 =
⋃︀

Ω𝑖∈Ω𝑐
φ𝑡

𝐾𝑖, 𝒦′ =
⋃︀

Ω′
𝑖∈Ω𝑐

φ′𝑡

𝐾 ′
𝑖.

2. Продолжение гомеоморфизма ℎ𝒱 на множество 𝒦. Рассмотрим слой ξ𝑖 ∈ Ξ𝑖 и фунда-
ментальный сегмент ξ0𝑖 слоя ξ𝑖, ограниченный некоторой точкой 𝑧 ∈ ξ𝑖∖(𝒱 ∪ ℎ̃−1

𝑖 (𝒱 ′)) и φ𝑇𝑖(𝑧).
Обозначим через ξ′0𝑖 сегмент ξ′𝑖, ограниченный ℎ̃𝑖(𝑧) и ℎ̃𝑖(φ𝑇𝑖(𝑧)) = φ′𝑇𝑖(ℎ̃𝑖(𝑧)). Определим го-
меоморфизм ℎξ0𝑖

: ξ0𝑖 → ξ′0𝑖 так, что ℎξ0𝑖
|ξ0𝑖∩𝒱 = ℎ𝒱 |ξ0𝑖∩𝒱 . Заметим, что, по построению, сопряжение

около предельного цикла полностью определяется гомеоморфизмом фундаментального сегмента
слоя из Ξ𝑖. Следовательно, имеем сопрягающий гомеоморфизм ℎ𝐾𝑖 : 𝐾𝑖 → 𝐾 ′

𝑖, индуцированный
ℎξ0𝑖

. Обозначим через ℎ𝒦 : 𝒦 → 𝒦′ – гомеоморфизм, составленный из ℎ𝐾𝑖 , Ω𝑖 ∈ Ω3
φ𝑡 . Положим

𝒲 = 𝒱 ∪ 𝒦, 𝒲 ′ = 𝒱 ′ ∪ 𝒦′ и обозначим через ℎ𝒲 : 𝒲 → 𝒲 ′ гомеоморфизм, составленный
из ℎ𝒱 и ℎ𝒦.

3. Продолжение гомеоморфизма ℎ𝒲 до объемлющего сопрягающего гомеоморфизма (рис. 8).
Чтобы распространить гомеоморфизмы ℎ𝒲 до объемлющего сопрягающего гомеоморфизма ℎ
заметим, что, согласно Утверждению 3 пункт (3), замыкание 𝑊 некоторой компоненты связности
множества 𝑆 ∖ 𝒲 состоит или из единственной узловой точки, или из траекторий, идущих из
источника α в сток ω. Кроме того, существует взаимно однозначное соответствие между 𝑊 и
аналогичной компонентой 𝑊 ′ множества 𝑆∖𝒲 ′, определяемое эквивалентностью потоков φ𝑡 и φ′𝑡.

В первом случае положим ℎ𝑊 (𝑊 ) = 𝑊 ′. Рассмотрим второй случай. По Утверждению 1
существуют окрестности 𝑢ω и 𝑢ω′ такие, что потоки 𝑓 𝑡|𝑢ω и 𝑓 ′𝑡|𝑢ω′ сопряжены посредством
гомеоморфизмов ψω и ψω′ , соответственно с 𝑎𝑡0, где 𝑎𝑡0(𝑥, 𝑦) =

(︀
2−𝑡𝑥, 2−𝑡𝑦

)︀
: R2 → R2, в окрест-

ности 𝑈̂0 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 < 1}. Пусть τ0 – некоторая замкнутая кривая без контакта,
трансверсально пересекающая все траектории потока 𝑎𝑡0, и пусть τ = ψ−1

ω (τ0), τ′ = ψ
−1
ω′ (τ0).

Рис. 8. Поток φ𝑡, предельный цикл Ω𝑖, сёдла σ, источники α, сток ω, слой ξ𝑖, области 𝐾𝑖, 𝑉σ, 𝑊

Fig. 8. A flow φ𝑡, a limit cycle Ω𝑖, saddles σ, sources α, a sink ω, a leaf ξ𝑖, regions 𝐾𝑖, 𝑉σ, 𝑊

Круглов В. Е., Починка О. В.
Известия вузов. ПНД, 2021, т. 29, № 6 847



Таким образом, τ, τ′ – корректно определённые замкнутые кривые без контакта вокруг ω и ω′,
соответственно.

Положим τ𝑊 = τ ∩ 𝑊 и пусть 𝑎0, 𝑎1 – концы дуги τ𝑊 . Тогда есть две седловые точки
σ0, σ1 (возможно, σ0 = σ1) такие, что 𝑎𝑖 ∈ (τ𝑊 ∩ 𝑉σ𝑖), 𝑖 = 0, 1. Аналогично, дуга τ̃𝑊 ′ = τ′ ∩𝑊 ′

ограничена точками 𝑎̃0, 𝑎̃1, принадлежащими 𝑉σ′0 , 𝑉σ′1 , соответственно. Пусть 𝑡0, 𝑡1 ∈ R такие, что
φ′𝑡𝑖(𝑎̃𝑖) = ℎ𝒲(𝑎𝑖), 𝑖 = 0, 1 и пусть ρ : τ̃𝑊 ′ → [0, 1] – гомеоморфизм такой, что ρ(𝑎̃𝑖) = 𝑖, 𝑖 = 0, 1.
Пусть

τ𝑊 ′ = {φ′𝑡𝑧(𝑧) | 𝑧 ∈ τ̃𝑊 ′ , 𝑡𝑧 = 𝑡0 + (𝑡1 − 𝑡0)ρ(𝑧)}.

Определим произвольный гомеоморфизм ℎτ : τ𝑊 → τ𝑊 ′ так, что ℎτ(𝑎𝑖) = ℎ𝒲(𝑎𝑖), 𝑖 = 0, 1.
Тогда каждая точка 𝑧 из 𝑊 единственным образом определяется точкой 𝑧0 = 𝒪𝑧∩τ𝑊 и значением
𝑡𝑧 ∈ R такими, что φ𝑡𝑧(𝑧0) = 𝑧. Определим гомеоморфизм ℎ𝑊 : 𝑊 → 𝑊 ′ формулой

ℎ𝑊 (φ𝑡𝑧(𝑧0)) = φ′𝑡𝑧(ℎτ(𝑧0)).

Наконец определим сопрягающий гомеоморфизм ℎ :𝑆→𝑆 так, что ℎ|𝒲=ℎ𝒲 и ℎ|𝑊=ℎ𝑊 .□

Заключение

Таким образом, в настоящей работе установлен критерий конечности числа модулей по-
токов Морса – Смейла на поверхностях. Для таких потоков построен комбинаторный инвариант
(оснащённый граф), описывающий класс его топологической сопряженности. Выделен класс до-
пустимых оснащённых графов, допускающих реализацию потоками Морса – Смейла с конечным
числом модулей устойчивости.
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