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Аннотация. Цель настоящего исследования – установить топологические свойства трёхмерных многообразий, до-
пускающих потоки Морса – Смейла без неподвижных точек (несингулярные или НМС-потоки), и привести примеры
таких многообразий, не являющихся линзовыми пространствами. Несмотря на то, что известно, что любое такое
многообразие является объединением круговых ручек, их топология может быть исследована дополнительно и уточ-
нена в случае малого числа орбит. Так, например, в случае потока с двумя нескрученными (имеющими трубчатую
окрестность, гомеоморфную заполненному тору) орбитами топология таких многообразий установлена точно: любое
несущее многообразие НМС-потока с двумя орбитами является линзовым пространством. Ранее считалось, что такую
же топологию имеют все простые ориентируемые многообразия, допускающие НМС-потоки не более чем с тремя
нескрученными орбитами. Методы. В данной работе рассмотрены надстройки над диффеоморфизмами Морса – Смейла
с тремя периодическими орбитами. Эти надстройки в свою очередь являются НМС-потоками с тремя периодическими
траекториями. Рассмотрены универсальные накрытия несущих многообразий этих потоков и линзовых пространств.
Результаты. В настоящей работе приводится счетное множество попарно различных простых 3-многообразий, до-
пускающих НМС-потоки в точности с тремя нескрученными орбитами. Заключение. Из результатов данной работы
следует, что существует счётное множество попарно различных трёхмерных многообразий, отличных от линзовых
пространств, что опровергает ранее опубликованный результат, утверждающий, что любое простое ориентируемое
многообразие, допускающее НМС-поток с не более чем тремя орбитами, является линзовым пространством.
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Abstract. The purpose of this study is to establish the topological properties of three-dimensional manifolds which admit
Morse – Smale flows without fixed points (non-singular or NMS-flows) and give examples of such manifolds that are not lens
spaces. Despite the fact that it is known that any such manifold is a union of circular handles, their topology can be investigated
additionally and refined in the case of a small number of orbits. For example, in the case of a flow with two non-twisted
(having a tubular neighborhood homeomorphic to a solid torus) orbits, the topology of such manifolds is established exactly:
any ambient manifold of an NMS-flow with two orbits is a lens space. Previously, it was believed that all prime manifolds
admitting NMS-flows with at most three non-twisted orbits have the same topology. Methods. In this paper, we consider
suspensions over Morse – Smale diffeomorphisms with three periodic orbits. These suspensions, in turn, are NMS-flows with
three periodic trajectories. Universal coverings of the ambient manifolds of these flows and lens spaces are considered. Results.
In this paper, we present a countable set of pairwise distinct simple 3-manifolds admitting NMS-flows with exactly three
non-twisted orbits. Conclusion. From the results of this paper it follows that there is a countable set of pairwise distinct
three-dimensional manifolds other than lens spaces, which refutes the previously published result that any simple orientable
manifold admitting an NMS-flow with at most three orbits is lens space.
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В настоящей работе устанавливаются топологические свойства замкнутых 3-многообра-
зий 𝑀3, допускающих потоки Морса – Смейла без неподвижных точек (несингулярные или
НМС-потоки). Из работы [1] известно, что любое такое многообразие является объединением
круговых ручек. Напомним, что под круговой ручкой понимается 𝑛-диск 𝐷𝑘×𝐷𝑛−𝑘, приклеенный
к многообразию 𝑀 по диффеоморфизму 𝑆𝑘−1 ×𝐷𝑛−𝑘 → 𝜕𝑀 . Однако в случае малого числа
орбит топологию многообразия можно уточнить. Например, НМС-потоки в точности с двумя
нескрученными орбитами (имеющими трубчатую окрестность, гомеоморфную заполненному
тору) допускают только линзовые пространства. В предположении, что несущее многообразие
является простым (гомеоморфным S2 × S1 или неприводимым – любая цилиндрически вложенная
в него 2-сфера ограничивает 3-шар), этот результат получен в [2], в общем случае – в [3],
где также получена полная топологическая классификация таких потоков. Напомним, что в
трубчатой окрестности периодических орбит НМС-поток топологически сопряжён с надстройкой
над диффеоморфизмом 𝑎 : R2 → R2 вида 𝑎(𝑥1, 𝑥2) ↦→ (λ1𝑥1, λ2𝑥2); в случае, когда λ1 > 0, λ2 > 0,
соответствующая орбита получится притягивающей, когда λ1 > 0, λ2 < 0 – седловой, λ1 < 0,
λ2 < 0 – отталкивающей. Для таких потоков одна периодическая орбита является притягивающей,
другая отталкивающей. В силу того, что несущее многообразие любого НМС-потока является
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объединением неустойчивых (равно, как и устойчивых) многообразий своих периодических
орбит, то при наличии более чем двух орбит НМС-поток необходимо имеет хотя бы одну
притягивающую, хотя бы одну отталкивающую и хотя бы одну седловую орбиту. Согласно [2],
НМС-потоки с нескрученными орбитами, не более, чем одна из которых является седловой, тоже
допускают только линзовые пространства (см. Теорему 2 в [2]). В настоящей работе мы приведем
счетное множество попарно различных простых 3-многообразий, допускающих НМС-потоки
в точности с тремя нескрученными орбитами и не являющихся линзовыми пространствами.
Откуда следует, что Теорема 2 в [2] не верна.

Теорема 1. Существует счетное множество попарно различных простых 3-многообразий,
допускающих НМС-потоки в точности с тремя нескрученными орбитами и не являющихся
линзовыми пространствами.

Доказательство. В работе [4] рассмотрен класс сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов 𝑓
Морса – Смейла в точности с одной седловой орбитой 𝒪σ, заданных на замкнутых ориентируемых
поверхностях 𝑆𝑔 рода 𝑔. Установлено, что в случае, когда диффеоморфизм 𝑓 |𝑊𝑢

σ меняет ориента-
цию, неблуждающее множество диффеоморфизма 𝑓 имеет кроме седловой одну стоковую 𝒪ω и
одну источниковую 𝒪α орбиты. При этом необходимым и достаточным условием существования
такого диффеоморфизма 𝑓 на поверхности 𝑆𝑔 является следующий набор периодов 𝑚ω, 𝑚σ, 𝑚α
орбит 𝒪ω, 𝒪σ, 𝒪α, соответственно:

� 𝑚ω = 1, 𝑚σ = 2𝑔, 𝑚α = 1, 𝑔 > 0;
� 𝑚ω = 1, 𝑚σ = 2𝑔 + 1, 𝑚α = 2, 𝑔 ⩾ 0;
� 𝑚ω = 2, 𝑚σ = 2𝑔 + 1, 𝑚α = 1, 𝑔 ⩾ 0.

Таким образом, диффеоморфизмы Морса – Смейла в точности с тремя периодическими орбитами
существуют на поверхности 𝑆𝑔 любого рода 𝑔 ⩾ 0 (рис. 1, 2, 3).

Пояснение к рис. 1, 2, 3: поверхность и диффеоморфизм на ней получаются склеиванием
сторон многоугольника, имеющих одинаковое обозначение.

Рассмотрим диффеоморфизм 𝑓𝑔 : 𝑆𝑔 → 𝑆𝑔, 𝑔 > 0 с периодическими данными 𝑚ω = 1;
𝑚σ = 2𝑔; 𝑚α = 1 и надстройку 𝑓 𝑡

𝑔 : 𝑀𝑓𝑔 → 𝑀𝑓𝑔 над ним. По определению надстройки
3-многообразие 𝑀𝑓𝑔 является пространством орбит действия диффеоморфизма

𝐹𝑔(𝑥, 𝑟) = (𝑓𝑔(𝑥), 𝑟 − 1) : 𝑆𝑔 × R → 𝑆𝑔 × R,

Рис. 1. Диффеоморфизм с периодическими данными
𝑚ω = 1, 𝑚σ = 4, 𝑚α = 1, 𝑔 = 2

Fig. 1. Diffeomorphism with periodic data 𝑚ω = 1,
𝑚σ = 4, 𝑚α = 1, 𝑔 = 2

Рис. 2. Диффеоморфизм с периодическими данными
𝑚ω = 1, 𝑚σ = 3, 𝑚α = 2, 𝑔 = 1

Fig. 2. Diffeomorphism with periodic data 𝑚ω = 1,
𝑚σ = 3, 𝑚α = 2, 𝑔 = 1
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Рис. 3. Диффеоморфизм с периодическими данными 𝑚ω = 2, 𝑚σ = 5, 𝑚α = 1, 𝑔 = 2

Fig. 3. Diffeomorphism with periodic data 𝑚ω = 2, 𝑚σ = 5, 𝑚α = 1, 𝑔 = 2

то есть 𝑀𝑓𝑔 = 𝑆𝑔 × R/𝐹𝑔. Обозначим через 𝑣𝑓𝑔 : 𝑆𝑔 × R → 𝑀𝑓𝑔 естественную проекцию.
Определим поток 𝑓 𝑡

𝑔 на 𝑆𝑔 × R формулой:

𝑓 𝑡
𝑔(𝑥, 𝑟) = (𝑥, 𝑟 + 𝑡).

Естественная проекция 𝑣𝑓𝑔 : 𝑆𝑔 × R → 𝑀𝑓𝑔 индуцирует поток 𝑓 𝑡
𝑔 = 𝑣𝑓𝑔𝑓

𝑡
𝑔𝑣

−1
𝑓𝑔

: 𝑀𝑓𝑔 → 𝑀𝑓𝑔 ,

называемый надстройкой над диффеоморфизмом 𝑓𝑔. По построению 𝑓 𝑡
𝑔 – НМС-поток в точности

с тремя нескрученными орбитами.
Покажем, что многообразие 𝑀𝑓𝑔 является простым и не гомеоморфно линзовому простран-

ству для всех 𝑔 > 0.
В силу утверждения 1.6 в [5], многообразие является неприводимым, если оно накрывает-

ся неприводимым многообразием. Из определения надстройки следует, что многообразие 𝑀𝑓𝑔

накрывается многообразием 𝑆𝑔 × R. При этом поверхность 𝑆𝑔 накрывается либо евклидовой
плоскостью, либо плоскостью Лобачевского, и, следовательно, 𝑀𝑓𝑔 универсально накрывает-
ся евклидовым пространством R3, которое, как известно, неприводимо. Таким образом, 𝑀𝑓𝑔 –
простое многообразие. Поскольку все линзовые пространства универсально накрываются ли-
бо S2 × R, либо S3, и универсальные накрытия у гомеоморфных пространств гомеоморфны
(см., например, следствие 21.5 в [6]), то многообразие 𝑀𝑓𝑔 не гомеоморфно линзовому про-
странству.

Покажем, что многообразия 𝑀𝑓𝑔 попарно не гомеоморфны при различных 𝑔.
Заметим, что диффеоморфизм 𝑓𝑔 является градиентно-подобным. В этом случае (см., на-

пример, [7]) он топологически сопряжён с диффеоморфизмом вида φ𝑔ξ1𝑔, где φ𝑔 – периодический
диффеоморфизм, совпадающий с 𝑓𝑔 на неблуждающем множестве и имеющий период, совпадаю-
щий с периодом седловых сепаратрис (все сепаратрисы имеют одинаковый период), а ξ1𝑔 – сдвиг
на единицу времени градиентно-подобного потока ξ𝑡𝑔. Таким образом, 𝑓𝑔 и φ𝑔 гомотопны. Из этого
факта следует (см., например, теорему 2.6 в [5]), что многообразия 𝑀𝑓𝑔 и 𝑀φ𝑔 – гомеоморфны.

В силу периодичности φ𝑔 многообразие 𝑀3𝑔 – зейфертово с тремя особыми слоями, соот-
ветствующими орбитам 𝒪α,𝒪ω,𝒪σ. Для диффеоморфизма 𝑓𝑔 период седловых сепаратрис равен
4𝑔, и, следовательно, кратность этих слоёв равна 4𝑔, 4𝑔, 2, соответственно. Кроме того, как было
отмечено выше, многообразие 𝑀φ𝑔 универсально накрывается евклидовым пространством R3.
В этом случае (см., например, теорему 2.3 в [5]) многообразие 𝑀φ𝑔 допускает единственное с
точностью до изоморфизма расслоение Зейферта. Напомним, что два зейфертовых расслоения
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называются изоморфными, если существует диффеоморфизм, переводящий слои одного слоения
в слои второго. При этом (см., например, утверждение 2.1 [5] или теорему 10.2 [8]) необходи-
мым условием изоморфности зейфертовых расслоений является равенство кратностей особых
слоёв. Таким образом, зейфертовы расслоения на многообразиях 𝑀3𝑔 попарно не изоморфны и,
следовательно, многообразия 𝑀𝑓𝑔 попарно не гомеоморфны при различных 𝑔. □
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