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Аннотация. Цель настоящей работы — анализ колебательных режимов в системе нелинейных дифференциальных
уравнений, описывающих конкуренцию трех неантагонистических видов на пространственно-однородном ареале.
Методы. С использованием теории косимметрии устанавливается связь между разрушением двухпараметриче-
ского семейства равновесий и возникновением непрерывного семейства периодических режимов. C помощью
вычислительного эксперимента в MATLAB проведен поиск предельных циклов и анализ мультистабильности.
Результаты. Изучены динамические сценарии для системы трех конкурирующих видов с учетом различия в ко-
эффициентах роста и взаимодействия. Для ряда комбинаций параметров найдены новые непрерывные семейства
предельных циклов (extreme multistability). Установлена бистабильность в виде сосуществования изолированных
предельных циклов, а также стационарного решения и колебательного режима. Заключение. Обнаружены два сценария
расположения семейства предельных циклов по отношению к плоскости, проходящей через три равновесия, отвеча-
ющие существованию разных видов. Помимо циклов, лежащих в этой плоскости, возможно семейство с циклами,
пересекающими эту плоскость в двух точках. Это может рассматриваться как пример периодических процессов,
приводящих к перенаселению и последующему падению численности. Эти результаты далее послужат основой для
анализа систем конкурирующих популяций на пространственно неоднородных ареалах.
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Abstract. Purpose of this work is to analyze oscillatory regimes in a system of nonlinear differential equations describing the
competition of three non-antagonistic species in a spatially homogeneous domain. Methods. Using the theory of cosymmetry,
we establish a connection between the destruction of a two-parameter family of equilibria and the emergence of a continuous
family of periodic regimes. With the help of a computational experiment in MATLAB, a search for limit cycles and an analysis
of multistability were carried out. Results. We studied dynamic scenarios for a system of three competing species for different
coefficients of growth and interaction. For several combinations of parameters in a computational experiment, new continuous
families of limit cycles (extreme multistability) are found. We establish bistability: the coexistence of isolated limit cycles, as
well as a stationary solution and an oscillatory regime. Conclusion. We found two scenarios for locating a family of limit
cycles regarding a plane passing through three equilibria corresponding to the existence of only one species. Besides cycles
lying in this plane, a family is possible with cycles intersecting this plane at two points. We can consider this case as an
example of periodic processes leading to overpopulation and a subsequent decline in numbers. These results will further serve
as the basis for the analysis of systems of competing populations in spatially heterogeneous areas.
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Введение

Для экологических систем характерны сценарии взаимодействия видов, приводящие к коле-
бательным процессам. Математическое моделирование таких явлений проводится с использовани-
ем динамических систем с непрерывным и дискретным временем — потоков и каскадов [1–5].
Для нелинейного отображения на отрезке (в случае одного вида) возникает периодическая и
хаотическая динамика, а для дифференциального уравнения это невозможно. Для двух антагони-
стических видов (хищник – жертва, хозяин – паразит) наблюдаются колебательные режимы, а для
конкурирующих популяций имеются только стационарные решения [6, 7]. Актуальным является
вопрос о колебательных сценариях для трех и более неантагонистических популяций, в частности,
для системы с квадратичной правой частью, описывающей динамику трех видов [8–17]. В общем
случае эта система имеет восемь вещественных параметров (𝑟1 = 1):

�̇�1 = 𝑟1𝑢1(1− 𝑢1 − α1𝑢2 − β1𝑢3), (1)

�̇�2 = 𝑟2𝑢2(1− β2𝑢1 − 𝑢2 − α2𝑢3), (2)

�̇�3 = 𝑟3𝑢3(1− α3𝑢1 − β3𝑢2 − 𝑢3). (3)
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Здесь 𝑢𝑖 — численность вида 𝑖, 𝑟𝑖 — параметр роста, коэффициенты α𝑖, β𝑖 характеризуют влияние
других видов на рост вида 𝑖, а точка обозначает дифференцирование по времени 𝑡.

Система (1)–(3) имеет нулевое равновесие 𝐸0 = (0, 0, 0), три равновесия с одной ненулевой
компонентой

𝐸1 = (1, 0, 0), 𝐸2 = (0, 1, 0), 𝐸3 = (0, 0, 1) (4)

и равновесие с тремя ненулевыми компонентами:

𝐸* = ( 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ) , 𝑝𝑖 =
𝑧𝑖
𝑧0

, (5)

𝑧1 = α1α2 − α2β3 + β1β3 − α1 − β1 + 1,

𝑧0 = α1α2α3 + β1β2β3 − α1β2 − α2β3 − α3β1 + 1.

В (5) величины 𝑧2 и 𝑧3 получаются из 𝑧1 циклической перестановкой индексов: 1→ 2→ 3→ 1.
В ряде работ [8–10] система (1)–(3) рассматривалась при одинаковых параметрах ро-

ста 𝑟𝑖 = 1. Для симметричной модели (α𝑖 = α, β𝑖 = β, 𝑖 = 1, 2, 3 ) в [8] показано, что при
α+ β = 2 получается семейство периодических режимов на плоскости, обладающих нейтральной
устойчивостью в касательном к плоскости направлении. В случае различных коэффициентов
0 < α𝑖 < 1 < β𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 в [9] было установлено существование аналогичного семейства при
𝐴 = 𝐵, где

𝐴 =
3∏︁

𝑖=1

(1− α𝑖), 𝐵 =
3∏︁

𝑖=1

(β𝑖 − 1), (6)

В [10] при нарушении условий α𝑖 < 1 < β𝑖, но сохранении равенства 𝐴 = 𝐵 найдены значения
параметров, для которых также существует семейство периодических режимов.

При 𝑟𝑖 ̸= 1 система (1)–(3) исследовалась в [11–17]. Так, в [11] представлены результаты
по вычислению предельных циклов при 𝑟1 = 2 и α+ β > 2 ( α𝑖 = α, β𝑖 = β). В [12] с помощью
теорем [13,14] доказано, что при выполнении условия 𝐴 = 𝐵 имеется семейство периодических
режимов для параметров роста 𝑟𝑖, которые выражаются через коэффициенты взаимодействия

𝑟1 = 1, 𝑟2 =
α1 − 1

1− β2
, 𝑟3 =

1− β1
α3 − 1

. (7)

В случае идентичных параметров роста в [15, 16] дана классификация динамики системы (1)–(3).
Показано, что существует 37 топологических классов, определяемых соотношениями между
коэффициентами α𝑖, β𝑖.

В [17] для системы (1)–(3) на основе косимметричного подхода [18] найдены условия, при
которых возникают семейства равновесий, и рассчитаны колебательные режимы при значениях
параметров, отвечающих нейтральной устойчивости равновесия (5). Проанализирована динамика
при нарушении условий косимметрии.

Целью данной работы является анализ колебательных режимов системы (1)–(3) и поиск
семейств периодических режимов, обладающих нейтральной устойчивостью в одном направ-
лении. При этом считается, что каждый режим из семейства принадлежит соответствующему
двумерному многообразию, на котором является единственным изолированным предельным
циклом. Таким образом, данную совокупность периодических режимов можно считать новым
объектом — семейством предельных циклов. В работе проводится вычислительный эксперимент
для параметров системы, рассчитываются периоды и мультипликаторы предельных циклов.
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1. Исследование четырехпараметрической модели

В [18] описан сценарий разрушения однопараметрического семейства равновесий косиммет-
ричной системы, приводящий к возникновению предельного цикла. Проанализируем возможность
появления однопараметрического семейства периодических режимов (предельных циклов) при
разрушении двухпараметрического семейства равновесий. Такое семейство существует для систе-
мы (1)–(3) при α𝑖 = β𝑖 = 1 и произвольных значениях параметров роста.

Рассмотрим случае четырехпараметрической модели с коэффициентами α𝑖 = α, β𝑖 = β,
𝑟2, 𝑟3. Дифференциальные уравнения (1)–(3) при α𝑖 = β𝑖 = 1 можно записать в векторном виде:

�̇� = 𝐹, 𝑈 = [𝑢1, 𝑢2, 𝑢3]
T, 𝐹 = 𝑃 [𝑢1, 𝑟2𝑢2, 𝑟3𝑢3]

T, 𝑃 = 1−
3∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖. (8)

Система (8) имеет двухпараметрическое семейство равновесий

𝑢1 = 1− 𝑢2 − 𝑢3, 0 ⩽ 𝑢2 + 𝑢3 ⩽ 1, (9)

лежащее в плоскости
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 1. (10)

Спектр устойчивости равновесия семейства имеет два нулевых значения σ1 = σ2 = 0, соот-
ветствующих нейтральным направлениям вдоль плоскости (10), и значение σ3 = (1 − 𝑟2)𝑢2 +

+(1− 𝑟3)𝑢3 − 1, отвечающее за устойчивость в трансверсальном к плоскости направлении. При
любых положительных значениях 𝑟2, 𝑟3 величина σ3 < 0, то есть все семейство состоит из
устойчивых равновесий. При 𝑟2 = 𝑟3 = 1 получается идентичный для всех равновесий спектр
σ1 = σ2 = 0, σ3 = −1, что соответствует симметрии задачи, а при 𝑟2 ̸= 1, 𝑟3 ̸= 1 каждое
равновесие обладает индивидуальном спектром, что характерно для косимметричных систем [19].

Согласно введенному в [19] определению, косимметрией является векторное поле, ор-
тогональное полю задачи во всем пространстве. Двухпараметрическому семейству отвечает
мультикосимметрия, то есть существование двух разных косимметрий, ортогональных вектору
правой части. Косимметриями системы (8) являются векторы, введенные в [17]:

𝐿1 = (𝑟2𝑢2, −𝑢1, 0)T, (11)

𝐿2 = (−𝑟3𝑢3, 0, 𝑢1)T, (12)

𝐿3 = (0, 𝑟3𝑢3, −𝑟2𝑢2)T. (13)

Это проверяется непосредственно вычислением скалярного произведения косимметрии 𝐿𝑖 и
правой части системы 𝐹 .

Так как линейная комбинация двух векторов из (11)–(13) позволяет получить третий (напри-
мер, −𝑢1𝐿3 = 𝑟3𝑢3𝐿1 + 𝑟2𝑢2𝐿2), то пару косимметрий можно получить при помощи процедуры
ортогонализации Грама–Шмидта. Полученные векторы будут ортогональны друг другу и вектору
правой части 𝐹 .

Рассмотрим возмущение системы (8) при следующем выборе коэффициентов взаимодей-
ствия для исходной модели (1)–(3)

α𝑖 = 1− 𝑠, β𝑖 = 1 + ℎ𝑠. (14)

Проанализировать решения, реализующиеся в результате разрушения семейства, позволя-
ет метод, основанный на вычислении косимметричного дефекта и селективной функции [18].

Нгуен Б. Х., Цибулин В. Г.
Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 3 319



Cкалярные произведения косимметрий и вектора правой части системы (1)–(3) дают косимметри-
ческие дефекты

𝒟1 = (𝐹,𝐿1) = ((𝑢1 − 𝑢3)ℎ+ 𝑢2 − 𝑢3) 𝑠𝑟2𝑢1𝑢2, (15)

𝒟2 = (𝐹,𝐿2) = − ((𝑢2 − 𝑢3)ℎ− 𝑢1 + 𝑢2) 𝑠𝑟3𝑢1𝑢3, (16)

𝒟3 = (𝐹,𝐿3) = − ((𝑢1 − 𝑢2)ℎ+ 𝑢1 − 𝑢3) 𝑠𝑟2𝑟3𝑢2𝑢3. (17)

Видно, что 𝒟𝑖 обращаются в нуль для равновесий 𝐸𝑖 (4), а также для равновесия 𝐸* (5),
которое имеет три одинаковые координаты 𝑝𝑖 = [3 + (ℎ− 1)𝑠]−1. Таким образом, при возмущении
(14) из двухпараметрического семейства сохраняются четыре равновесия. Проанализируем, что
происходит с остальными членами семейства (9). Для этого подставим в (15)–(17) выражения
для отрезка из элементов (9). В результате получаются селекционные (селективные) функции.
Например, для отрезка (𝑢1, 𝑢1, 1− 2𝑢1), где 0 < 𝑢1 <

1
3 , имеем:

𝒮1 = (3𝑢1 − 1) (ℎ+ 1) 𝑠𝑟2𝑢
2
1, (18)

𝒮2 = (3𝑢1 − 1) (−1 + 2𝑢1)ℎ𝑠𝑟3𝑢1, (19)

𝒮3 = (3𝑢1 − 1) (−1 + 2𝑢1) 𝑠𝑟2𝑟3𝑢1. (20)

Видно, что 𝑆𝑖(𝑢1) ̸= 0 при любых 𝑢1 ∈ (0, 1
3). Следовательно, при возмущении системы (8) из

равновесий (9), отвечающих значениям 𝑢1 ∈ [0, 1
3 ], остаются только концевые точки. Аналогично

получается и для других отрезков, которые идут от точки 𝐸* до границы семейства равновесий.
В этом случае согласно [18] возможно появление предельных циклов.

В [8] показано, что для симметричной модели (𝑟𝑖 = 1) семейство предельных циклов
получается при α+ β = 2, что соответствует значению ℎ = 1. Циклы располагаются на плоскости
(10) и образуют систему концентрических замкнутых кривых вокруг равновесия (5) с тремя
ненулевыми компонентами:

𝐸* =

(︂
1

3
,
1

3
,
1

3

)︂
. (21)

Проанализируем свойства этих режимов для двух наборов коэффициентов: α = 0.8, β = 1.2
и α = 0.6, β = 1.4. На рис. 1 приведены результаты вычислений периодов циклов из семейства.
Для этого использован алгоритм, описанный в приложении A. На рис. 1, a кружки обозначают
начальные точки для расчета периодов и мультипликаторов периодических режимов. Траектория
каждого режима определяется начальной точкой на плоскости (10) и не зависит от α, β. Периоды
циклов и значения их мультипликаторов приведены в табл. 1. Обозначим через 𝑑 расстояние
от начальной точки до равновесия (21). Видно, что с увеличением 𝑑 периоды циклов растут
(рис. 1, b).

В вычислительном эксперименте установлено, что с увеличением разности β− 1 периоды
предельных циклов уменьшаются. Это иллюстрирует рис. 1, c, где представлены результаты
вычисления периодов циклов 𝑇 для двух начальных точек: 𝑃1 = (0.3, 0.4, 0.3) и 𝑃2 = (0.6, 0.1, 0.3).
На рис. 1, d приведены зависимости от β− 1 произведения 𝑇 (β− 1). Таким образом, получается,
что период цикла обратно пропорционален разности β − 1, то есть 𝑇 = 𝐾(β − 1)−1, где 𝐾

определяется выбором начальной точки.
Анализ устойчивости равновесий и проведенный вычислительный эксперимент показали,

что при отличных от единицы значениях 𝑟𝑖 на плоскости параметров α𝑖 = α, β𝑖 = β получается
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Рис. 1. Семейство предельных циклов: a — траектории, b — график зависимости периодов от расстояния между
начальной точкой и равновесием (21), c и d — графики зависимости периодов предельных циклов от значения β− 1

(цвет онлайн)

Fig. 1. Family of limit cycles: a — trajectories, b — dependence of period 𝑇 on the distance from the starting point to
equilibrium (21), c and d — graphs dependence of periods of limit cycles on the value of β− 1 (color online)

Таблица 1. Периоды (𝑇 ) и мультипликаторы (ρ𝑖) предельных циклов при α+ β = 2, 𝑟𝑖 = 1

Table 1. Periods (𝑇 ) and multipliers (ρ𝑖) of limit cycles for α+ β = 2, 𝑟𝑖 = 1

Коэффициенты взаимодействия 𝑑 Период ρ1 ρ2, ρ3

α𝑖 = 0.8, β𝑖 = 1.2

0.05 54.55 1.3× 10−16 1.0, 1.0

0.31 59.25 −1.0× 10−16 1.0 ± 𝑖0.0002

0.51 68.87 −1.1× 10−16 1.0 ± 𝑖0.0003

α𝑖 = 0.6, β𝑖 = 1.4

0.05 27.28 1.4× 10−12 1.0, 0.99999

0.31 29.62 1.4× 10−13 1.0 ± 𝑖6.7× 10−5

0.51 34.43 1.1× 10−15 1.0 ± 𝑖0.0008
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Рис. 2. Области устойчивости равновесий 𝐸* (I) и 𝐸𝑖 (II)
системы (1)–(3) при α𝑖 = α, β𝑖 = β. Граница области (I)
при 𝑟2 = 𝑟3 = 1 (1), при 𝑟2 = 0.5, 𝑟3 = 2.5 (2), при 𝑟2 = 2,
𝑟3 = 0.2 (3)

Fig. 2. The stability regions of the equilibria 𝐸* (I) and 𝐸𝑖 (II)
of the (1)–(3) system for α𝑖 = α, β𝑖 = β. Region boundary
(I) at 𝑟2 = 𝑟3 = 1 (1), at 𝑟2 = 0.5, 𝑟3 = 2.5 (2), at 𝑟2 = 2,
𝑟3 = 0.2 (3)

карта режимов, аналогичная приведенной в
работе [8] (рис. 2). При α, β > 1 имеется муль-
тистабильность: устойчивы равновесия 𝐸𝑖 (4),
причем реализация конкретного равновесия за-
висит от выбора начальной точки.

Треугольник, ограниченный отрезками
α = 0, β = 0, α + β = 2, определяет об-
ласть устойчивости равновесия 𝐸* (21) при
𝑟2 = 𝑟3 = 1. С изменением 𝑟𝑖 прямая α+β = 2

превращается в вогнутую кривую, так что об-
ласть устойчивости равновесия 𝐸* включает
треугольник, получающийся при 𝑟𝑖 = 1. При
этом граница деформированной области содер-
жит точку с координатами α = β = 1, для этих
значений система (8) имеет двухпараметриче-
ское семейство равновесий (9) и косимметрии
(11)–(13).

При значениях α и β вне области устой-
чивости равновесия 𝐸* и зоны мультистабиль-
ности (устойчивость равновесий 𝐸𝑖) получа-
ется устойчивый гетероклинический цикл [8],
формирующийся из кривых, «соединяющих»
равновесия 𝐸1, 𝐸2 и 𝐸3. Данные равновесия
при α𝑖 < β𝑖 имеют по одному устойчивому и

одному неустойчивому усу, которые принадлежат плоскостям, соответствующим отсутствию
одного из видов (𝑢1 = 0, 𝑢2 = 0 или 𝑢3 = 0).

Кроме того, для четырехпараметрической модели (α𝑖 = α, β𝑖 = β, 𝑟𝑖) имеется область
значений α, β, при которых реализуется бистабильность: устойчивы равновесие 𝐸* и гетерокли-
нический цикл, разделенные неустойчивым седловым предельным циклом. На рис. 2 эта область
примыкает к вогнутым кривым — границе области устойчивости равновесия 𝐸*.

2. Вычислительный эксперимент

Для поиска предельных циклов системы (1)–(3) с восемью параметрами будем анализи-
ровать устойчивость равновесия 𝐸* (5), которая определяется корнями характеристического
полинома:

σ3 + 𝐶2σ2 + 𝐶1σ+ 𝐶0 = 0, (22)

где

𝐶2 = 𝑝1 + 𝑝2𝑟2 + 𝑝3𝑟3,

𝐶1 = 𝑟2𝑟3𝑝2𝑝3 (1− α2β3) + 𝑟2𝑝1𝑝2 (1− α1β2) + 𝑟3𝑝1𝑝3 (1− α3β1) ,

𝐶0 = 𝑟2𝑟3𝑝1𝑝2𝑝3 (1− α1β2 − α2β3 − α3β1 + α1α2α3 + β1β2β3)

В работе [12] показано, что неустойчивый предельный цикл имеется при выполнении условий
𝐶2𝐶1 > 𝐶0, 𝐴 < 𝐵, а устойчивый предельный цикл — при 𝐶2𝐶1 < 𝐶0, 𝐴 > 𝐵, здесь 𝐴 и 𝐵
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Рис. 3. Кривые зависимости 𝑟3 от 𝑟2, отвечающие условию (23); цифры соответствуют строкам табл. 2 (цвет онлайн)

Fig. 3. Dependence curves of 𝑟3 on 𝑟2, which ensure the fulfillment of the condition (23); the numbers correspond to the rows
in Table 2 (color online)

определяются формулами (6). Будем искать значения параметров, при которых полином (22)
имеет пару мнимых корней, то есть выполняется

𝐶2𝐶1 = 𝐶0. (23)

Равенство (23) содержит все восемь параметров системы (1)–(3). В табл. 2 для ряда значений
коэффициентов α𝑖, β𝑖, обеспечивающих выполнение равенства 𝐴 = 𝐵, приведены величины
параметров роста 𝑟𝑖, для которых установлено существование семейств предельных циклов [9,12].
Этим значениям 𝑟𝑖 на рис. 3 соответствуют точки, через которые проходят кривые, отвечаю-
щие (23). Для разных вариантов α𝑖, β𝑖 кривые пересекаются в общей точке 𝑟2 = 𝑟3 = 1. Таким
образом, для шести наборов коэффициентов взаимодействия (случаи 1–6 из табл. 2) существуют
семейства предельных циклов при параметрах роста, указанных в табл. 2, и для 𝑟2 = 𝑟3 = 1.
Имеются также значения коэффициентов взаимодействия, для которых кривая на плоскости 𝑟2, 𝑟3
стягивается в одну точку. Такой случай приведен в последней строке табл. 2.

Таблица 2. Комбинации параметров, для которых имеются семейства предельных
циклов при выполнении условий (23) и 𝐴 = 𝐵 (см. рис. 3)

Table 2. Combinations of parameters for which there are families of limit cycles under
the conditions (23) and 𝐴 = 𝐵 (see fig. 3)

α1 α2 α3 β1 β2 β3 𝑟2 𝑟3 Кривая

0.8 0.8 0.8

1.1 1.2 1.4 1 0.5 1
1.1 1.4 1.2 0.5 0.5 2
1.4 1.2 1.1 1 2 3
1.4 1.1 1.2 2 2 4
1.2 1.4 1.1 0.5 1 5
1.2 1.1 1.4 2 1 6

0.6 0.8 0.9
1.1 1.2 1.4 2 1 7
1.1 1.4 1.2 1 1
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Рис. 4. Семейство предельных циклов при 𝑟2 = 1, 𝑟3 = 1 (синие сплошные линии) и 𝑟2 = 1, 𝑟3 = 0.5 (красные
штриховые): a — траектории в фазовом пространстве, b — зависимость от времени значения суммы видов 𝑆; α𝑖 = 0.8,
β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (цвет онлайн)

Fig. 4. The family of limit cycles for 𝑟2 = 1, 𝑟3 = 1 (solid blue lines) and 𝑟2 = 1, 𝑟3 = 0.5 (red dashed): a — trajectories in
phase space, b — time dependence of the sum of species 𝑆; α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (color online)

На рис. 4, a представлены предельные циклы из двух семейств, вычисленные при α𝑖 = 0.8,
β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4, 𝑟2 = 1 для значений 𝑟3 = 1 (синие кривые) и 𝑟3 = 0.5 (красные
штриховые). Начальные точки и все семейство, отвечающее значению 𝑟3 = 0.5, лежат в плоскости
(10). Предельные циклы для случая 𝑟3 = 1 пересекают плоскость (10) и по мере удаления
начальной точки от 𝐸* амплитуда колебаний становится больше. Это характеризует рис. 4, b, где
представлены графики изменения по времени суммы видов 𝑆(𝑡) =

∑︀3
𝑖=1 𝑢𝑖(𝑡).

В проведенном вычислительном эксперименте было найдено, что семейство предельных
циклов существует и при 𝑟2, 𝑟3, отличающихся от описанных в [9, 12]. На рис. 5 для значений α𝑖,
β𝑖, отвечающих случаям 1 и 4 из табл. 2, дана кривая зависимости 𝑟3 от 𝑟2, удовлетворяющая
равенству (23). Для значений 𝑟2, 𝑟3, лежащих между этой кривой (синяя сплошная) и рассчитанной
границей (красная штриховая), наблюдаются изолированные предельные циклы. Данные режимы
находятся между гетероклиническим циклом и равновесием 𝐸*. Точки 𝑇𝑗 отвечают значениям 𝑟2,
𝑟3, при которых получаются семейства предельных циклов. Например, в случае 1 кроме точек
𝑇1 (𝑟2 = 𝑟3 = 1) [9] и 𝑇2 (𝑟2 = 1, 𝑟3 = 0.5) [12] семейство предельных циклов получено для
𝑟2 = 0.9834636477, 𝑟3 = 0.8335 (точка 𝑇3), см. рис. 5, a. Отметим, что точки 𝑇𝑗 соответствуют
пересечениям сплошной (синей) и штриховой (красной) кривых. Из рис. 5, b видно, что область
значений 𝑟2, 𝑟3, для которых имеются изолированные предельные циклы, может быть очень
небольшой.

Для предельных циклов семейства были вычислены мультипликаторы, см. табл. 3. Видно,
что модули мультипликаторов ρ2, ρ3 близки к единице. В условиях вырождености задачи это мож-
но рассматривать как хорошее приближение для двукратной единицы, одна из которых отвечает
направлению вдоль орбиты цикла, а другая — нейтральному направлению для континуального
семейства.
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Рис. 5. Кривые зависимости 𝑟3 от 𝑟2 при α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (слева) — случай 1 в табл. 2 и α𝑖 = 0.8,
β1 = 1.4, β2 = 1.1, β3 = 1.2 (справа) — случай 4 в табл. 2; синяя кривая отвечает (23), красная штриховая отмечает
границу существования предельных циклов, 𝑇𝑖 соответствуют семействам предельных циклов (цвет онлайн)

Fig. 5. Curves of dependence of 𝑟3 on 𝑟2 at α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (left) — case 1 in Table 2 and α𝑖 = 0.8,
β1 = 1.4, β2 = 1.1, β3 = 1.2 (right) — case 4 in Table 2; the blue curve corresponds to (23), the red dashed line marks the
boundary of the existence of limit cycles, 𝑇𝑖 correspond to families of limit cycles (color online)

Таблица 3. Период и мультипликаторы циклов при разных значениях 𝑟2,
𝑟3; α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4

Table 3. Period and cycle multipliers for different values of 𝑟2, 𝑟3; α𝑖 = 0.8,
β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4

𝑟2, 𝑟3 Период ρ1 ρ2, ρ3

1, 1
58.84 −9.1× 10−17 1.0± 𝑖2.4× 10−5

74.77 6.6 × 10−16 

1, 0.5
75.11 9.2× 10−18 1.0± 𝑖0.0004

95.4 −1.4× 10−16 1.0± 𝑖0.0001

0.9834636477, 0.8335
59.35 −8.6 × 10−17 

77.31 1.1 × 10−16 

На рис. 6 представлены траектории нескольких циклов из нового семейства (𝑟2 =

= 0.9834636477, 𝑟3 = 0.8335, точка 𝑇3 на рис. 5, a) и сходимость показателей Ляпунова для
одного цикла из семейства.

Если параметры удовлетворяют условию (23), но при этом 𝐴 ≠ 𝐵, то семейство предель-
ных циклов вырождается и получается медленная динамика, с очень малым прирастанием или
убыванием амплитуды колебаний. Фрагменты таких траекторий из большого числа оборотов
представлены далее на рис. 7. В этом случае возможна реализация изолированных предельных
циклов. Зафиксируем значения пяти параметров: α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2. Тогда при β3 = 1.45
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 1.0 ± 𝑖0.0002
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Рис. 6. Семейство предельных циклов при 𝑟2 = 0.9834636477, 𝑟3 = 0.8335: a — траектории в фазовом пространстве,
b — показатели Ляпунова; α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (цвет онлайн)

Fig. 6. The family of limit cycles for 𝑟2 = 0.9834636477, 𝑟3 = 0.8335: a — trajectories in the phase space, b — Lyapunov
exponents; α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.4 (color online)

Таблица 4. Период и мультипликаторы предельных циклов при 𝐴 ̸= 𝐵;
α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1, β2 = 1.2

Table 4. Period and multipliers of limit cycles for 𝐴 ̸= 𝐵; α𝑖 = 0.8, β1 = 1.1,
β2 = 1.2

β3 𝑟2, 𝑟3 Период ρ1 ρ2, ρ3

1.45 1.2, 0.22620179898 108.76 −5.8× 10−18 1.0, 1.0043

1.35 1.587661492, 3.5 37.8 −1.1× 10−16 1.0, 0.99625

получается 𝐴 < 𝐵, а при β3 = 1.35 — 𝐴 > 𝐵. В табл. 4 представлены мультипликаторы вычислен-
ных предельных циклов при различных значениях 𝑟2, 𝑟3. Первая строка отвечает неустойчивому
предельному циклу (ρ3 > 1), а вторая — устойчивому предельному циклу (ρ3 < 1).

Результаты, иллюстрирующие существование предельных циклов, представлены на рис. 7
для ряда значений параметров роста. Расчеты проводились из различных начальных данных
(черные звезды на рисунке) на интервалах времени, позволяющих убедиться в росте или за-
тухании амплитуды колебаний (цветные полоски на рисунке). Конечные состояния отмечены
синими точками. При β3 = 1.45 существуют бассейны начальных данных, из которых реализуется
равновесие 𝐸* и гетероклинический цикл, опирающийся на равновесия 𝐸𝑖 (рис. 7, a). В этом
случае имеется неустойчивый предельный цикл (тонкая кривая). Для β3 = 1.35 равновесие 𝐸*
и гетероклинический цикл неустойчивы и имеется изолированный предельный цикл (рис. 7, b).
Этот цикл получается для небольших интервалов значений параметров роста 𝑟2, 𝑟3.

Кроме того, были обнаружены другие сценарии динамики. Например, при β3 = 1.45,
𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 0.195 и β3 = 1.35, 𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 3.62 имеется два изолированных (устой-
чивый и неустойчивый) предельных цикла (рис. 7, c, d). Это означает бистабильность в виде
сосуществования гетероклинического цикла и изолированного устойчивого предельного цикла,
а также равновесия (стационарного решения) и изолированного устойчивого предельного цикла.
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Рис. 7. Колебания с меняющейся амплитудой (цветные полоски) и изолированные предельные циклы (тонкие кривые)
при β3 = 1.45 (слева) и при β3 = 1.35 (справа): a — 𝑟2 = 1.2, 𝑟3 = 0.22620179898, b — 𝑟2 = 1.587661492, 𝑟3 = 3.5,
c — 𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 0.195, d — 𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 3.62; начальные условия — черные звезды, конечные состояния — синие
точки (цвет онлайн)

Fig. 7. Oscillations with varying amplitude (color bars) and isolated limit cycles (thin curves) at β3 = 1.45 (left) and at
β3 = 1.35 (right): a — 𝑟2 = 1.2, 𝑟3 = 0.22620179898, b — 𝑟2 = 1.587661492, 𝑟3 = 3.5, c — 𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 0.195,
d — 𝑟2 = 1.6, 𝑟3 = 3.62; initial conditions are black stars, final states are blue dots (color online)

В вычислительном эксперименте при фиксированных коэффициентах взаимодействия найдены
области значений параметров роста, при которых реализуются переходы от устойчивого равно-
весия с ненулевыми компонентами 𝐸* к устойчивому гетероклиническому циклу. Например, для
фиксированных коэффициентов α𝑖 = 0.8 (𝑖 = 1, 2, 3), β1 = 1.1, β2 = 1.2, β3 = 1.35 при 𝑟2 = 1.6
равновесие 𝐸* устойчиво от 𝑟3 ≈ 3.7 до 𝑟3 ≈ 3.6. Для 𝑟3 ≈ 3.62 происходит рождение «из воздуха»
устойчивого и неустойчивого предельных циклов, которые с уменьшением параметра 𝑟3 влипают
соответственно в гетероклинический цикл и равновесие 𝐸*, так что при 𝑟3 = 3.35 устойчив только
гетероклинический цикл. При значениях 0.3 < 𝑟3 < 0.4 переход от устойчивого равновесия 𝐸*
к устойчивому гетероклиническому циклу происходит при увеличении 𝑟3. Аналогичный сценарий
реализуется и при значениях 𝑟2, близких к рассмотренному случаю 𝑟2 = 1.6.
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Заключение

Данная работа посвящена исследованию относительно простой системы нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений, описывающих конкуренцию трех неантагонистических
видов на пространственно-однородном ареале. Рассматриваются колебательные сценарии вза-
имодействия видов и возникновения семейств предельных циклов. С использованием теории
косимметрии установлена связь между разрушением двухпараметрического семейства стационар-
ных решений (равновесий) и возникновением непрерывного семейства периодических режимов.
Ранее в [20, 21] для системы двух хищников и жертвы был найден сценарий возникновения
однопараметрического семейства предельных циклов, ответвляющихся от равновесий, составляю-
щих однопараметрическое семейство. В [22] были обнаружены двухпараметрические семейства
равновесий и предельных циклов (следствие мультикосимметрии) для системы двух хищников
и двух жертв.

Проведенный анализ позволил найти новые случаи экстремальной мультистабильности —
возникновение континуального семейства предельных циклов при дополнительных соотношениях
на параметры системы. При нарушении этих соотношений реализуются долговременные режимы
установления к изолированным периодическим режимам, в том числе и к гетероклиническому
циклу. Такая динамика связана с разрушением косимметричного семейства предельных циклов.

Полученные результаты могут быть полезны для анализа конкуренции видов с учетом
стохастических воздействий. Практика показывает [23–25], что для трактовки результатов с уче-
том шумов полезно предварительное исследование детерминированной системы с выделением
бифуркационных интервалов для параметров. Результаты, представленные на рис. 7, показывают,
что для разных значений параметров роста фазовую картину существенно меняют небольшие
отклонения коэффициента β3 от значения, при котором возможно существование семейств циклов.

Далее предполагается исследование колебательных режимов для пространственно-распре-
деленных систем конкурирующих популяций. При β𝑖 = 0 в [26] рассмотрена задача для трех
видов с учетом пространственных эффектов и запаздывания. Анализ конкуренции двух видов
с учетом пространственных эффектов показал, что типичным сценарием является установление
к стационарным распределениям [27]. При дополнительных соотношениях между параметрами
систем возможны косимметрии и мультистабильные решения в виде семейств стационарных
распределений [28, 29].

Приложение

Вычисление мультипликаторов предельного цикла

Система автономных дифференциальных уравнений (1)–(3) записывается в виде

�̇� = 𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ R𝑛, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑛 = 3. (24)

Ее периодическое решение, имеющее период 𝑇 > 0, удовлетворяет условию

𝑢(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑢(𝑡). (25)

Устойчивость периодического решения определяется собственными числами матрицы монодромии
[30,31], у которой всегда существует единичное собственное значение ρ1 = 1. Если остальные
собственные числа лежат внутри единичной окружности, то периодическое решение устойчиво.
Решение неустойчиво, если существует хотя бы одно собственное значение вне единичной
окружности.
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В расчетах асимптотически устойчивый периодический режим получался в результате
установления, при этом оценивалась величина периода 𝑇 . Для вычисления периодического
решения системы (24) полагали, что в (25) 𝑡 = 0. Через 𝑈𝑡(𝑥) далее обозначается оператор сдвига
по траектории системы (24) из точки 𝑢(0) = 𝑥 за время 𝑡.

Задача поиска предельного цикла сводилась к нахождению неподвижной точки оператора
𝑈𝑡(𝑥), то есть точки 𝑥, удовлетворяющей условию 𝑥 = 𝑈𝑇 (𝑥). Получающаяся система состояла
из 𝑛 уравнений с 𝑛+ 1 неизвестными (координаты точки 𝑥 и период 𝑇 ).

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑈𝑇 (𝑥) = 0. (26)

В расчетах фиксировалась одна из координат 𝑥 (𝑥3 ≡ 𝑢3). Для решения уравнения (26) применялся
метод Ньютона

𝑥(𝑚+1) = 𝑥(𝑚) −𝑀−1(𝑥(𝑚))𝑔(𝑥(𝑚)) (27)

Здесь 𝑀 — матрица Якоби системы (26). Вместе с решением задачи Коши для (24) решались
задачи в вариациях, для которых начальными данными являлись орты фазового пространства:
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). На каждом шаге метода Ньютона (27) решалась задача Коши для си-
стемы 𝑛(𝑛+ 1) обыкновенных дифференциальных уравнений. Для расчета предельных циклов
использовались различные варианты метода Рунге–Кутты, реализованные в MATLAB (функции
ode45 и ode89), вычисления производились с контролем абсолютной и относительной точности.
В вычислениях для оценки сходимости метода Ньютона использовались значения 10−5 и 10−7,
а при расчетах методом Рунге–Кутты применялись величины 10−7 и 10−9.

Список литературы

1. Свирежев Ю. М., Логофет Д. О. Устойчивость биологических сообществ. М.: Наука, 1978.
352 с.

2. Мюррей Дж. Математическая биология. Т. 1. Введение. М.–Ижевск: Институт компьютерных
исследований; Регулярная и хаотическая динамика, 2011. 776 с.

3. Базыкин А. Д. Нелинейная динамика взаимодействующих популяций. Ижевск: Институт
компьютерных исследований, 2003. 368 c.

4. Rubin A., Riznichenko G. Mathematical Biophysics. New York: Springer, 2014. 273 p. DOI: 10.
1007/978-1-4614-8702-9.

5. Фрисман Е. Я., Кулаков М. П., Ревуцкая О. Л., Жданова О. Л., Неверова Г. П. Основные
направления и обзор современного состояния исследований динамики структурированных
и взаимодействующих популяций // Компьютерные исследования и моделирование. 2019.
Т. 11, № 1. С. 119–151. DOI: 10.20537/2076-7633-2019-11-1-119-151.

6. Lotka A. J. Elements of Physical Biology. Philadelphia, Pennsylvania: Williams & Wilkins, 1925.
495 p.

7. Volterra V. Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali conviventi // Memoria
della Reale Accademia Nazionale dei Lincei. 1926. Vol. 2. P. 31–113.

8. May R. M., Leonard W. J. Nonlinear aspects of competition between three species // SIAM Journal
on Applied Mathematics. 1975. Vol. 29, no. 2. P. 243–253. DOI: 10.1137/0129022.

9. Chia-Wei C., Lih-Ing W., Sze-Bi H. On the asymmetric May–Leonard model of three competing
species // SIAM Journal on Applied Mathematics. 1998. Vol. 58, no. 1. P. 211–226. DOI: 10.1137/
S0036139994272060.
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