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Аннотация. Цель настоящей работы — исследование возможности существования мультистабильности вблизи гра-
ницы индуцированной шумом синхронизации в хаотических системах с непрерывным и дискретным временем.
В качестве объектов исследования выбраны ансамбли осцилляторов Лоренца и логистических отображений, нахо-
дящиеся под действием общего источника белого шума. Методы. Диагностика синхронизации, индуцированной
шумом, осуществлялась при помощи непосредственного сравнения состояний систем, находящихся под действием
общего источника шума, и расчета ошибки синхронизации. Для определения наличия мультистабильности вблизи
границы этого режима произведен расчет меры мультистабильности и построена ее зависимость от интенсивности
шумового воздействия на системы. Кроме того, в фиксированные моменты времени получены бассейны притяжения
синхронных и асинхронных режимов для одной из систем, находящихся под действием шума, при фиксированных
начальных условиях другой системы. Результатом работы является доказательство наличия мультистабильности
вблизи границы синхронизации, индуцированной шумом. Заключение. Показано, что для режима перемежающейся
синхронизации, индуцированной шумом, так же, как и для режима перемежающейся обобщенной синхронизации,
характерна мультистабильность, проявляющаяся в данном случае как существование в один и тот же промежуток
времени синхронного поведения у одной пары систем, находящихся под действием общего источника шума, в то время
как у другой пары наблюдается асинхронное поведение. Обнаруженный эффект характерен как для потоковых систем,
так и для дискретных отображений, находящихся под действием общего источника шума. Он может найти применение
в информационно-телекоммуникационных системах при совершенствовании способов скрытой передачи информации,
основанных на явлении хаотической синхронизации.

Ключевые слова: индуцированная шумом синхронизация, обобщенная синхронизация, мультистабильность, белый
шум, перемежаемость.
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Abstract. The aim of this work is to study the possibility of the existence of multistability near the boundary of noise-induced
synchronization in chaotic continuous and discrete systems. Ensembles of uncoupled Lorenz systems and logistic maps being
under influence of a common source of white noise have been chosen as an object under study. Methods. The noise-induced
synchronization regime detection has been performed by means of direct comparison of the system states being under influence
of the common noise source and by calculation of the synchronization error. To determine the presence of multistability near
the boundary of this regime, the multistability measure has been calculated and its dependence on the noise intensity has been
obtained. In addition, for fixed moments of time, the basins of attraction of the synchronous and asynchronous regimes have
been received for one of the systems driven by noise for fixed initial conditions of the other system. The result of the work is
a proof of the presence of multistability near the boundary of noise-induced synchronization. Conclusion. It is shown that the
regime of intermittent noise-induced synchronization, as well as the regime of intermittent generalized synchronization, is
characterized by multistability, which manifests itself in this case as the existence in the same time interval of the synchronous
behavior in one pair of systems being under influence of a common noise source, whereas in the other pair the asynchronous
behavior is observed. The found effect is typical for both flow systems and discrete maps being under influence of a common
noise source. It can find an application in the information and telecommunication systems for improvement the methods for
secure information transmission based on the phenomenon of chaotic synchronization.
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В современном мире явление синхронизации, принадлежащее к числу фундаментальных
понятий теории нелинейной динамики и хаоса, играет немаловажную роль. Этот феномен широко
распространен в природе, науке, технике и обществе, см., например, монографии [1–4] и обзорные
статьи [5–9].

Одним из типов хаотического синхронного поведения является режим синхронизации,
индуцированной шумом. Он подразумевает установление идентичных колебаний в двух или
нескольких несвязанных между собой идентичных по управляющим параметрам хаотических
системах за счет воздействия на них общего источника шума [10, 11]. Вблизи границы этого
режима имеет место перемежающееся поведение, характеристики которого подчиняются тем же
самым закономерностям, что и для режима перемежающейся обобщенной синхронизации [12].

Относительно недавно было установлено, что для режима перемежающейся обобщенной
синхронизации характерна мультистабильность, подразумевающая в данном контексте суще-
ствование в один и тот же промежуток времени синхронного поведения у одной пары систем,
находящихся под действием общего хаотического сигнала, в то время как у другой пары на-
блюдается асинхронное поведение [13,14]. Так как режимы обобщенной синхронизации и син-
хронизации, индуцированной шумом, по своей сути представляют собой один и тот же режим
и отличаются только характером внешнего сигнала, воздействующего на системы [15], можно
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ожидать, что вблизи границы синхронизации, индуцированной шумом, будет также иметь место
мультистабильность.

В настоящей работе впервые исследуется возможность существования мультистабильности
вблизи границы синхронизации, индуцированной шумом. В качестве объектов исследования вы-
браны хаотические системы с непрерывным (осцилляторы Лоренца) и дискретным (логистические
отображения) временем, находящиеся под действием общего источника шума.

Осцилляторы Лоренца описываются следующими системами уравнений:

�̇�𝑖 = σ(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) + 𝜀ξ,

�̇�𝑖 = 𝑟𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑧𝑖 + 𝜀ξ,

�̇�𝑖 = −𝑏𝑧𝑖 + 𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝜀ξ,

(1)

где ξ — белый Гауссов шум, идентичный для всех уравнений системы, ⟨ξ𝑖(𝑡)⟩ = 0, ⟨ξ𝑖(𝑡)ξ𝑗(𝑡)⟩ =
= δ𝑖𝑗δ(𝑡 − 𝑡′), ∀𝑖, 𝑗, 𝜀 — интенсивность шумового воздействия, x𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) — векторы
состояний систем, на которые воздействует шум, 𝑖 = 1, 2 в случае классической синхронизации,
индуцированной шумом, σ = 10, 𝑟 = 28, 𝑏 = 8/3 — управляющие параметры. Решение системы
уравнений (1) осуществлялось численно при помощи метода Эйлера, адаптированного для
стохастических дифференциальных уравнений, с шагом по времени ℎ = 0.001, аналогично тому,
как это делалось в работе [10].

Для логистических отображений уравнения имеют следующий вид:

𝑥𝑖𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑖𝑛, λ) + 𝜀(𝑓(ξ𝑛, λ)− 𝑓(𝑥𝑖𝑛, λ)), (2)

где ξ𝑛 — Гауссов шум со средним µ = 0.5 и стандартным отклонением σ = 0.12, 𝑓(𝑥, λ) =
= λ𝑥(1− 𝑥), λ = 3.75 — управляющий параметр, 𝑖 = 1, 2 в случае классической синхронизации,
индуцированной шумом, 𝜀 — интенсивность шумового воздействия.

При выбранных значениях управляющих параметров режим синхронизации, индуцирован-
ной шумом, во взаимодействующих системах Лоренца возникает при интенсивности шумового
воздействия 𝜀 = 6.5, а в логистических отображениях — при 𝜀 = 0.1625. Ниже границы этого
синхронного режима, как отмечалось выше, имеет место перемежающееся поведение. При этом
сигнал, представляющий собой разность между состояниями систем, на которые воздействует
шум, выглядит как чередование синхронных (ламинарных) и асинхронных (турбулентных) фаз,
причем наличие той или иной фазы поведения в фиксированный момент времени может зависеть
от выбора начальных условий анализируемых систем, что свидетельствует о наличии мульти-
стабильности в данном случае. Для доказательства вышесказанного в фиксированные моменты
времени были построены бассейны притяжения одной из систем, находящихся под действием
шума, при фиксированных начальных условиях другой системы. Такие бассейны притяжения
приведены на рис. 1 для систем Лоренца (1) при 𝜀 = 5.75 и на рис. 2 — для логистических
отображений (2) при 𝜀 = 0.153. Синий цвет соответствует фазам синхронного поведения (когда
состояния обеих систем, находящихся под действием шума, оказываются идентичными), зеле-
ный — асинхронным фазам поведения. Белый цвет отвечает вылету изображающей точки на
бесконечность. Видно, что для обеих рассмотренных систем в фиксированные моменты времени
в режиме перемежающейся синхронизации, индуцированной шумом, имеет место мультиста-
бильность. Важно отметить, что количество синхронных и асинхронных состояний меняется со
временем достаточно плавно, подтверждением чего являются зависимости нормированных разме-
ров синхронных и асинхронных кластеров от времени, приведенные на рис. 1, e и 2, d. Видно,
что как для систем Лоренца, так и для логистических отображений оба кластера сосуществуют
всегда, при этом размер синхронного кластера оказывается больше, чем асинхронного.
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Рис. 1. a–d — Бассейны притяжения синхронных и асинхронных состояний одной из систем Лоренца (1), находящихся
в режиме перемежающейся синхронизации, индуцированной шумом, при значении интенсивности шума 𝜀 = 5.75
на плоскости начальных условий (𝑥2, 𝑦2) (𝑧2 = 1.1), полученные в различные моменты времени: 𝑡 = 1000 (a),
2000 (b), 3000 (c), 4000 (d). Синий цвет соответствует реализации в фиксированный момент времени идентичного
поведения систем Лоренца, находящихся под действием общего источника шума, зеленый цвет относится к неидентич-
ному (асинхронному) поведению этих систем. Белый цвет отвечает вылету изображающей точки на бесконечность.
e — Временные зависимости нормированных размеров синхронных и асинхронных кластеров, полученные для тех же
систем Лоренца при 𝜀 = 5.75 (цвет онлайн)

Fig. 1. a–d — Basins of attraction of synchronous and asynchronous states of one Lorenz system from (1) being in the
intermittent noise-induced synchronization regime for the value of noise intensity 𝜀 = 5.75 on the plane of initial conditions
(𝑥2, 𝑦2) (𝑧2 = 1.1) obtained in different moments of time: 𝑡 = 1000 (a), 2000 (b), 3000 (c), 4000 (d). Blue color corresponds
to the realization for a fixed moment of time the identical behavior in Lorenz systems being under influence of the common
noise, green color refers to the nonidentical (asynchronous) behavior of such systems. White color corresponds to the going the
representation point to infinity. e — Time dependences of the normalized sizes of the synchronous and asynchronous clusters
obtained for the same Lorenz systems for 𝜀 = 5.75 (color online)
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Рис. 2. a–c — Линейные бассейны притяжения синхронных и асинхронных состояний одного из логистических
отображений (2), находящихся в режиме перемежающейся синхронизации, индуцированной шумом, при значении
интенсивности шума 𝜀 = 0.153 на линии начальных условий 𝑥2, полученные в различные моменты времени:
𝑡 = 10000 (a), 500000 (b), 1000000 (c). Синий цвет соответствует реализации в фиксированный момент времени
идентичных состояний логистических отображений, находящихся под действием общего источника шума, зеленый
цвет относится к неидентичному (асинхронному) поведению этих систем. Белый цвет отвечает вылету изображающей
точки на бесконечность. d — Временные зависимости нормированных размеров синхронных и асинхронных кластеров,
полученные для тех же логистических отображений при 𝜀 = 0.153 (цвет онлайн)

Fig. 2. a–c — Linear basins of attraction of synchronous and asynchronous states of one logistic map from (2) being in the
intermittent noise-induced synchronization regime for the value of noise intensity 𝜀 = 0.153 on the line of initial conditions
𝑥2 obtained in different moments of time: 𝑡 = 10000 (a), 500000 (b), 1000000 (c). Blue color corresponds to the realization
for a fixed moment of time the identical states in logistic maps being under influence of the common noise, green color refers
to the nonidentical (asynchronous) behavior of such systems. White color corresponds to the going the representation point to
infinity. d — Time dependences of the normalized sizes of the synchronous and asynchronous clusters obtained for the same
logistic maps for 𝜀 = 0.153 (color online)

570
Илларионова Е. Д., Москаленко О. И.

Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 5



Для количественной характеристики степени мультистабильности по аналогии с рабо-
тами [13, 14] необходимо перейти от рассмотрения двух систем к ансамблю идентичных по
управляющим параметрам систем, стартующих с различных начальных условий, равномерно
распределенных по аттракторам взаимодействующих систем, находящихся под действием общего
шума. Такие ансамбли описываются системами (1) и (2) при 𝑖 = 1, 2 . . . 𝑁 , где 𝑁 — число элемен-
тов ансамбля. Для диагностики синхронного режима в данном случае необходимо произвести
сравнение состояний систем, находящихся под действием шума, по принципу «каждая с каждой»,
и для каждой пары взаимодействующих систем в каждый момент времени рассчитать разность
их состояний по формуле

𝐷 =
√︁
(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)2 + (𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)2, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗, (3)

после чего по формуле

𝑃𝑎 = 1−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛

𝑁(𝑁 − 1)
(4)

(где 𝑛 — число систем, находящихся в одинаковом состоянии с 𝑖-м осциллятором) оценить
вероятность обнаружения асинхронного режима. В роли меры мультистабильности в данном
случае будет выступать усредненная по времени вероятность обнаружения турбулентной фазы,
рассчитанная в соответствии с формулой

P = lim
𝑇→∞

𝑇∫︁
0

𝑃𝑎(𝑡)𝑑𝑡 (5)

при изменении интенсивности шумового воздействия. Эта мера равна 0, когда все взаимодей-
ствующие системы в каждый момент времени находятся в синхронном режиме, и равна 1, когда
в каждый момент времени все системы демонстрируют неидентичное поведение [13]. Если же
P ∈ (0, 1) при данном значении интенсивности шумового воздействия во взаимодействующих
системах имеет место мультистабильность [13, 14].

На рис. 3, 4 представлены зависимости меры мультистабильности от интенсивности шу-
мового воздействия, полученные для ансамблей из 𝑁 = 50 систем Лоренца (1) и 𝑁 = 50

Рис. 3. Зависимость меры мультистабильности P от ин-
тенсивности шумового воздействия 𝜀, полученная для
ансамбля систем Лоренца (1), находящихся под действием
общего источника шума

Fig. 3. Dependence of the multistability measure P on the
noise intensity 𝜀 obtained for the ensemble of Lorenz systems
(1) being under influence of the common noise source

Рис. 4. Зависимость меры мультистабильности P от ин-
тенсивности шумового воздействия 𝜀, полученная для
ансамбля логистических отображений (2), находящихся
под действием общего источника шума

Fig. 4. Dependence of the multistability measure P on the
noise intensity 𝜀 obtained for the ensemble of logistic maps
(2) being under influence of the common noise source
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логистических отображений (2), находящихся под действием шума. Из рисунков видно, что
по мере увеличения интенсивности шумового воздействия мера мультистабильности в обе-
их системах почти все время плавно уменьшается от 1 до 0*, что соответствует переходу
от асинхронного состояния к режиму индуцированной шумом синхронизации. Важно отметить,
что вблизи границы синхронного режима мера мультистабильности в обоих случаях оказывается
положительной, что свидетельствует о наличии мультистабильности в режиме перемежающейся
синхронизации, индуцированной шумом.

Таким образом, в настоящей работе на примере систем Лоренца и логистических отображе-
ний, находящихся под действием общего источника шума, показано, что для режима перемежа-
ющейся синхронизации, индуцированной шумом, так же, как и для режима перемежающейся
обобщенной синхронизации, характерна мультистабильность. Полученные результаты подтвер-
ждены при помощи построения карт бассейнов притяжения синхронных и асинхронных режимов
и путем расчета меры мультистабильности в зависимости от величины параметра связи. Важно
отметить, что несмотря на то, что основные результаты работы получены на модельных системах,
можно ожидать, что аналогичные закономерности будут наблюдаться и в реальных радиотехниче-
ских системах, что позволит использовать обнаруженный эффект для совершенствования способов
скрытой передачи информации, в основе которых лежит явление хаотической синхронизации.
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