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Аннотация. Цель настоящей работы — разработка математической модели сигнала фотоплетизмограммы, предназна-
ченной для тестирования методов введения мгновенных фаз сигналов модуляции. Модель должна воспроизводить
статистические и спектральные свойства реального сигнала, а также включать мгновенные фазы сигналов модуляции
в явном виде, чтобы обеспечить возможность их использования в качестве эталона. Методы. Характерные анакроти-
ческие и катакротические подъемы пульсовой волны фотоплетизмограммы моделировались суммой двух функций,
описывающих плотности асимметричных нормальных распределений. Сигналы модуляции фотоплетизмограммы
задавались как гармонические функции от мгновенных фаз, введенных для колебаний очень низкочастотных, низ-
кочастотных и высокочастотных диапазонов реальных фотоплетизмограмм. При сопоставлении спектров мощности
модельных и экспериментальных сигналов рассчитывалась плотность мощности в соответствующих частотных диапазо-
нах. Результаты. Модель качественно воспроизвела форму колебаний реального сигнала и обеспечила количественное
соответствие его спектральным характеристикам с погрешностью менее 1%. Заключение. Предложенная матема-
тическая модель может быть использована для апробации методов введения мгновенных фаз сигналов модуляции
фотоплетизмограммы.

Ключевые слова: математическое моделирование, фотоплетизмограмма, фазовый анализ, cпектральный анализ, син-
хронизация, направленные связи.
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Abstract. The purpose of this study was to develop a mathematical model of the photoplethysmogram, which can be used
to test methods that introduce the instantaneous phases of the modulating signals. The model must reproduce statistical and
spectral characteristics of the real photoplethysmogram, and explicitly incorporate the instantaneous phases of the modulating
signals, so they can be used as a reference during testing. Methods. Anacrotic and catacrotic phases of the photoplethysmogram
pulse wave were modeled as a sum of two density distributions for the skew normal distribution. The modulating signals
were introduced as harmonic functions taken from the experimental instantaneous phases of the VLF (0.015...0.04 Hz), LF
(0.04...0.15 Hz) and HF (0.15...0.4 Hz) oscillations in the real photoplethysmogram. The spectral power in the VLF, LF, and
HF frequency ranges was calculated to compare the model and experimental data. Results. The model qualitatively reproduces
the shape of the experimental photoplethysmogram pulse wave and shows less than 1% error when simulating the spectral
properties of the signal. Conclusion. The proposed mathematical model can be used to test the methods for introduction of the
instantaneous phases of the modulating signals in photoplethysmogram time-series.

Keywords: mathematical modeling, photoplethysmogram, phase analysis, spectral analysis, synchronization, directional
coupling.
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Введение

Подход к изучению сердечно-сосудистой системы (ССС), основанный на применении
методов радиофизики и нелинейной динамики, оказался крайне плодотворным и позволил по-
лучить ряд фундаментальных и прикладных результатов. Меры сложности [1], спектральные
характеристики [2], а также количественные характеристики направленных связей [3] и синхро-
низации [4], примененные к анализу сигналов ССС, используются для диагностики и контроля
терапии социально значимых заболеваний, включая артериальную гипертензию [2] и диабет [5].
Перечисленные подходы также применяются для диагностики стресса [6, 7], решения задач
спортивной медицины [8] и фундаментального изучения динамики взаимодействия различных
элементов ССС во время активных экспериментов [9], различных стадий сна [10] и т. д.

При исследовании сигналов ССС многие авторы рассматривают систему автономной регу-
ляции кровообращения в виде ансамбля взаимодействующих автоколебательных систем с запаз-
дыванием в петлях обратной связи. Регистрация фотоплетизмограмм (ФПГ; photoplethysmogram —
PPG) — неинвазивный и доступный способ оценить автоколебательную динамику контуров
автономной регуляции, включая симпатическую и парасимпатическую регуляцию тонуса сосудов
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и симпатическую регуляцию ритма сердца [11]. Широкая доступность носимых коммерческих
регистраторов ФПГ дополнительно подстегивает интерес к исследованию этого сигнала [12].
Однако анализ ФПГ, как и анализ любых сигналов биологического происхождения, осложнен их
нестационарностью, широкополосным спектральным составом и присутствием цветных шумов.
Перечисленные факторы остро ставят проблему тестирования и параметризации методов введения
фаз, детектирования фазовой синхронизации, диагностики направленных связей и т. д. Анализ
исключительно экспериментальных данных не позволяет однозначно решить перечисленные
проблемы. Для экспериментальных данных правильный результат не известен — например, не
известна истинная форма временного ряда мгновенной фазы или значения коэффициентов связи.
Это не позволяет количественно сопоставить точности оценок, полученных при использовании
различных наборов параметров.

Типичным решением перечисленных сложностей является апробация методов на тестовых
математических моделях, в разработке которых имеется огромный задел. Существуют классиче-
ские эталонные системы, а также низкоразмерные модели низкочастотных ритмов ФПГ в виде
дифференциальных уравнений первого порядка с запаздыванием в петлях обратной связи [13], ко-
торые, безусловно, необходимы на начальном этапе апробации методов, но не передают сложный
широкополосный спектральный состав реальных данных. Существуют модели, воспроизводя-
щие форму колебаний биологических сигналов [14, 15], применяется подгонка таких моделей
под данные конкретных пациентов. Из первых принципов предложены многокомпонентные мо-
дели [16], воспроизводящие структуру и сложную динамику ССС и синтезирующие сигналы,
качественно соответствующие реальным сигналам в смысле спектральных и статистических
характеристик. Однако нами не были обнаружены модели, в которых мгновенные фазы сигналов
модуляции сигнала ФПГ и частотной модуляции основного ритма сердца были бы заданы в явном
виде и могли бы быть непосредственно извлечены из математической модели. Таким образом,
перечисленные модели не могут обеспечить эталонные временные реализации мгновенной разно-
сти фаз, необходимые в ходе тестирования и сопоставления различных методов введения фаз.
Поэтому целью данной работы являлась разработка имитационной математической модели сиг-
нала ФПГ, в которой мгновенные фазы сигналов модуляции присутствуют в явном виде. Кроме
того, необходимым условием было достижение количественного соответствия спектральных
и фазовых характеристик модельных и реальных сигналов, а также совпадение формы модельных
и экспериментальных временных рядов.

1. Математическая модель

Разработанная математическая модель опирается на подходы, предложенные в работах [14]
и [15]. Основной сердечный ритм задавался временем одного прохода отображающей точки по
предельному циклу, к которому сходилась фазовая траектория следующей динамической системы:{︃

𝑥̇ (𝑡) = α𝑥(𝑡)− ω(𝑡)𝑦(𝑡),
𝑦̇ (𝑡) = α𝑦(𝑡) + ω(𝑡)𝑥(𝑡),

(1)

где
ω (𝑡) = 2π /

(︁
𝑤0 +

∑︁
𝑖=VLF,LF,HF

𝑘HRV
𝑖 cos

(︀
3HRV
𝑖 (𝑡)

)︀)︁
. (2)

В формуле (1) α = 1 −
√︀
𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡), в формуле (2) 3HRV

𝑖 (𝑡) — мгновенные фазы заре-
гистрированных в натурном эксперименте колебаний сердечного ритма (Heart Rate Variability —
HRV) в VLF (0.015...0.04 Гц), LF (0.04...0.15 Гц) и HF (0.15...0.4 Гц) частотных диапазонах,
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ω0 — собственная частота основного сердечного ритма, 𝑘HRV
𝑖 — безразмерные коэффициенты,

определяющие глубину частотной модуляции в VLF, LF и HF диапазонах. Уравнения (1) и (2)
решались методом Рунге–Кутты 4-го порядка с шагом интегрирования 0.004. Форма пульсовой
волны ФПГ в рамках отдельного кардиоцикла описывалась выражением:

PPG(𝑡) =
∑︁

𝑖=VLF,LF,HF

𝑘PPG𝑖 cos
(︀
3PPG𝑖 (𝑡)

)︀
+ 2

∑︁
𝑖=An,Cat

𝑎𝑖γ𝑖(𝑡)Γ𝑖(𝑡), (3)

где 3PPG𝑖 (𝑡) — мгновенные фазы колебаний экспериментальных ФПГ в VLF (0.015...0.04 Гц), LF
(0.04...0.15 Гц) и HF (0.15...0.4 Гц) частотных диапазонах. 𝑘PPG𝑖 — безразмерные коэффициенты,
определяющие глубину модуляции в VLF, LF и HF диапазонах. Выражение под последним
знаком суммы представляет собой функцию, передающую форму плотности асимметричного
нормального распределения. Сумма двух таких выражений качественно соответствует типичному
виду пульсовой волны ФПГ, представляющей собой сумму анакротического и катакротического
подъемов. Нижние индексы An и Cat обозначают параметры и выражения, относящиеся, соответ-
ственно, к анакротическому и катакротическому подъемам ФПГ. Параметры 𝑎𝑖, где 𝑖 =An, Cat,
определяют высоту анакротического и катакротического подъемов ФПГ. Обозначения γ𝑖(𝑡) и Γ𝑖(𝑡),
где 𝑖 =An, Cat, соответствовали выражениям (4) и (5):

γ𝑖(𝑡) =
1

𝑏𝑖
√
2π

𝑒

(︁
𝑠𝑖

(︀
𝑇𝑛(𝑡)−𝑇𝑖

𝑏𝑖

)︀2)︁
, (4)

Γ𝑖(𝑡) =
∫︁
γ𝑖(𝑡), (5)

в которых 𝑠𝑖, 𝑏𝑖, 𝑇𝑖, где 𝑖 =An, Cat — параметры соответственно асимметрии, ширины и по-
ложения анакротического 𝑖 =An и катакротического 𝑖 =Cat подъемов ФПГ, 𝑇𝑛(𝑡) — функция,
нелинейно зависящая от времени, прошедшего с начала кардиоцикла, 𝑇 (𝑡). Время 𝑇 (𝑡) задавалось
тривиальной моделью накопления и сброса 𝑇̇ (𝑡) = 1, где 𝑇 (𝑡) приводилось к 0, когда мгно-
венная фаза основного сердечного ритма 3(𝑡) достигала 1, данная мгновенная фаза вводилась
как 3(𝑡) = arctg

(︀
𝑦(𝑡)/𝑥(𝑡)

)︀
. Первые 0.5 с от начала кардиоцикла, которые умещают в себя

анакротический и катакротический подъемы, 𝑇𝑛(𝑡) = 𝑇 (𝑡). После 0.5 с функция 𝑇𝑛(𝑡), в общем
случае, линейно нарастала быстрее или медленнее 𝑇 (𝑡), согласно уравнению (6), и достигала 1
к концу кардиоцикла.

𝑇̇𝑛(𝑡) =
0.5

𝑇𝑐 − 0.5
, (6)

где 𝑇𝑐 — длительность текущего кардиоцикла. Уравнение (6) обеспечивало достижение функцией
𝑇𝑛(𝑡) единицы за оставшуюся часть кардиоцикла. Завершающим этапом было сглаживание зави-
симости 𝑇𝑛(𝑡) фильтром скользящего среднего с шириной окна в 31 отсчет дискретного времени.
Введение функции 𝑇𝑛(𝑡) обусловлено необходимостью достижения двух целей: первая — необхо-
димость сохранить постоянство временного интервала между началом кардиоцикла и вершиной
анакротического подъема; вторая — удлинение пульсовой волны в случае длительных кардиоцик-
лов и ее сужение в случае коротких циклов. Если переписать уравнение (4) с использованием
непосредственно фазы 3(𝑡), то пульсовая волна будет удлиняться и укорачиваться в зависимости
от длительности кардиоцикла, но в то же время будет изменяться и временной отрезок между
началом цикла и анакротическим подъемом. Это приводило бы к возникновению значительных
погрешностей при оценке вариабельности ритма сердца как последовательности временных
интервалов между анакротическими подъемами пульсовых волн ФПГ, что противоречит экспе-
риментальным наблюдениям, по крайней мере, для пациентов без выраженных патологий [17].
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Если переписать выражение (4), используя 𝑇 (𝑡) вместо 𝑇𝑛(𝑡), длительность пульсовой волны
будет оставаться постоянной и перестанет соответствовать длительности кардиоцикла.

При генерации реализаций модели, представленных в разделе «Результаты», использовались
мгновенные фазы VLF, LF и HF колебаний из двухчасовых записей RR-интервалов (последова-
тельности временных интервалов между R-зубцами ЭКГ) и сигналов кровенаполнения сосудов
пальца, зарегистрированных оптическим датчиком инфракрасного диапазона с активной под-
светкой в отраженном свете (ФПГ), пяти здоровых испытуемых в возрасте от 19 лет до 21
года. Колебания VLF, LF и HF диапазонов были извлечены из сигналов ФПГ с использованием
прямоугольных полосовых фильтров с полосами пропускания, соответственно, 0.015...0.04 Гц,
0.04...0.15 Гц и 0.15...0.4 Гц. Извлечение колебаний VLF, LF и HF диапазонов из сигналов RR-
интервалов производилось аналогичным образом, но перед фильтрацией сигнал интерполировался
кубическими β-сплайнами и перевыбирался с частотой дискретизации 250 Гц. Мгновенные фазы
затем вводились с использованием преобразования Гильберта.

Параметры математической модели, определяющие форму колебаний сигнала ФПГ в рам-
ках отдельного кардиоцикла, были подобранны таким образом, чтобы достичь качественного
соответствия типичной форме экспериментальных сигналов здоровых добровольцев. Парамет-
ры 𝑘HRV

𝑖 , где 𝑖 =VLF, LF и HF, подбирались отдельно для каждой временной реализации
математической модели, сгенерированной с использованием мгновенных фаз VLF, LF и HF
колебаний RR-интервалов и ФПГ конкретного здорового добровольца. Параметры подбирались
с помощью итерационной процедуры, которая обеспечивала количественное соответствие (с по-
грешностью менее 1%) между спектральной плотностью мощности в VLF, LF и HF диапазонах
экспериментального сигнала RR-интервалов и последовательностью временных интервалов между
анакротическими подъемами модельной ФПГ.

Параметры 𝑘PPG𝑖 , где 𝑖 =VLF, LF и HF, подбирались с помощью аналогичной итерационной
процедуры, которая обеспечивала количественное соответствие (с погрешностью менее 1%)

Таблица. Параметры математической модели

Table. Parameters of the mathematical model

Параметр Значение

𝑎An 60

𝑎Cat 10

𝑇An 0.06

𝑇Cat 0.35

𝑏An 0.22

𝑏Cat 0.15

𝑆An 10

𝑆Cat 5

ω0 1.180 ± 0.188

𝑘HRV
VLF 3.954 ± 1.879

𝑘HRV
LF 4.499 ± 2.652

𝑘HRV
HF 1.250 ± 0.509

𝑘PPG
VLF 0.041 ± 0.014

𝑘PPG
LF 0.024 ± 0.003

𝑘PPG
HF 0.040 ± 0.012

между относительными индексами 𝑉 𝐿𝐹𝑛, 𝐿𝐹𝑛

и 𝐻𝐹𝑛, оцененными для модельных и экспери-
ментальных сигналов ФПГ. Индексы 𝑉 𝐿𝐹𝑛, 𝐿𝐹𝑛

и 𝐻𝐹𝑛 рассчитывались как спектральная плот-
ность мощности в диапазонах VLF, LF и HF,
соответственно, нормированная на мощность
в диапазоне [ω0 − 0.1 Гц, ω0 + 0.1 Гц], где
ω0 — средняя частота сердечных сокращений,
детектированная по максимуму в спектре мощ-
ности экспериментального сигнала ФПГ. Данное
значение ω0 использовалось также в системе
уравнений (1). Параметры модели перечислены
в Таблице. Значения параметров 𝑘HRV

𝑖 и 𝑘PPG𝑖 ,
которые приводили модели в соответствие дан-
ным конкретных пациентов и были уникальны
для каждой реализации модели, представлены
как среднее значение плюс/минус стандартное
отклонение.

Экспериментальные данные регистриро-
вались стандартным сертифицированным поли-
регистратором ЭЭГА-21/26 «Энцефалан-131-03»
(ООО «Медиком-МТД», Таганрог). Полоса про-
пускания составляла 0.015...100 Гц при частоте
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дискретизации 250 Гц и разрешение — 14 бит. Сигнал ЭКГ регистрировался в I стандартном
отведении по Эйнтховену (дифференциальный сигнал с запястий двух рук), сигнал ФПГ реги-
стрировался с дистальной фаланги безымянного пальца правой руки. Данные регистрировались
в положении лежа, в спокойной обстановке, при постоянной комфортной температуре.

2. Результаты

На рис. 1 представлены временные ряды, спектры мощности и мгновенные фазы сигнала
модуляции среднего значения ФПГ для конкретной временной реализации предложенной ма-
тематической модели и конкретного добровольца, чьи данные использовались при генерации
изображенных модельных сигналов.

Из рис. 1, a видно, что форма модельной пульсовой волны качественно соответствует экс-
периментальным данным, модель также передает наличие выраженных низкочастотных трендов.
Рис. 1, b, c демонстрируют хорошее количественное соответствие между спектрами мощно-
сти модельного и экспериментального сигналов ФПГ. Математическая модель, по построению,
воспроизводит спектральную плотность мощности в VLF, LF и HF диапазонах частот с погреш-
ностью менее 1%. Модель воспроизводит характерный пик в центре LF диапазона на частоте

Рис. 1. Временные ряды (a), спектры мощности (b) и мгновенные фазы (c) колебаний низкочастотного LF (0.04...0.15 Гц)
диапазона в экспериментальных (серый цвет) и модельных (черный цвет) сигналах ФПГ

Fig. 1. Time series (a), power spectra (b), and instantaneous phases (c) of the LF-oscillations (0.04...0.15 Hz) in the experimental
(gray) and model (black) PPG signals
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около 0.1 Гц, связанный с модуляцией тонуса артериальных сосудов со стороны симпатического
звена системы автономной регуляции кровообращения; пик в HF диапазоне на частоте около
0.3 Гц, связанный с активностью парасимпатического звена системы регуляции и дыханием; пик,
соответствующий основному сердечному ритму. Модель передает широкополосный характер
реального спектра, а также наличие 1/𝑓 пьедестала, связанного с шумами центрального проис-
хождения [18]. На рис. 1, c представлены мгновенные фазы LF колебаний среднего значения
сигнала ФПГ. Серая сплошная линия соответствует временной реализации переменной 3PPGLF (𝑡)
из уравнения (3) и, таким образом, эквивалентна истинному сигналу модуляции в данном частот-
ном диапазоне. Черная линия соответствует эмпирической оценке данного сигнала модуляции
по временной реализации модели ФПГ. Колебания LF-диапазона выделялись из сигнала ФПГ
с использованием прямоугольного полосового фильтра с полосой пропускания 0.04...0.15 Гц,
фазы колебаний вводились классическим способом, основанном на преобразовании Гильберта.
Из рис. 1, c видно, что средняя скорость нарастания мгновенной фазы 3PPGLF (𝑡) и ее оценки совпа-
дают, но сами формы сигналов различаются, что может привести к погрешностям при оценке
силы направленных связей и диагностике синхронизации. Предложенная математическая модель
позволяет изолировать и количественно оценить роль потенциальных источников погрешностей,
наличие которых очевидно из рис. 1, c.

Рис. 2 иллюстрирует случай отключения частотной модуляции основного ритма сердца.
На графиках сопоставлены усредненные спектры модельных сигналов ФПГ. Спектр, изобра-
женный серым цветом, был получен для моделей, параметры которых подбирались согласно
процедуре, описанной в предыдущем разделе. Спектр, представленный черным цветом, был
получен для моделей с теми же параметрами, за исключением параметров 𝑘HRV

𝑖 , которые были
приведены к нулю. Из рис. 2 видно, что пики, соответствующие основному сердечному рит-
му отдельных испытуемых, стали уже. Также заметно некоторое снижение средней плотности
мощности в VLF, LF и HF частотных диапазонах, что свидетельствует о просачивании сигнала
частотной модуляции ритма сердца в низкочастотный диапазон сигнала ФПГ и позволяет ожидать,
что широкополосная модуляция ритма сердца вносит погрешности при введении мгновенных фаз.
Исследование реализаций модели с отключенной частотной модуляцией ритма сердца позво-
лит оценить погрешности введения фаз, обусловленные ошибками параметризации методов
и широкополосной природой сигнала модуляции среднего значения ФПГ.

.

|S
2 ( 
f )
|, 
dB

Рис. 2. Серая линия и окружающая ее серая область соответствуют среднему значению и стандартному отклонению
мощности в спектрах математических моделей ФПГ, параметры которых соответствовали группе здоровых доброволь-
цев. Черный график с вертикальными черными линиями соответствует среднему значению и стандартному отклонению
мощности в спектрах математических моделей ФПГ с отключенной модуляцией основного ритма сердца

Fig. 2. The gray line and its surrounding gray area correspond to the mean value and standard deviation of the model PPG
power spectra, with parameters of the model set to simulate healthy individuals. The black plot with vertical black lines
corresponds to the mean value and standard deviation of the model PPG power spectra, without the heart rate modulation
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Рис. 3. Серая линия и окружающая ее серая область соответствуют среднему значению и стандартному отклоне-
нию мощности в спектрах математических моделей ФПГ, параметры которых соответствовали группе здоровых
добровольцев. Черный график с вертикальными черными линиями соответствует среднему значению и стандартному
отклонению мощности в спектрах математических моделей ФПГ с отключенной модуляцией среднего значения сигнала
фотоплетизмограммы

Fig. 3. The gray line and its surrounding gray area correspond to the mean value and standard deviation of the model PPG
power spectra, with parameters of the model set to simulate healthy individuals. The black plot with vertical black lines
correspond to the mean value and standard deviation of the model PPG power spectra, without the modulation in the PPG
signal

На рис. 3 показан случай с отключенной модуляцией сигнала ФПГ (𝑘PPG𝑖 = 0). Из спектра
видно, что в VLF, LF и HF частотных диапазонах остаются спектральные компоненты, обуслов-
ленные наличием модуляции основного ритма сердца. Анализ реализации данных математических
моделей позволяет количественно исследовать влияние широкополосной модуляции ритма сердца
на точность введения мгновенных фаз низкочастотных колебаний ФПГ. Это позволяет определить
границы применимости методов анализа и облегчает трактовку результатов.

Заключение

В работе представлена имитационная математическая модель сигнала ФПГ, которая обеспе-
чивает хорошее количественное соответствие временным рядам, мгновенным фазам и спектрам
мощности реальных сигналов ФПГ. Модель обладает функционалом добавления частотной моду-
ляции основного сердечного ритма и среднего значения ФПГ колебаниями с частотами внутри
VLF, LF и HF диапазонов. Входными данными при этом являются непосредственно мгновенные
фазы данных колебаний. Затем сигналы модуляции генерируются как гармонические функции от
заданных мгновенных фаз. Таким образом, мгновенные фазы сигналов модуляции присутствуют
в модели в явном виде, что позволяет использовать их временные ряды в качестве эталонов при
апробации и сопоставлении точности различных методов введения мгновенных фаз по временным
рядам. При генерации модели с использованием мгновенных фаз, введенных для VLF, LF и HF
колебаний в сигналах ФПГ и RR-интервалов конкретных добровольцев, модель может быть персо-
нализирована под отдельного испытуемого. В данном случае модель обеспечивала количественное
соответствие мощностям в VLF, LF и HF диапазонах реальных ФПГ с погрешностью менее 1%.
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