
Прикладные задачи 
нелинейной теории колебаний и волн

Известия высших учебных заведений. Прикладная нелинейная динамика. 2023. Т. 31, № 5
Izvestiya Vysshikh Uchebnykh Zavedeniy. Applied Nonlinear Dynamics. 2023;31(5)

Научная статья DOI: 10.18500/0869-6632-003058
УДК 530.182; 535.015 EDN: DCPOEN

Аналитический метод исследования поведения оптической волны
в нелинейной среде с периодически расположенными нанопленками

С. А. Волкова1, К. А. Вытовтов2�, Е. А. Барабанова2,
С. А. Хахомов3, Д. Л. Коваленко3, М. Г. Иванов4

1Астраханский государственный технический университет, Россия
2Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, Москва, Россия

3Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Беларусь
4Национальный исследовательский университет «Московский энергетический институт», Россия

E-mail: s.volkovav@mail.ru,� vytovtov_konstan@mail.ru, elizavetaalexb@yandex.ru,
khakh@gsu.by, dkov@gsu.by, ivanov.webdesign@yandex.ru

Поступила в редакцию 1.05.2023, принята к публикации 24.05.2023,
опубликована онлайн 21.09.2023, опубликована 29.09.2023

Аннотация. Цель настоящего исследования — построение аналитической модели поведения гармонической вол-
ны в нелинейной оптической среде с периодически расположенными нанопленками. Методы. Представлен мо-
дернизированный метод негладкого преобразования аргумента для исключения функций Дирака в правой части
нелинейного неоднородного дифференциального уравнения, описывающего поведение линейно поляризованной
волны в нелинейной среде с периодически расположенными проводящими нанопленками. Для нахождения прибли-
женного аналитического решения также использовались методы малого параметра, в частности метод усреднения.
Результаты. Построена полностью аналитическая модель поведения линейно поляризованной гармонической волны
в нелинейной оптической среде с периодически расположенными проводящими нанопленками. Заключение. Построена
математическая модель распространения линейно поляризованной гармонической волны в нелинейной оптической
среде с периодически расположенными проводящими нанопленками, основанная на методе негладкого преобразования
аргумента. Модель является полностью аналитической, все выражения получены непосредственно из уравнений
Максвелла путем тождественных преобразований. Границы ее применимости определяются границами применения
волновой теории света.

Ключевые слова: нелинейная оптическая среда, периодическая структура, функция Дирака, негладкое преобразование
аргумента, периодические решения.
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Abstract. The purpose of this work is to build the analytical model of the behavior of a harmonic wave in a nonlinear optical
medium with periodically arranged nanofilms. Methods. The modernized method is presented of non-smooth transformation
of the argument to eliminate the Dirac functions on the right side of the non-linear inhomogeneous differential equation
describing linear polarized wave behavior within a non-linear optical medium with periodically arranged conducting nanofilms.
Small parameter methods, in particular, the averaging method, is also used to find an approximate analytical solution.
Results. The fully analytical model of the behavior of a linear polarized harmonic wave within a nonlinear optical medium
with periodically arranged conducting nanofilms is constructed. Conclusion. For the case of propagation of a linearly polarized
harmonic wave in a nonlinear optical medium with periodically arranged conducting nanofilms, the mathematical model based
on the non-smooth argument transformation method is constructed. The model is fully analytical, all expressions are obtained
directly from Maxwell’s equations by identical transformations. The limits of its applicability are determined by the limits of
application of the wave theory of light.
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Введение

Исследование различных периодических структур в оптике привлекает внимание ученых
уже более столетия [1–4]. Исследовались одномерные [5, 6], двумерные [7, 8], трехмерные [9, 10]
структуры. С самого начала и до сегодняшнего дня особое внимание привлекают различные
линейные слоистые среды, как изотропные [3], так и анизотропные [4]. Основными задачами
в данном направлении являются исследования областей прохождения и непрохождения волны
(задача устойчивости решений), нахождение решений в областях прохождения, в том числе
и периодических решений. С развитием лазерной техники появился интерес и к нелинейным
периодическим оптическим структурам [11,12]. Основные направления исследований — генерация
высших гармоник, самофокусировка и т. д. При этом нелинейные среды могут быть использованы
в качестве высокодобротных фильтров. С начала XXI столетия актуальным стало изучение различ-
ных наноструктур [13, 14], в том числе нанопокрытий и нанопленок. Теоретическое исследование
нанопленок проводится, как правило, с использованием аппарата квантовой оптики. Далее для ана-
лиза структур, включающих нанопокрытия и нанослои, необходимо совместно решать и уравнения
Максвелла, и уравнение Шредингера [13–15]. Экспериментальные результаты измерения проводи-
мости нанопленок различной толщины из различных материалов представлены, например, в [16].
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Нами рассмотрена одномерная нелинейная структура с периодическим расположением
проводящих нанопленок. При этом механизмы формирования токов в проводящих нанопленках
учитываются в уравнениях Максвелла в виде δ-функций в рамках нелинейной волновой теории
света. Такой подход, очевидно, является упрощенным, однако он существенно облегчает решение
задачи анализа оптических устройств на нелинейных структурах, включающих периодически
расположенные нанопленки. Авторами построена аналитическая модель с использованием метода
негладкого преобразования аргумента, метода усреднения, условий устойчивости Ляпунова. Важ-
ным моментом в представляемой модели является исключение δ-функции в исходном волновом
уравнении путем преобразования аргумента.

1. Постановка задачи

В данной работе рассматривается поведение плоской электромагнитной волны в одномерной
бесконечной нелинейной диэлектрической среде, описываемой магнитной проницаемостью µ
и диэлектрической проницаемостью вида [12]

𝜀(𝐸) = 𝜀0 + 𝜀2𝐸
2. (1)

z

Jx
z1�

z1+

�

Рис. 1. Геометрия задачи

Fig. 1. Geometry of the problem

В структуре расположены проводящие
нанопленки с периодом Λ (рис. 1). При этом
токи 𝐽𝑥 в соседних нанопленках протекают
вдоль оси 𝑥 в противоположных направлениях.
Это возможно при подаче внешних напряже-
ний противоположной полярности на соседние
пленки. Рассматривается случай распростра-
нения линейно поляризованной волны вдоль
оси 𝑧 (см. рис. 1). Здесь 𝑧+1 , 𝑧−1 — координаты
расположения проводящих нанопленок с по-
ложительным и отрицательным направлением
токов, соответственно.

Целью работы является разработка пол-
ностью аналитического математического ме-
тода, описывающего поведение плоской гармонической волны в рассматриваемой структуре
и позволяющего находить периодические решения в рассматриваемой нелинейной структуре.

2. Волновое уравнение

Решение уравнений Максвелла

rot
−→
𝐸 = −1

𝑐

𝜕
−→
𝐵

𝜕𝑡
,

rot
−→
𝐻 =

1

𝑐

𝜕
−→
𝐷

𝜕𝑡

(2)

в случае гармонической линейно поляризованной волны для данной структуры в результате
преобразований приводит к нелинейному неоднородному дифференциальному уравнению вида

𝑑2𝐸𝑥(𝑧)

𝑑𝑧2
+
ω2𝜀0µ
𝑐2

𝐸𝑥(𝑧) +
3ω2𝜀2µ

𝑐2
|𝐸𝑥(𝑧)|2𝐸𝑥(𝑧) = 𝑗

4πωµ
𝑐2

𝐽𝑥. (3)
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Учитывая, что 𝐽𝑥 = σ(𝑧)𝐸𝑥 — плотность тока, где σ(𝑧) — удельная проводимость нелинейной
диэлектрической среды или нанопленок в зависимости от координаты 𝑧, из (3) получим

𝑑2𝐸𝑥(𝑧)

𝑑𝑧2
+
ω2𝜀0µ
𝑐2

𝐸𝑥(𝑧) +
3ω2𝜀2µ

𝑐2
|𝐸𝑥(𝑧)|2𝐸𝑥(𝑧) = 𝑗

4πωµ
𝑐2
σ(𝑧)𝐸𝑥(𝑧). (4)

Поскольку в рассматриваемой задаче нелинейная среда является диэлектрической, то σ(𝑧) на
интервалах между нанопленками равна нулю. Приближенно считая толщину нанопленок стремя-
щейся к нулю в сравнении с размерами периода структуры, выражение в правой части может
быть записано с использованием δ-функции Дирака. Таким образом, для токов, протекающих
в положительном направлении оси 𝑥, имеем

𝐽+
𝑥 = 𝑗

4πωµ
𝑐2
σnf(𝑧)𝐸𝑥(𝑧)δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 ), (5)

где 𝑧+𝑘 — пространственная координата соответствующей нанопленки. Для токов, протекающих
в отрицательном направлении оси 𝑥, имеем

𝐽−
𝑥 = −𝑗

4πωµ
𝑐2
σnf(𝑧)𝐸𝑥(𝑧)δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 ), (6)

где 𝑧−𝑘 — пространственная координата соответствующей нанопленки. Здесь плотности токов
одинаковы по абсолютному значению и их амплитуды равны. В результате уравнение для плос-
кой гармонической волны в нелинейной среде с периодически расположенными нанопленками
(см. рис. 1) принимает вид

𝑑2𝐸𝑥(𝑧)

𝑑𝑧2
+
ω2𝜀0µ
𝑐2

𝐸𝑥(𝑧) +
3ω2𝜀2µ

𝑐2
|𝐸𝑥(𝑧)|2𝐸𝑥(𝑧) =

= 𝑗
4πωµ
𝑐2
σnf(𝑧)𝐸𝑥(𝑧)

∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
,

(7)

где σnf — удельная проводимость нанопленки. Далее, для удобства решения введем обозначения

𝑝 =
ω2𝜀0µ
𝑐2

,

ε =
3ω2𝜀2µ

𝑐2
,

𝑞 = 𝑗
4πωµ
𝑐2
σnf .

(8)

Здесь ε — малый параметр, поскольку для реальных сред 𝜀2 имеет порядок 10−11...10−20, 𝑐 ≈ 3·108.
Теперь уравнение (7) принимает вид

𝑑2𝐸𝑥(𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑝𝐸𝑥(𝑧) + ε|𝐸𝑥(𝑧)|2𝐸𝑥(𝑧) = −2𝑞𝐸𝑥

∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
. (9)

3. Решение дифференциального уравнения

В данном разделе представлена полностью аналитическая модель анализа поведения плос-
кой гармонической волны в изотропной нелинейной структуре с периодическим включением
проводящих нанопленок. Модель основана на методе негладкого преобразования аргумента
и методе усреднения.
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3.1. Негладкое преобразование аргумента. В соответствии с предыдущим разделом
правая часть уравнение (9) содержит последовательность δ-функций. Это связано с тем фактом,
что на одном периоде расположены две нанопленки с противоположным направлением проте-
кания токов. Система решается для равноудаленных нанопленок, то есть для так называемой
эквидистантной системы. С математической точки зрения, сложность заключается в негладкости
соответствующего динамического процесса.

Моделирование влияния тонких нанопленок (так называемых импульсных воздействий)
можно выполнить несколькими способами. Первый способ заключается в использовании обобщен-
ных функций [16]. Однако такой подход требует дополнительных математических обоснований
для каждой конкретной системы.

Другой подход заключается в решении задачи на каждом из интервалов между наноплен-
ками с последующей сшивкой решений. Таким образом, вместо одной задачи решают целую
последовательность задач [17].

В данной работе для моделирования поведения волны в рассматриваемой структуре ис-
пользован метод негладкого преобразования аргумента. Этот метод [18–20], с одной стороны,
позволяет построить полностью аналитическую математическую модель поведения волны в нели-
нейной среде, которая содержит δ-функции Дирака, с другой — получить решение на периоде
в виде аналитического выражения.

В соответствии с методом решение (9) ищется в виде

𝐸𝑥 = 𝑋(τ) + 𝑌 (τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

(10)

где (рис. 2)

τ =

{︃
−4𝑧/Λ+ 1 + 2𝑘, 𝑘Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1/2)Λ,

4𝑧/Λ− 3− 2𝑘, (𝑘 + 1/2)Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1)Λ,
(11)

где 𝑘 = 0,±1,±2, ...
�(z)

�(z)

z

z

z

z1+
z1�

�

dz
�(z)____d

Рис. 2. Негладкое преобразование аргумента

Fig. 2. Non-smooth argument conversion

Суть метода негладкого преобразования ар-
гумента при замене переменной (10) иллюстри-
рует рис. 2. В соответствии с методом введена
кусочно-линейная функция τ(𝑧) такая, что вторая
производная от нее равнялась последовательности
δ-функций в (9):

𝑑2τ(𝑧)
𝑑𝑧2

=

∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
. (12)

Возьмем первую производную от функции 𝐸𝑥(𝑧):

𝑑𝐸𝑥

𝑑𝑧
=

𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑌 (τ)
𝑑𝑧

(︂
𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2
+ 𝑌 (τ)

𝑑2τ
𝑑𝑧2

. (13)

Очевидно, что для равноудаленных нанопленок с противоположным направлением токов [18]
(𝑑τ/𝑑𝑧)2 = 1, тогда

𝑑𝐸𝑥

𝑑𝑧
=

𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑌 (τ)
𝑑𝑧

+ 𝑌 (τ)
𝑑2τ
𝑑𝑧2

. (14)

Слагаемое в (14), содержащее δ-функции, исключается за счет граничного условия [19, 20]:

𝑌 |τ=(𝑘+1/2)/Λ = 0,

𝑌 |τ=𝑘Λ = 0.
(15)
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Тогда первую производную в (14) перепишем в виде

𝑑𝐸𝑥

𝑑𝑧
=

𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑌 (τ)
𝑑𝑧

. (16)

С учетом приведенного выше обоснования вторая производная функции 𝐸𝑥(𝑧) имеет вид

𝑑2𝐸𝑥

𝑑𝑧2
=

𝑑2𝑋(τ)
𝑑𝑧2

𝑑2𝑌 (τ)
𝑑𝑧2

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑2τ
𝑑𝑧2

. (17)

Подставим в (9) выражение (10) и (17) и получим дифференциальное уравнение вида

𝑑2𝑋(τ)
𝑑𝑧2

(︂
𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

+
𝑑2𝑌 (τ)
𝑑𝑧2

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑2τ
𝑑𝑧2

=

= − 𝑝

(︂
𝑋(τ) + 𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂
− ε

(︂
𝑋(τ) + 𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂3

−

− 2𝑞

(︂
𝑋(τ) + 𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂ ∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
.

(18)

Таким образом, мы получили выражение (18), содержащее δ-функции в левой и правой части.
Эти сингулярные члены должны быть исключены из (18) путем приравнивания коэффициентов
при одинаковых порядках производных τ. При этом влияние токов в нанопленках проявляется
в граничных условиях, рассмотренных ниже.

3.2. Построение периодических решений. Проведем алгебраические преобразования
выражения (18) и получим

𝑑2𝑋(τ)
𝑑𝑧2

(︂
𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

+
𝑑2𝑌 (τ)
𝑑𝑧2

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑2τ
𝑑𝑧2

= −𝑝𝑋(τ)− 𝑝𝑌 (τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

−

− 2𝑞𝑋(τ)
∞∑︁

𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
−

− 2𝑞𝑌 (τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
−

− ε

(︃
𝑋3(τ) + 3𝑋2(τ)𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

+ 3𝑋(τ)
(︂
𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

+

(︂
𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂3
)︃
.

(19)

Примем в расчет, что в (19) [18]
𝑑τ
𝑑𝑧

𝑑2τ
𝑑𝑧2

= 0,(︂
𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

= 1

(20)

и получим

𝑑2𝑋(τ)
𝑑𝑧2

(︂
𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

+
𝑑2𝑌 (τ)
𝑑𝑧2

𝑑τ
𝑑𝑧

+
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

𝑑2τ
𝑑𝑧2

= −𝑝𝑋(τ)− 𝑝𝑌 (τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

−

− 2𝑞𝑋(τ)
∞∑︁

𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
−

− 2𝑞𝑌 (τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

∞∑︁
𝑘=−∞

[︀
δ(𝑧 − 𝑧+𝑘 )− δ(𝑧 − 𝑧−𝑘 )

]︀
−

− ε

(︃
𝑋3(τ) + 3𝑋2(τ)𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

+ 3𝑋(τ)

(︂
𝑌 (τ)

𝑑τ
𝑑𝑧

)︂2

+ 𝑌 3(τ)
𝑑τ
𝑑𝑧

)︃
.

(21)
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В соответствии с вышеуказанным приравняем к нулю коэффициенты при τ0, 𝑑τ/𝑑𝑧, 𝑑2τ/𝑑𝑧2,
получим систему, которая описывает поведение волны в рассматриваемой структуре в общем
виде:

𝑑2𝑋(τ)
𝑑𝑧2

+ 𝑝𝑋(τ) = −ε(3𝑋2(τ)𝑌 (τ) + 𝑌 3(τ)),

𝑑2𝑌 (τ)
𝑑𝑧2

+ 𝑝𝑌 (τ) = −ε(3𝑋(τ)𝑌 2(τ) +𝑋3(τ))

(22)

при условии

𝑌 |τ=(𝑘+1/2)/Λ = 0,

𝑌 |τ=𝑘Λ = 0,(︂
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

+ 𝑞𝑋(τ)

)︂⃒⃒⃒⃒
τ=(𝑘+1/2)Λ

= 0,(︂
𝑑𝑋(τ)
𝑑𝑧

+ 𝑞𝑋(τ)

)︂⃒⃒⃒⃒
τ=𝑘Λ

= 0.

(23)

С математической точки зрения уравнения (22), (23) представляют собой краевую задачу для
определения функций 𝑋 и 𝑌 . Несмотря на формально сложный вид, основным преимуществом
полученной системы (22), (23) является отсутствие в ней сингулярных членов.

Наличие в модели (22), (23) малого параметра ε дает возможность воспользоваться схемой
Пуанкаре для построения периодических решений (см., например, [21]). Представим решение
в виде разложения по малому параметру нелинейности ε

𝑋 = 𝑋0(τ) + ε𝑋1(τ) + ε2𝑋2(τ) + ...,

𝑌 = 𝑌0(τ) + ε𝑌1(τ) + ε2𝑌2(τ) + ...,

𝑝 = γ2 + ε𝑝1 + ε2𝑝2 + ...,

(24)

где 𝑋0(τ), 𝑋1(τ),...; 𝑌0(τ), 𝑌1(τ),... и γ, 𝑝1, 𝑝2, ... — функции, подлежащие определению. Такой
подход приводит к расщеплению исходного уравнения, описывающего модель, на рекуррентную
последовательность краевых задач на промежутке 𝑘Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1)Λ. Порождающей является
линейная (ε = 0) несвязная относительно 𝑋 ,𝑌 -компонент задача на собственные значения

𝑑2𝑋0(τ)
𝑑𝑧2

+ γ2𝑋0(τ) = 0,

𝑑2𝑌0(τ)
𝑑𝑧2

+ γ2𝑌0(τ) = 0,

(25)

𝑑𝑋0(τ)
𝑑𝑧

+ 𝑞𝑋0(τ)|𝑧=(𝑘+1/2)Λ = 0,

𝑌0(τ)|𝑧=(𝑘+1/2)Λ = 0,

𝑑𝑋0(τ)
𝑑𝑧

+ 𝑞𝑋0(τ)|𝑧=𝑘Λ = 0,

𝑌0(τ)|𝑧=𝑘Λ = 0.

(26)

Решая задачу (25), (26) на собственные значения, определяем искомые функции 𝑋0 и 𝑌0

𝑋0𝑖 = 𝐴03𝑖(τ),

𝑌0𝑖 = 𝐶0ψ𝑖(τ),
(27)
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где 𝐴0 и 𝐶0 — константы, определяемые начальными условиями. В данном случае 𝐶0 = −𝐴0 при
𝑘Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1/2)Λ и 𝐶0 = 𝐴0 при (𝑘 + 1/2)Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1)Λ.

В зависимости от значений параметра γ𝑖 существует два различных вида собственных форм
колебаний

3𝑖(τ) =

√︃
2

𝑞2 + γ2𝑖
(𝑞 cos(γ𝑖τ) + γ𝑖 sin (γ𝑖τ)),

ψ𝑖(τ) =
√
2 cos(γ𝑖τ)

(28)

для γ𝑖 = 𝑖π/2, где 𝑖 = 1, 3, 5, ... и

3𝑖(τ) = −

√︃
2

𝑞2 + γ2𝑖
(𝑞 sin(γ𝑖τ)− γ𝑖 cos (γ𝑖τ)),

ψ𝑖(τ) =
√
2 sin(γ𝑖τ)

(29)

для γ𝑖 = 𝑖π, где 𝑖 = 1, 2, 3, ... Здесь функции 3𝑖(τ) и ψ𝑖(τ) нормированы следующим образом:

⟨3𝑛(τ),3𝑚(τ)⟩ = 1

2

(𝑘+1/2)Λ∫︁
𝑘Λ

3𝑛(𝑧),3𝑚(τ)𝑑τ = δ𝑛𝑚,

⟨ψ𝑛(τ),ψ𝑚(τ)⟩ = δ𝑛𝑚,

(30)

где δ𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝑛 = 1, 2, 3, ..., 𝑚 = 1, 2, 3, .... Тогда, после ряда математических
преобразований и подстановки (28) и (29) в (27), а затем в (10), получим

𝐸𝑥(𝑧) = −𝐴0

∞∑︁
𝑖=1

[︃
1√︀

𝑞2 + (𝑖π)2

(︂
𝑖π
Λ

cos

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂
− 𝑞 sin

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂)︂
− 4

Λ
sin

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂]︃
+

+𝐴0

∞∑︁
𝑖=2𝑙−1

[︃
1√︀

𝑞2 + (𝑖π)2

(︂
𝑞 cos

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂
+

𝑖π
2Λ

sin

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂)︂
− 4

Λ
cos

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂]︃
+𝑂(ε)

(31)
для 𝑘Λ ⩽ 𝑧 ⩽ (𝑘 + 1/2)Λ. Здесь 𝑙 = 1, 2, 3, ... .

𝐸𝑥(𝑧) = −𝐴0

∞∑︁
𝑖=1

[︃
1√︀

𝑞2 + (𝑖π)2

(︂
𝑖π
Λ

cos

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂
− 𝑞 sin

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂)︂
+

4

Λ
sin

(︂
4𝑖π
Λ

𝑧

)︂]︃
+

+𝐴0

∞∑︁
𝑖=2𝑙−1

[︃
1√︀

𝑞2 + (𝑖π)2

(︂
𝑞 cos

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂
+

𝑖π
2Λ

sin

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂)︂
+

4

Λ
cos

(︂
2𝑖π
Λ

𝑧

)︂]︃
+𝑂(ε)

(32)
для (𝑘+1/2)Λ⩽𝑧⩽(𝑘+1)Λ. Важно отметить, что решение, полученное в форме (31), (32), не со-
держит в себе δ-функции Дирака. Выражения (31), (32) представляют собой нулевое приближение
решения. Аналогично находятся первое, второе и т. д. приближения в зависимости от требуемой
точности решения.

Заключение

В данной работе рассмотрено поведение линейно поляризованной гармонической волны
в оптической нелинейной среде при наличии периодически расположенных проводящих на-
нопленок. Влияние нанопленок на поведение волны учитывается введением δ-функций. Для
нахождения периодических решений дифференциального уравнения, описывающего поведение
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волны, предложен метод негладкого преобразования, позволяющий находить аналитическое реше-
ние для рассматриваемого случая. Преимуществом построенной модели является нахождение
аналитического периодического решения на периоде и отсутствие δ-функций в конечных выраже-
ниях. Корректность построенной модели подтверждается тем фактом, что она является полностью
аналитической, а конечные выражения получены путем тождественных преобразований. Результа-
ты, представленные в данной работе, могут быть использованы при любых параметрах среды
и волны в рамках волновой теории света.
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