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СРЕДНЯЯ ДЛИТЕЛЬНОСТЬ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 
В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ С ДИСКРЕТНЫМ BPEMEHEM 

А.А. Короновский, A.E. Xpamos, И.А. Хромова 

В настоящей работе рассматривается зависимость средней длительности пере- 
ходных процессов в одномерных системах с дискретным временем (отображениях) от 
точности определения длительности и от выбранных значений управляющих 
параметров. На примере эталонных одномерных отображений (логистическое 
отображение и отображение окружности на себя) показано, что средняя длительность 
переходного процесса определяется мультипликатором устойчивого цикла, Предло- 
жено соотношение, характеризующее среднюю длительность переходного процесса в 
зависимости от TOUHOCTH её определения и значения мультипликатора устойчивого 
цикла, реализующегося при выбранных значениях управляющих параметров.. 

Динамические системы с дискретным временем (отображения) являются в 
последнее время одним M3 классических объектов исследований, направленных на 
изучение сценариев перехода к хаосу [1, 2, 3], управления XaocoM, синхронизации 
[4, 5] и ряда других феноменов. Как правило, в подобных случаях исследуется 
поведение динамических систем после того, как заканчивается переходный 
процесс, то есть изображающая точка в фазовом пространстве достигает 
аттрактора. Сам переходный процесс представляется чем-то бесполезным и 
ненужным. TeM не менее, следует отметить, что переходный процесс также несет 
информацию о системе. В ряде случаев оказывается важным рассматривать 
поведение системы, находящейся на стадии переходного процесса [6,7,8], а не 
тогда, когда система вышла на аттрактор. 

Длительность переходного процесса 3aBHCHT, во-первых, от управляющих 
параметров, и соответственно от того, какие аттракторы реализуются в фазовом 
пространстве  системы.  Во-вторых, длительность — переходного — процесса 
существенным образом зависит от выбора начальных условий. В работе [9] на 
примере  логистического отображения было показано, что — зависимость 
длительности переходного процесса от начальных условий имеет достаточно 
сложный вид и подчиняется ряду определенных закономерностей. Можно ввести 
интегральную характеристику переходного процесса системы, не зависящую от 
начальных условий, определив среднюю длительность переходного процесса по 
всему множеству начальных условий при фиксированных значениях управляющих 
параметров. В этом случае средняя длительность переходного процесса будет 
характеризовать поведение системы в целом в зависимости от выбранных 
значений управляющих параметров. 
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В настоящей работе рассматривается вопрос о зависимости средней длите- 
льности переходного процесса в одномерных системах с дискретным временем от 
управляющих параметров и от TOYHOCTH, с которой определяется длительность 
переходного процесса. В 

Под длительностью переходного процесса T, (x, ), определяемой с точностью, 
характеризуемой параметром ¢, в одномерной динамической системе с дискретным 
временем 

%, %) (€] 

понимаем число итераций, по истечении которых значение переменной X, 
достигнет аттрактора, реализующегося при выбранных значениях управляющих 
параметров!. Как уже отмечалось выше, длительность переходного процесса 
зависит существенным образом от начального условия X,, выбранных значений 
управляющих параметров и точности, с которой она (длительность) определяется. 
Усредненное по начальным условиям значение длительности переходного 
процесса (7,) зависит исключительно от точности и характеристик аттрактора, 
существующего в фазовом пространстве системы, а следовательно, от выбранных 
значений управляющих параметров, и может характеризовать состояние системы. 

Оказывается, что в том случае, когда в динамической системе реализуется 
периодический режим (устойчивый цикл периода л), важную роль B формировании 
характера переходного процесса играет мультипликатор. Для одномерных 
отображений мультипликатор цикла периода л, состоящего из элементов х, x,°, 
..., Х, определяется как p=f"'(x,")xf '(x,%)x...xf '(x,°). В случае неподвижной точки 
х° мультипликатором является значение производной от функции отображения, 
вычисленной в этой Touke: p=f'(x") (см., например, [10]). На рис. 1 показана 
зависимость средней длительности переходного процесса (7,) от величины 
мультипликатора и для неподвижной  устойчивой точки — логистического 
отображения 

ха =До%) = М, (1-х, ) (2) 

для различных значений е. Отчетливо видно, что с повышением точности (уме- 
ньшением е) средняя длительность переходного процесса (при одном и том же 
значении управляющего параметра \) увеличивается. Наличие «изрезанности» 3a- 
висимости (Т.)(и) связано с характерным масштабом наблюдения (параметром e). 

На рис. 2 приведены зависимости длительности переходных процессов от 
начальных условий для логистического отображения (2) при двух значениях 
управляющего параметра A, и A, выбранных таким образом, чтобы A, <<^ где A, 
- значение управляющего параметра, при котором имеет место особенность на 
графике зависимости (Т.)(и) (показана стрелкой на врезке рис. 1). Видно, что 
резкое увеличение средней длительности переходного процесса (7,) связано с 
появлением «пиков» на зависимости длительности nepexojmoro процесса от 

начальных условий T (x)) (рис. 2, 6). Это, в свою очередь, происходит при 
фиксированных значениях управляющих параметров A, (e), #=#1,42,...2 когда 
точка экстремума отображения (2) x=1/2 отображается за lil итераций B одну из 

* В данной работе не рассматриваются мультистабильные состояния, TO есть мы 
предполагаем, что B фазовом пространстве рассматриваемой динамической системы при выбранных 
значениях управляющих параметров существует единственный аттрактор. 

Значение # полагается положительным для ветви зависимости (T, )(1), соответствующей. 
положительным значениям |, и отрицательным - для ветви  отрицательных — значений 
мультипликатора. 
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Рис. 1. Зависимость средней длительности переходного процесса от величины мультипликатора : 

для цикла периода 1 логистического отображения для различных значений е: 10° (кривая 1); 105 
(2); 10 (3). На врезке показан фрагмент кривой 2 в окрестности и=0.0 

границ отрезка [\-е,х+е], внутри которого переходный процесс считается 

законченным 

If"‘(llz,hw,(e)) -0 = AN (6)).) -l = ©. (3) 

ра 

х° - неподвижная устойчивая точка отображения (2). Значение управляющего 

параметра A ,,(¢), при котором возникает первая «особенность» на графике 
зависимости (Г.)(и), определяется соотношением 

Ха (е) = 2 + 26 F 2[(2+e)e]'?, (4) 

которое является решением (3) для #=+1. В то же самое время, «изрезанность» 

ветви — зависимости — (Т.)(н), — отвечающей — отрицательным — значениям 

мультипликатора (i=-1,-2,...), более ярко выражена, нежели BETBH, отвечающей 
положительным значениям и (см. рис. 1). Это обусловлено TeM, что для 
отрицательных значений мультипликатора ВОЗНИКЗЮЩИЙ пик на зависимости 

T,(x,) бесконечное число раз транслируется вдоль оси начальных условий х (см. 
рис. 2, 6), чего не происходит для положительных значений p (рис. 3, 6). 

Понятно, что аналогичная «изрезанность» графика зависимости (Т,)(и) 
имеет место и для устойчивых циклов периода 27, возникающих при увеличении 
управляющего параметра A. Следует обратить внимание на TO, что, хотя подобное 

явление носит объективный характер, оно является следствием существования 
характерного масштаба наблюдения е и He несет большой смысловой нагрузки. 

Обсудим теперь вопрос о том, каким соотношением — описывается 
зависимость средней длительности переходного процесса от . В том случае, если 
поведению отображения (1) соответствует неподвижная устойчивая точка (цикл 
периода 1), то средняя длительность переходного процесса будет определяться 
соотношением 
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Рис. 2. Зависимость длительности переходного процесса от начальных условийх, при е=105 и 
различных значениях управляющего параметра A: а - 2.043 (u=-0.043), 6 - 2.044 (u=-0.044) 

(T,) = log,,(¢/x). (%) 

В этом соотношении и - мультипликатор устойчивой неподвижной точки; X - 

функция, зависящая от значения управляющего параметра, вид которой 

обсуждается ниже. Соотношение (5) получено в линейном приближении динамики 

системы (1) в окрестности устойчивой неподвижной точки и тем лучше 

соответствует действительности, чем с большей точностью (W, соответственно, с 
меньшим е) определяется длительность переходного процесса, чем больше 

дискретного времени «проводит» система на линейном участке. 
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Рис. 3. Зависимость длительности переходного процесса от начальных условий X, при е=10° и 
различных значениях управляющего параметра A: а - 1.958 (u=0.042),6 - 1.957 (u:é).043) 

Исследование свойств л-циклов дискретных отображений типа (1) сводится 

к изучению л-кратно проитерированного О'ГОбрЗЖВНИЯ 

FO) = £ f(2)...)), ©) 
npas 

при 3TOM элементам и-цикла отображения (1) соответствуют неподвижные точки 
отображения (6), а одна итерация отображения (6) соответствует л итерациям (1). 
Поэтому в случае, если в системе реализуется устойчивый цикл периода л (напри- 
Mep, в результате бифуркации удвоения периода при увеличении управляющего 
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параметра A в логистическом отображении (2)), соотношение (5) должно быть 
заменено на 

(T,) = тюв, (г () 

тде л - период, а у - мультипликатор соответствующего цикла. Таким образом, при 
каскаде бифуркаций удвоения периода в логистическом отображении среднее 
значение длительности переходного процесса (T,) возрастает при переходе от л- 
цикла к 2л-циклу примерно в два раза (при условии равенства мультипликаторов , 
и и,, соответствующих циклов). 

На рис. 4 приведена зависимость усредненной длительности переходного 
процесса (7,) от е для логистического отображения при различных значениях 
управляющего параметра A в двойном логарифмическом масштабе. Значения 
усредненной длительности переходного процесса были получены итерированием 
отображения (2) при различных начальных условиях с последующим усреднением 
(точки на рисунке). Непрерывные линии соответствуют соотношениям (5), (7). 
Из рисунка видно, что усредненная длительность переходного процесса (Т.) при 
значениях управляющего параметра A=1.25 и №2.75, когда в системе реализуется 
неподвижная устойчивая Touka x’=(A-1)/A, имеющая мультипликатор p=0.75 
(кривая 1) и и=-0.75 (кривая 2), соответственно, совпадают тем лучше, чем с 
большей точностью определяется длительность переходного процесса Т,(х). 
Аналогичная зависимость средней длительности переходного процесса (Т,) от & для 
цикла периода 2 логистического отображения (2) и соответствующая кривая 5, 
полученная с помощью соотношения (7), также приведены на рис. 4. 
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Рис. 4. Зависимость длительности переходного процесса от е: средняя длительность переходного 
процесса (T.) для цикла периода 1 логистического отображения для A=1.25 - кривая 1, точки (), 
и=0.75, х(и)=0.12; №2.75 - кривая 2, (x), p=-0.75, х(и)=0.06; A=2.25 - кривая 3, ( № ), и=-0.25, 
х(и)=0.4; №=2.9 - кривая 4, (*), p=-0.9, х(и)=0.05. Средняя длительность переходного процесса для 
щикла периода 2 логистического отображения при №=3.075 - кривая 5, (o), и=-0.694375, 
х(#)=0.135. Длительность переходного процесса Т,(х)) для логистического отображения © 
начальным условиемх,=0.3645 при №=2.75 (B системе реализуется неподвижная устойчивая точка) 
- кривая 6, (*), w=-0.75, у(н)-0.001. Средняя длительность переходного процесса (T,) для 
отображения окружности на себя (9) при $2=0.5 и k=13, и=1.3, х(и)=0.025 (цикл периода 2) - 
кривая 7 и точки (+) 
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Как следует из соотношений (5) и (7), средняя длительность переходного 

процесса (T,) обращается в бесконечность при значениях управляющих пара- 

метров, соответствующих бифуркационным ситуациям, когда соответствующий 

п-цикл теряет устойчивость, а его мультипликатор и становится равным либо +1, 

либо -1. При значениях мультипликатора W, близких по модулю к единице, 

соотношение (7) может быть приближенно записано как 

(T, = nl(lul-1)In(elx). ®) 

С уменьшением значения lul величина (7,) уменьшается, и при стремлении 

значения мультипликатора к нулю, когда реализуется цикл максимальной 

устойчивости, формулы (5) и (7) становятся неприменимыми, а средняя 
длительность переходного процесса (T,) принимает наименьшее значение. 

Понятно, что соотношения (5) и (7) применимы и для определения 
длительности переходного процесса T, (x,) при выбранных значениях начального 
условия х,. Однако в данном случае величина х будет зависеть не только от 
значения управляющих параметров, HO и от выбранного начального, условия. 
Соответствующий график зависимости длительности переходного процесса T,(x,) 
для неподвижной точки логистического отображения (A=2.75) приведен на кривой 
6 рис. 4. 

Аналогичные зависимости средней длительности переходного процесса (7,) 
от параметра е и значения мультипликатора и были получены для отображения 

окружности на себя [11] 

X,,, =X, + @ + (k2n)sin(2xx, ), modl (9) 

при фиксированном значении управляющего параметра Q=0.5 и различных 

значениях параметра & (0<k<2'?). При данных значениях управляющих параметров 
в системе реализуется устойчивый цикл периода два, мультипликатор которого 
определяется соотношением и=1-&©. На рис. 4 приведена соответствующая 
зависимость (T,) от е (кривая 7). Видно, что и B данном случае зависимость (T,) 
подчиняется соотношению (7). 

В соотношения (5) и (7) входит также величина ¥, которая характеризует 
структуру фазового пространства динамической системы, и, соответственно, 
зависит от управляющих параметров системы. На рис. 5, а (кривая /) приведена 
зависимость ¥, от значения мультипликатора и устойчивой неподвижной точки для 
логистического отображения (5) (диапазон изменения управляющего параметра A 
от 1 до 3). Данная зависимость х(и) была получена с помощью метода наименьших 
квадратов подбором таких значений х для каждого и, при которых кривая, 
описываемая соотношениями (5) и (7), наилучшим образом соответствует 
значениям средней длительности переходного процесса (T, ), найденным численно. 
VI3 рисунка видно, что х стремится к нулю при значениях мультипликатора ->+1, 
соответствующих бифуркационным значениям управляющего параметра A. С 
уменышением значения ! (по мере приближения к точке A=2, то есть при 
приближении к циклу максимальной устойчивости) происходит возрастание 
величины х и при p—0, когда соотношения (5) и (7) неприменимы, а 
следовательно, величина х не имеет фИЗИЧеСКОГО смысла, х(р) обращается B 

бесконечность. 
Аналогичные зависимости Х(и) для устойчивых циклов периода 2 и 4 

логистического отображения (кривые 2, 3) также приведены на рис. 5, а. На рис. 
5, б показана зависимость х(и) для устойчивого цикла периода два отображения 
окружности на себя (штриховая линия). 

V3 анализа приведенных кривых следует, что вид функции Х(и) для 
одномерных отображений качественно подчиняется общей закономерности - при 
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Рис. 5. а - Вид зависимости х(и) для неподвижной устойчивой точки (кривая 1), устойчивого 
цикла периода два (кривая 2) и устойчивого цикла периода 4 (кривая 3) логистического. 

отображения; 6 - Вид зависимости х(и) для устойчивого цикла периода два отображения 
окружности на себя, Q=0.5 (штриховая линия). Для сравнения на этом же рисунке приведена 
кривая 2. Особенности, возникающие из-за наличия масштаба наблюдения €, сглажены 

значениях мультипликатора и п-цикла, близких к бифуркационным, то есть, когда 

и—>+1, величина х(н)=0. С уменьшением М! величина х(н) возрастает и при 

приближении мультипликатора устойчивого цикла периода л к нулю (то есть по 

мере приближения к циклу максимальной устойчивости) (i) неограниченно 

нарастает и стремится к бесконечности. В то же самое время, количественно 
кривые 1-3 не совпадают. Так, функция (i), характеризующая устойчивый цикл 

периода 2 логистического отображения, возникающий после бифуркации удвоения 

периода (кривая 2), на границах интервала изменения wE(-1;1) нарастает 

медленнее, чем х(и) для неподвижной устойчивой точки (кривая /). Однако при 

значениях мультипликатора W, близких к нулю, функция х(и) для цикла периода 2 

нарастает быстрее, нежели для устойчивой точки. Иными словами, для каждого 

аттрактора и, тем более, для каждого отображения вид зависимости (i) 

определяется «топологией» всего фазового пространства рассматриваемой 

динамической системы. 

Таким ОбРЗЗОМ, средняя длительность переходного процесса в одномерных 

динамических системах с дискретным временем определяется видом ША'НЗМ.ИЧВСКОЙ 

системы и значениями управляющих параметров. Наибольшее значение средняя 

длительность переходного процесса достигает при бифуркационных значениях 

управляющего параметра, а наименьшее - когда реализуется цикл максимальной 
устойчивости, мультипликатор которого обращается в нуль. 

Наконец, следует обратить внимание также на то, что средняя длительность 

переходных процессов в логистическом отображении демонстрирует скейлин- 

говые свойства, что обусловлено универсальностью Фейгенбаума для одномерных 

отображений [12], характеризующейся универсальной константой a=-2.503. 

Скейлинговые свойства средней длительности переходного процесса для 

логистического отображения иллюстрируются рис. 6. Зависимости средней 

длительности переходного процесса (T), от значения мультипликатора для циклов 

периода 1, 2 и 4 приведены на рисунке 6, а. На рис. 6, 6-г даны те же самые 

зависимости, перемасштабированные по оси, отвечающей — длительности 

переходного процесса (T),, в d раз (а равно 1, 2 и 4 для циклов периода 4, ди 1, 

СООТВЕТСТВСННО)‹ ОДНОВРСМЕН'НО величина €, задающая точность определения 

длительности переходных процессов, перемасштабировалась с коэффициентом 

=-2.503, подобно тому, как осуществлялась перенормировка амплитуды шума при 
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Рис. 6. а - Зависимость средней длительности переходного процесса (T), от мультипликатора U 
для логистического отображения. Кривые 1, 2, 3 отвечают реШ.іаШШ в системе устойчивых 
циклов периода один, два и четыре, соответственно. Для каждого Эл-цикла длительность 
переходного процесса определяется с €, =¢ /lal, где €, - Характерный масштаб определения 
длительности  переходного процесса для п-цикла, 'а=-2.503 - универсальная  константа 
Фейгенбаума. 6 - Неизмененная кривая зависимости для цикла периода четыре.в, г - Кривые 
зависимости для цикла периода два и неподвижной точки, перемасштабированные вдоль оси(7), ¢ 
масштабными коэффициентами @|=2 и dy=4, COOTBETCTBEHHO 

изучении скейлинга в отображениях при наличии шума [13]. M3 рисунка видно, что 
после проведения масштабных преобразований соответствующие зависимости 
средней длительности переходных процессов для циклов периода 27 логисти- 
ческого отображения с хорошей степенью точности совпадают друг с другом. 

Таким образом, в работе исследована зависимость средней длительности 
переходных процессов в одномерных динамических системах с дискретным 
временем (на примере эталонных объектов нелинейной динамики - логистического 
отображения и отображения окружности на себя), выявлены скейлинговые 
закономерности, показана важная роль мультипликаторов устойчивых циклов, а 
также рассмотрен вопрос о влиянии TOYHOCTH определения длительности 

переходных процессов на полученные результаты. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 01-02-17392 и 02-02-16351), 
а также научно-образовательного центра «Нелинейная динамика и биофизика» 
при Саратовском. госуниверситете им. Н.Г. Чернышевского (грант REC-006 of 
U.S. Civilian Research апа Development Foundation for the Independent States of the 

Former Soviet Union (CRDF)).
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MEAN DURATION ОР TRANSIENT PROCESSES IN DYNAMICAL 
SYSTEMS WITH DISCRETE TIME 

А.А. Koronovskii, A.E. Hramov, I.A. Khromova 

In this work the dependence of mean duration of transient processes upon the 

exactness оё duration computation and upon the control parameters 18 discussed. On the 

example оё sample one-dimensional maps (logistic тар and circle map) it is shown аг 
the mean duration of transient process is determined by the multiplicator of the stable 
cycle. The analytic form characterizing this dependence а{ the different values оЁ control 
parameters is offered. 
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