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В работе рассматриваются переходные процессы в двумерной динамической 
системе с дискретным временем (отображении Эно), демонстрирующей периоди- 
ческие режимы колебаний. Обсуждается методика определения длительности 
переходного процесса, зависимость длительности переходного процесса от ТОчНОсТИ 
определения и начальных условий, выявляются механизмы, ответственные за 
усложнение этой зависимости. Во второй части работы планируется обсудить зависи- 
мость средней длительности переходных процессов при изменении значений 
управляющих параметров. 

Анализ поведения нелинейных динамических систем в последнее время 

привлекает к себе болышое внимание со стороны ИССЛЕЦОВЗТСЛСЙ в различных 

областях естествознания. При этом независимо от того, изучаются ли 
динамические системы C дискретным или — непрерывным — временем, со 

сосредоточенными или  распределенными параметрами, основной  интерес 
вызывают установившиеся режимы колебаний и то, каким образом происходит 
смена этих режимов при изменении управляющих параметров системы [1-6]. При 
этом переходные процессы в большинстве случаев рассматриваются как нечто 
второстепенное, He вызывающее особого интереса. В то же время, следует 
отметить, что переходный процесс несет информацию O CHCTEME, и в ряде случаев 
оказывается более целесообразным рассматривать поведение системы, 

находящейся именно в стадии переходного процесса [7-10], а не в установившемся 
режиме. 

C.nenye’r также отметить, что круг задач, связанных с исследованием 

переходных процессов, достаточно широк: это исследование строения бассейнов 
притяжения сосуществующих аттракторов и их границ в случае мультиста- 
бильности [11-12]; изучение переходного xaoca [13-16], который возникает при 
кризисе хаотического аттрактора [17-21] и который по своей сути также является 
переходным процессом; определение времени ожидания изображающей TOYKH B 

малой окрестности фазового пространства системы при управлении хаосом [22- 
24] Таким ОбРЗЗОМ, детальное исследование переходных процессов весьма важно 
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для понимания поведения динамических систем. В качестве объектов исследования 
переходных процессов удобно выбрать динамические системы с дискретным 
временем (отображения) в силу того, что, с одной стороны, они относительно 
просты, а с другой стороны, в них имеют место основные нелинейные явления, 
свойственные для потоковых и распределенных динамических систем. 

Ранее, в работах [10,25,26], были изучены переходные процессы и 
свойственные WM закономерности для одномерных динамических систем с 
дискретным временем на примере логистического отображения. В то же время 
понятно, что в системах с большей размерностью (в самом простейшем случае в 
двумерных отображениях) переходные процессы могут подчиняться несколько 
иным закономерностям, нежели в одномерных отображениях. При этом 
результаты, полученные для двумерных динамических систем с дискретным 
временем, могут быть применимы к трехмерным системам с непрерывным 
временем, поскольку возможен переход от трехмерных потоковых систем K 
двумерным отображениям с помощью процедуры сечения Пуанкаре [27,28]. 
Поэтому целью настоящей работы является подробное изучение переходных 
процессов B двумерной динамической системе с дискретным  временем 
(отображении Эно [29-30]) 

Хаа =, (1-x)+by,, @ 

Эаы =% 

и выявление основных закономерностей, свойственных переходным процессам. B 
рамках Hac'rosm.(ei paGo’rbx основное внимание акцентируется на периодических 

режимах. Некоторые аспекты, связанные с переходными процессами для 
отображения Эно, находящегося в хаотическом режиме, можно найти в работах 

[31,32]. Выбор в качестве объекта исследования отображения Эно обусловлен еще 
и тем, что при выборе значения управляющего параметра b=0 отображение (1) 
переходит в логистическое, а следовательно, результаты, полученные для него, 
можно легко сопоставить с результатами, полученными ранее для логистического 
отображения. 

Методика определения длительности переходного процесса, 

Влияние точности на длительность переходного процесса 

Под длительностью переходного процесса понимается интервал времени, 
который необходим динамической системе, эволюционирующей с произвольных 

начальных условий, для того, чтобы изображающая точка в фазовом пространстве 
достигла аттрактора с некоторой наперед заданной точностью €. Понятно, что, с 
формальной точки зрения, переходный процесс в системе, как правило, длится 
бесконечно долго, изображающая точка лишь асимптотически стремится K 
аттрактору при {—>% и за конечный интервал времени никогда его не достигает 
[33]. В то же самое время, в натурных экспериментах и при численном 
моделировании поведения динамических систем во временной реализации обычно 
легко удается выделить участки, отвечающие соответственно установившемуся 
режиму и переходному процессу. Длительность переходного процесса зависит от 
начальных условий и точности, с которой определяется выход фазовой траектории 

на аттрактор. 
В том случае, если состояние, к которому асимптотически стремится 

система при [—»®, являстся периодическим, существуст достаточно простой и 
эффективный метод определения длительности переходного процесса [25,31], суть 
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которого заключается в следующем. Пусть рассматривается динамическая 
система с дискретным временем 

х = F(x,), @ 

тде х„=(х…‚г1„‚...‚т…) - вектор, характеризующий состояние системы B л-й MOMEHT 

времени; Ё - вектор-функция, задающая эволюцию вектора состояния с течением 
времени. В этом случае длительность переходного процесса определяется 
следующим образом. 

1. Система (2) итерируется достаточно большое число раз № (N должно быть 
заведомо больше максимальной длительности переходного процесса) со 
СПУЧЗЙН.Ъ[М начальным условием ХП’ после чего npej:um:laraeTcsl. что система 

достигла асимптотического состояния, а изображающая точка вышла на аттрак- 

тор. Иными словами, полагается, что точка Х„ находится B Henocpencrsel-mofi 

близости к какой-либо точке x". аттрактора G, H, следовательно, при численном 

моделировании точка ху может рассматриваться как элемент аттрактора. После 
этого последовательность (X ),V анализируется, начиная с предпоследнего 
элемента X, ;. Элементы Xy Xy oY, ПОСЛедовательно сравниваются с Xy до тех 
пор, пока в первый раз He будет выполнено условие K, -xyl<e, . (e, <€), ГДе €, - 
точность, с которой определяется период асимптотического режима, ае - точность 
определения длительности переходного процесса. В этом случае период т 
асимптотического режима системы (2) может быть определен как t=N-k. 
Соответственно, аттрактор G, будет состоять из т точек {x’}_ " где X=X, 

№ тр н КЕ 
2. После определения точек (X}, * аттрактора G, длительность переходного 

процесса может быть определена для любого начального условия X, с некоторой 
наперед заданной точностью €. Для того, чтобы определить длительность 
переходного процесса T,(X,), необходимо анализировать последовательность 
(X}, начиная с начальной точки Х,, до тех пор, пока некоторая точка X, 
временной реализации (X}, не попадет в е-окрестность одного W3 элементов 
{x0}..,* аттрактора С, то есть до тех пор, пока не будет выполняться условие 
к-хбке (1sist). Если переходный процесс в системе (2) завершился в момент 
дискретного времени =k, то все точки X, (k<iSN) последовательности (X}, 
должны также находиться в е-окрестностях элементов {x°)_* аттрактора С,. В 
том случае, если это условие выполняется, длительность переходного процесса 
может быть определена как T,(X,)=k. 

3. Для того, чтобы определить длительность переходного процесса T,(X,) для 
любого другого начального условия X, или другого значения точности &, 
необходимо повторить п. 2 с новыми величинами Х, и €. 

Следует отметить некоторые ограничения вышеописанного метода: BO- 
первых, в случае мультистабильности, если в фазовом пространстве системы (2) 
сосуществуют несколько периодических аттракторов, необходимо повторять п. 1 
метода для каждого начального условия X, Во-вторых, данный метод не работает 
при значениях параметров системы (2), равных бифуркационным, а в точках, 
близких к точкам бифуркации, длительность переходного процесса оказывается 
большой, что влечет за собой необходимость увеличения числа итераций на 
каждом этапе. 

Из интуитивных соображений ясно, что чем больше точность, с которой 

определяется длительность переходного процесса Т.(х,) (то есть, чем меньше 
величина €), тем больше у временной реализации [x),_,V участок, отвечающий 
переходному процессу. Оказывается, что важную роль в формировании участка 
временной  реализации, соответствующего переходному — процессу,  играют 
мультипликаторы W, устойчивого т-цикла. 
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Предположим для простоты, что в фазовом пространстве динамической 
системы с дискретным временем (2) существует единственный аттрактор' С. 
представляющий собой цикл периода т. В этом случае т раз проитерированное 
отображение (2) 

X,,. = F(F(...(F(x,))...)) = F9(x ) (3) 

Траз 

будет иметь т неподвижных устойчивых точек, при этом каждому элементу X 
(i=1,2,...;t) устойчивого цикла периода т отображения (2) будет соответствовать 
неподвижная устойчивая точка х,* отображения (3). 

Для того, чтобы рассматривать поведение системы (3) в малой окрестности 
одной из неподвижных точек X7, имеет смысл ввести в рассмотрение величину OX, 
характеризующую отклонение переменной х от неподвижной устойчивой точки X, 

бх=х-х;. “) 

В этом случае B линейном приближении поведение системы (3) в окрестности 
неподвижной устойчивой точки х° будет определяться как 

ox,,, = Mox , ) 
где М - матрица монодромии 

My Тр .. Т, 
My My, .. Т. 21 2 25 

м=| . ‚ (6) 

My Mg + My 

тде т,=дЕ,®/дх(х;). Собственные числа и, (j=1,2,...,s) матрицы монодромии М 
характеризуют каждую W3 неподвижных устойчивых точек X[ системы (3) и 
устойчивый цикл периода т отображения (2) и называются мультипликаторами 
неподвижной устойчивой точки х и устойчивого цикла [х‚‚"]‘ы, соответственно. Из 

предположения об устойчивости т-цикла следует, что все мультипликаторы | 
должны быть по абсолютной величине меныше единицы. 

Для двумерной динамической системы, каковой является отображение Эно, 
матрица монодромии М будет представлять из себя квадратную матрицу 2х2. 
Соответственно, мультипликаторы и , могут быть либо действительными, либо 
комплексно-сопряженными. Линейной заменой переменных [34,35] 

ёу = Вёх, (7) 

где В - матрица преобразования, соотношение (5) может быть приведено к виду 

бу а = ГУ (8) 

тде L=BMB, B! - обратная матрица для матрицы В. 
В том случае, если мультипликаторы W, являются действительными, 

выбором матрицы В можно добиться того, что матрица Г, будет Яявляться 

диагональной, причем по главной диагонали будут находиться собственные числац, 

т ["‘ 0]. ©) 
ок 

* Иными словами, мы будем считать, что при выбранных значениях управляющих параметров 

в системе (2) отсутствует мультистабильность. 
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В этом случае изменение каждой компоненты v , вектора 8v=(v,v,)" будет 

определяться только одним («своим») мультипликатором W, (7=1,2) 

©2,а = кх@)у (10) 
Чем ближе величина мультипликатора W, K нулю, тем быстрее уменьшается V; 

компонента вектора V. Следовательно, длительность переходного процесса B 
случае  действительных  мультипликаторов будет  определяться — динамикой 
компоненты у„ вектора 3V, которой соответствует наибольший по абсолютной 
величине мультипликатор и› для которого, однако, в силу устойчивости т-цикла, 
выполняется соотношение Iy, 1<1. 

В том случае, если мультипликаторы W, матрицы монодромии М 
оказываются комплексно сопряженными иу=и,'=Ке(и,)+йт(и,), может быть 
найдена такая матрица? B, что B результате линейного преобразования (7) матрица 
монодромии М будет преобразована K матрице L, имеющей вид 

Ке(и) Im(u,) ; 1) 
Im(n,) Re(u,) 

а для вектора 8V будет справедливо соотношение 

18 ! = I, х б , (12) 

причем из условия устойчивости т-цикла отображения (2) будет следовать, что 
Iy э1<1. 

Исходя M3 всего вышеизложенного получаем, что длительности переходных 
процессов Т"(х,) и T, I‘(xn) отображения (3), определенные для одного и того же 
начального условия X, и одних и тех же значений управляющих параметров, но с 
разными значениями точности е и & (для определенности будем полагать, что 
€,>¢), будут связаны между собой как 

T, (x,)=Te,"(x,)+K. (13) 

Здесь К - число итераций системы (3), которые необходимо совершить, чтобы был 
завершен переходный процесс, определяемый с точностью €, после того, как 

завершается переходный процесс, определяемый с точностью £, Из соотношений 
(10) и (12) следует, что lel=Iul¥le,l, где и - наибольший по абсолютной величине 
мультипликатор в том  случае, если — мультипликаторы |, SBISIOTCS 
neficmu'remnbmu, и любой мультипликатор, если “I.Z - комплексно-сопряженные. 

Нетрудно видеть, что К=103М(в/е,) и 

Т) =T, %(x)) + 1°3|„1(5/°1)‹ (14) 

Поскольку одна итерация отображения (3) соответствует T итерациям 
отображения (2), длительности переходных процессов Т,(х,) и Т, () 
отображения (2), определенные для одного и того же начального YCITOBHS X, и 
одних и тех же значений управляющих параметров, но с разными значениями 
точности е и €, будут связаны между собой как 

T,(x) = T"(xn) + tlflg[ul(E/El). (15) 

Соотношение (15) получено в линейном приближении динамики системы и 
неприменимо для больших значений е и значений мультипликатора ц, близких по 

2Tounee товоря, существует бесконечное число таких матриц В и, соответственно, 
бесконечное число преобразований. 
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Рис. 1. Зависимость длительности переходного процесса от точности € для различных начальных 
условий и значений управляющий параметров для цикла периода один отображения Эно.а - Зна- 
чения управляющих параметров подобраны таким образом, что мультипликаторы неподвижной 
устойчивой — точки  (x")")  действительные: 1 - b= 

0.558, uy=0.358 (0); 2 - A=1.2,5=0.5, x;=1.4, y;=1.388, p,= 814 1,=0. 
352, y, —2 72, p,=-0.836, n,=0.836 Ёп) 6 - Мультипликаторы. кошлексно-сопряжышые: 

1 - №2.4, в %,=0.7448, уд=-0.0408, и „=0.340.64 (0); 2 - A=3.0, b=-0.6, x;=0.722, y,=0.48, 
My ;=010 768 @; З’ №4.1, 5=-0.8, x,=0. 33\22 3=0.66, и ,=-0.25i0.858 (o) 

модулю к единице или к нулю. Для отображения Эно (1), являющегося 
отображением с постоянным Якобианом, справедливо соотношение ши,=р, а 
следовательно, в данном случае мультипликатор и не может быть равен нулю 
(если, конечно, параметр b He равен нулю). Необходимо также отметить, что с 
уменьшением значения е соотношение (15) будет выполняться с более высокой 
степенью точности. 

На рис. 1 и 2 приведены в двойном логарифмическом масштабе зависимости 
длительности переходного процесса от точности € для различных начальных 
условий (х,у)), разных значений управляющих параметров и соответствующих 
различным периодическим режимам отображения Эно. В качестве величины , 
фигурирующей в соотношении (15), для длительности переходного процесса было 
выбрано значение точности €=102, а длительность переходного процесса, 
определенная с точностью ,, обозначена как Т, (х„) Все значения длительности 

Texo.y0) 

102 

10! 

10° 
1012 10 104 € 1072 10 104 € 

Рис. 2. Аналогичная приведенной на рис. 1 зависимость длительности переходного процесса от 
точности € для цикла периода два отображения Эно.а - Значения управляющих параметров 
подобраны таким образом, что мультипликаторы устойчивого цикла являются действительными: 
1 - №2.4, b=0.25, x,=0.968, y,=2.4, и =0.138, ЗЗ_О .451 (); 2 - №=3.2, b=-0.05, xD-O 674, y,=2.56, 
1,=0786, 10008 (m); 3°- A=33, 50 782, yy 1907 =005 (o). 
6 Мультищикаторы комплексно-сопряженные:! - М, б 5, эа 24 002406 
00220, 506, %=1.16, y=1.288, и ,=-0.28+0.53 (w); 3 - 1, bt 5, ‚ %,=0218, 3,=0.16, 
и ,=0.45540.717 () 
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переходных процессов, определенные численно итерированием отображения Эно, 

представлены в виде точек, а зависимости, соответствующие (15), показаны 
линиями. Видно, что кривые аналитической зависимости (15) хорошо соответ- 

ствуют результатам, полученным численно. 

Зависимость длительности переходных процессов от начальных 

уШОВий и механизмы ее усложнения 

Цикл периода один. Перейдем теперь к обсуждению вопроса O TOM, как 

выглядит зависимость длительности переходного процесса Тч(х„‚у„) от начальных 
условий (x,,y,). Начнем рассмотрение с наиболее простого динамического режима, 

реализующегося в отображении Эно, - устойчивого цикла периода один. 

Неподвижная точка (x°,y") отображения Эно имеет координаты. 
ж = )' = (2+5-1)/) (16) 

и является устойчивой при 1-b<Ai<3(1-b) (рис. 3, области A, В). Параметр b изме- 

няется в диапазоне -1<b<1, отображение Эно при этом является диссипативным. 

Как уже говорилось ранее, длительность переходного процесса зависит от 
значения — мультипликатора — периоди- 
ческого аттрактора (см. (15)). При этом 
характер — зависимости — длительности 
переходных процессов от начальных 

условий также во многом определяется 
мультипликаторами. 

В том случае, когда мультипли- 

каторы — периодического — аттрактора 

являются действительными (область А 

на рис. 3), важную роль в формиро- 
вании вида зависимости длительности 
переходных процессов от начальных 

условий играют многообразия непо- 
движной устойчивой точки. Устойчивая 
неподвижная точка (x°,)°) характе- 
ризуется мультипликаторами 

и, = (225-M[4b+(2426+1)7112)12, 
17 

A 

W= (2-2b-M+[4b+(-242b41)7)12)12, 

а также собственными векторами 

e, = ((2-20-A-[4b+(-2+2b+10)7]2}12, 1), 

(18) 

€, = ([2-2b-A+[4b+(-242b+1)7]'2)/2, 1). 
й Й 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 105 

Рис. 3. Карта периодических динамических pe- Вдоль — направлений, — определяемых 
жимов (циклы периода один и два) для  собственными векторами ©,,, В линей- 

отображения Эно (1) на плоскости управ- - ной  окрестности  элемента  т-цикла 
ляющих параметров  (b,)). Серым цветом ы o 
обозначены области, соответствующие комп- отображения (1) прохо, МОГО 
лексно-сопряженным значениям мультиплика- образия, которые, в зависимости от 
торов и  периодического аттрактора значений — управляющих — параметров, 
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MOTYT быть как устойчивыми, так и неустойчивыми. Следует OTMETHTb, что 
многообразия циклов играют важную роль в нелинейной динамике (например, при 
формировании границ бассейнов притяжения аттракторов [36,37]), а способы их 
построения описаны в [38-40]. 

Сопоставление проекции поверхности T,(X;,y,) на плоскость начальных 
условий  (x,,y,) © расположением  устойчивых  многообразий — устойчивой 
неподвижной точки (x°,)°) показывает, что точки начальных условий, в которых 
длительность переходных процессов принимает минимальные значения, совпадают 
с точками одного M3 этих многообразий. Наименышие значения зависимости 
T (x4Y,) располагаются вдоль устойчивого многообразия устойчивой точки (х°,)°), 
которое соответствует наименышему по модулю значению мультипликатора. 
Именно вдоль этого многообразия, в силу соотношения (10), осуществляется 
наиболее быстрое приближение изображающей точки к аттрактору. С некоторой 
степенью условности можно сказать, что ббльший по абсолютной величине 
положительный мультипликатор W, характеризует «медленные» движения в 
системе, в то время как отрицательный мультипликатор W, характеризующийся 
меньшим по модулю значением, - «быстрые» движения. Именно вдоль «быстрого» 
многообразия осуществляется скорейшее приближение изображающей точки к 
аттрактору?. 

На  графических — иллюстрациях — результатов, — приведенных — ниже, 
используются следующие обозначения. Длительность переходного процесса 
Т,(хо))) (точность определения £=10) показана градациями серого цвета, белый 
цвет соответствует наименышей длительности переходного процесса. Устойчивая 

точка (x,)°) показана черным кружком, неустойчивая точка (0,0) - светлым 
кружком. Штриховой линией / показано устойчивое многообразие неподвижной 
устойчивой точки (x°,)°), соответствующее мультипликатору W,; штрихпунктирной 
линией 2 - второе устойчивое многообразие точки (x%,)°), характеризующееся 
мультипликатором и,; жирная сплошная линия 3 соответствует устойчивому 
многообразию неустойчивой неподвижной точки (0,0), которое формирует 
границу бассейна притяжения аттрактора (2,)?); тонкая сплошная линия 4 
соответствует неустойчивому многообразию точки (0,0), лежащему вне бассейна 
притяжения аттрактора (x0,)0). 

На рис. 4, а изображена проекция на плоскость (х,у) зависимости 
длительности переходных процессов от начальных условий T, (x,,y,). На рис. 4, 6 
для тех же значений управляющих параметров показано расположение 
многообразий для устойчивой точки (х°,у°) и неустойчивой точки (0,0). Видно, что 
расположение точек начальных условий, в которых длительность переходного 
процесса минимальна, соответствует расположению устойчивого многообразия 
неподвижной устойчивой точки (x%,)°), характеризующейся наименьшим по 
абсолютной величине мультипликатором. В то же самое время, второе 

«медленное» многообразие не играет видимой роли в формировании структуры 
поверхности зависимости длительности переходных процессов от начальных 
условий, хотя, как будет показано далее, значение второго мультипликатора 

ЗПоявление минимумов длительности переходных процессов можно с некоторой степенью 
условности достаточно наглядно объяснить следующим  образом. Изображающая — точка, 
эволюционируя из любых начальных условий, двигается сразу вдоль двух направлений - «быстрого» i 
«медленного». Двигаясь вдоль направления «быстрого» многообразия, изображающая точка 
достаточно быстро «садится» на второе («медленное») многообразие и в дальнейшем двигается вдоль 
него. Таким образом, момент завершения переходного процесса определяется движением вдоль 
«медленного» многообразия. В том случае, если точка начальных условий оказывается на «быстром» 
многообразии, вторая фаза движения вдоль «медленного» многообразия OTCYTCTBYCT, что приводит K 
TOMY, что длительность переходного процесса оказывается минимальной. 
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Рис. 4. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий T, (x).yg) при 
значениях управляющих параметров A=1.3, b=0.1. Черный цвет соответствует длительности 
переходного процесса в 40 единиц дискретного времени, белый цвет - () единиц. 6 - Расположение 
многообразий для устойчивой и неустойчивой точек отображения Эно при тех же самых 
значениях управляющих параметров. Здесь и =-0.1531 - меньший по величине мультипликатор, 
д‚оод6531 Второе неустойчивое мноюобршие совпадает с устойчивым многообразием точки 
(x""), показанным штрихпунктиром 

весьма важно - оно обуславливает расположение многообразий на плоскости (х.у) 
H, в конечном счете, влияет и на вид поверхности Т,(хо»2). 

С увеличением значения управляющего параметра A (при фиксированном 
значении — второго управляющего параметра b=0.1) в пределах — одного 
динамического режима - устойчивой неподвижной точки (х,у?) - зависимость 
длительности переходных процессов от начальных условий T,(x,y,) начинает 
изменяться. Это связано, прежде всего, с изменением значений мультипликаторов 
ш Точки (¥’)") и взаимного расположения устойчивых и неустойчивых 
многообразий на плоскости (X,y). 

На рис. 5 приведена зависимость мультипликаторов и , неподвижной устой- 
чивой точки от управляющего параметра A при фиксированных значениях 
параметра b=0.1. Из рисунка видно, что в диапазоне значений параметра 0.9<.<2.7 
значения мультипликаторов оказываются по модулю меньше единицы. 

При значениях параметра №<1.8 важную роль в расположении устойчивых 
многообразий точки (%)) и формировании вида поверхности зависимости 
длительности переходных процессов от начальных условий T,(X,.y,) играет 
положительный мультипликатор и,, характеризующийся ббльшим значением 

абсолютной величины. 
'1""6‘ L Следует отметить  ellie  OJMH 
Y важный MOMEHT: неустойчивое много- 

05 образие неустойчивой точки (0,0), 
принадлежащее бассейну притяжения 

аттрактора  (¥)%), — совпадает — с 
«медленным» устойчивым многообра- 
зием, характеризующимся положите- 
льным мультипликатором и, (см. рис. 
4, 6). Понимание механизма подобного 

поведения многообразий будет полезно 
Puc. 5. Зависимость мультипликаторов непо- — в дальнейшем: любая точка начальных 

движной точки (* у) от управляющего пара- — условий, принадлежащая неустойчи- 
::Бріа A при фиксированном значении параметра вому многообразию точки (0, 0) и 
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лежащая B бассейне притяжения устойчивой точки (x%)"), должна при 
последующем итерировании: 

* по-прежнему принадлежать неустойчивому многообразию неустойчивой 

точки (0,0); 
* асимптотически стремиться к неподвижной точке (x0,)7). 
Из — вышеперечисленных — требований — следует, — что — неустойчивое 

многообразие неустойчивой точки (0,0) должно стремиться к устойчивой 
неподвижной точке (x’,y°) вдоль направления, определяемого собственным 
вектором €, „, соответствующим мультипликатору и ‚ который имеет ббльшее по 
модулю значение. Именно на это направление (следовательно, на «медленное» 
многообразие) «садятся» изображающие точки в малой окрестности точки (х2,у°) 
вследствие того, что второе направление характеризуется менышим по абсолютной 
величине мультипликатором и, следовательно, B силу выражения (10), вдоль него 
все движения происходят быстрее. 

В том случае, если два многообразия устойчивой и неустойчивой точек 
имеют одну общую точку, эти многообразия должны либо бесконечное число раз 
пересекаться друг с другом (касаться друг друга) [41], либо совпадать. 
Действительно, если два многообразия пересекаются в некоторой точке X, TO 
точка F(x), получающаяся на следующей итерации (точно так же, как и точка 
F-(x), получающаяся при одной итерации в обратном времени), снова должна 
одновременно принадлежать этим двум MHOrooGpasusM. Возможно также 
асимптотическое касание многообразий в особой точке. При значениях параметра 
^<1.8 оказывается, что эти многообразия совпадают. 

При значении управляющего параметра A=A =1.8 (управляющий параметр b 
по прежнему равен 0.1) значения мультипликаторов сравниваются по модулю и 
выполняется соотношение | !=\и,!. В этом случае оба устойчивых многообразия 
устойчивой точки (х°,у°) оказываются равноправными: по обоим собственным 
направлениям, задаваемым собственными векторами €, ,, скорости приближения 
изображающей точки к аттрактору становятся одинаковыми. Вследствие этого вид 
поверхности зависимости длительности переходных процессов от начальных 

- условий T, (%,,y,) изменяется (рис. 6, а): исчезают светлые линии, ассоциированные 
© «быстрьш» УСТОЙЧПБЫМ М.НОГООБРЗЗИ&М и зависимость длительности переходного 

¥ s 

3 III :Il’ 

] 

И, 
\ 

0.75 \/ / 
2 7" 

4 

-1.00 
-0.25 05 %] 

a 6 

Рис. 6. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий Т(хо:0) при 
значениях управляющих параметров №=1.8, 5=0.1. Черный цвет соответствует длительности 

переходного процесса B 20 единиц дискретного времени, белый цвет - 0 единиц. 6 - Расположение 
многообразий неподвижных точек отображения Эно при тех же самых значениях управляющих 

парамстров. Здесь и =-0.1!7,, и„=+0.1!, Bropoe неустойчивое многообразие точки (U,0) совпадает 
с устойчивым многообразием точки (,y°), показанным штрихпунктиром 
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процесса от начальных условий становится более или менее однородной; лишь 

начальные — условия, совпадающие с точностью &© с точкой a’l'rpax'ropa. 

характеризуются минимальной длительностью переходного процесса и показаны 

на рисунке светлой точкой (рис. 6,6). 
При дальнейшем увеличении управляющего параметра A отрицательный 

мультипликатор l“l становится по модулю больше положительного мультипли- 

катора и,, и многообразия «меняются ролями»: «быстрым» многообразием 
становится многообразие, характеризующееся мультипликатором ,. Соответ- 

ственно, светлые линии минимальных значений длительности переходных 
процессов  располагаются уже вдоль  многообразия,  характеризующегося 
положительным мультипликатором W, (рис. 7, а, 6). 

Одновременно, при превышении управляющим параметром A значения A, 

происходит перестройка структуры многообразий неподвижных точек [42] на 
плоскости (X,y), что, B свою очередь, влечет изменение характера поверхности 

зависимости длительности переходного процесса от начальных условий Т,(х,У))- 

Как уже говорилось выше, неустойчивое многообразие неустойчивой точки (0,0) 

должно стремиться к устойчивой неподвижной точке (х°,)°) вдоль направления, 

y 

0.75 

-1.00 

6 

у у 
1 12 
- 

X 
0.60 з( Р 0610 

A 
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! 
057 0.605 

0.57 0.60 х 0.605 0.610 x 
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Рис. 7. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий T, (x;.yy) при 
значениях управляющих параметров №=2.3, b=0.1. Черный цвет соответствует длительности 
переходного процесса в 50 единиц дискретного времени, белый цвет - 0 единиц.6 - Расположение. 
многообразий неподвижных точек отображения Эно при тех же самых значениях управляющих 
параметров. Здесь и)=-0.6531, и,=0.1531. в - Увеличенный фрагмент рис. 6: поведение 
неустойчивого многоофразия точки (0,0) в окрестности неподвижной устойчивой точки (x 0,y 0). 
2 - Увеличенный фрагмент рис. в: поведение неустойчивого многообразия точки (0,0) в 
окрестности неподвижной устойчивой точки (x , у %) 

134



определяемого собственным вектором €, соответствующим мультипликатору W, 
который имеет ббльшее MO модулю значение (см. рис. 5 и комментарии K нему B 
тексте), в данном случае, вдоль устойчивого многообразия, характеризующегося 
мультипликатором ш,. В силу того, что мультипликатор W, отрицателен, 
изображающая точка будет приближаться вдоль устойчивого многообразия к 

неподвижной точке (2,у?) то с одной, то с другой стороны. Вследствие этого 
неустойчивое многообразие неподвижной точки (0,0) будет бесконечное число раз 
пересекать устойчивое многообразие устойчивой точки (x,)°), соответствующее 
собственному вектору €, так, как это показано на рис. 7, 6. Соответственно, и B 
окрестности неустойчивой точки (0,0) эти многообразия должны бесконечное 
число раз пересекаться, при этом точки пересечения устойчивого многообразия 
точки (¥’,)°) и неустойчивого многообразия точки (0,0) должны накапливаться. 
Характер расположения точек пересечения в окрестности неподвижных точек 
(0,0) и (x%)°) определяется мультипликаторами этих точек, характеризующими 
рассматриваемые многообразия. 

Takum образом, при значении управляющего параметра A <A<2.7 и 
фиксированном — значении b=0.1  устойчивое — многообразие — устойчивой 
неподвижной точки (X°,)"), характеризующееся мультипликатором и будет иметь 
сложный вид (см. рис. 7, 6). Поскольку с многообразием, соответствующим 
бблышему по модулю мультипликатору, связаны точки начальных условий, B 
которых длительность переходного процесса минимальна, то и расположение 
светлых линий на проекции зависимости длительности переходного процесса от 
начальных условий T,(x,,y,) на плоскость (х,у) также будет иметь достаточно 
сложный вид (см. рис. 7, а), повторяющий расположение устойчивого много- 
образия точки (х°,у°), характеризующегося положительным мультипликатором , 
(ср. рис. 7, аи 6). 

Итак, при изменении значений управляющих параметров в рамках одного 
динамического режима (b=0.1, 0.9<A<2.7) при выполнении условия /М, (и э - 
действительные) происходит бифуркация расщепления многообразий, связанная с 
тем, что многообразия устойчивой точки (x°,)°) фактически обмениваются ролями 
- «медленное» многообразие становится «быстрым» и наоборот. При этом на 
характер расположения многообразий оказывает влияние знак бблышего по 
модулю — мультипликатора. Эта  бифуркация  приводит к  качественной 

‘трансформации вида зависимости длительности переходных процессов от 
начальных условий. 

Аналогичный — механизм — изменения — расположения — устойчивых — и 
неустойчивых многообразий неподвижных точек на плоскости (х,у), приводящий к 
изменению вида поверхности зависимости длительности переходных процессов от 
начальных условий T,(x,,Y,), реализуется и в том случае, когда управляющие 
параметры — системы — меняются таким — образом, что — мультипликаторы 
притягивающей неподвижной точки (x°,)°) выходят на комплексную плоскость 
(область В на плоскости управляющих параметров, CM. рис. 3). 

Типичная зависимость значений мультипликаторов неподвижной устойчивой 
точки (x°,)°) от управляющего параметра A при фиксированном значении второго 
параметра b=-0.1 приведена на рис. 8. При данном выборе значения управляющего 
параметра b, неподвижная точка (x’,)°) является устойчивой в диапазоне 
изменения управляющего параметра 1.1<A<3.3. При этом, как легко видеть M3 
формулы — (17), в  диапазоне  параметров  (2-2(-b)Y2-2b)<A<(2+2(-b)"?-2b) 
мультипликаторы и , являются комплексно-сопряженными. 

Рассмотрим характер изменения зависимости вида поверхности 7,(x,.y,) B 
случае, когда при варьировании управляющих параметров мультипликаторы W, o 

выходят на комплексную плоскость. Зафиксируем значение управляющего 
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Рис. 8. Зависимость иа/лътшшш‹аюров непод- 
вижной — точки  (°)%) от — управляющего 
параметра A при фиксированном значении 
параметра b=-0.1. Область разрыва — соот- 
ветствует значениям управляющих параметров, 
при которых мультипликаторы неподвижной 
устойчивой точки (x,)°) являются комплексно- 

параметра b=-0.1 и будем увеличивать 
параметр A от величины 1.1, соответ- 
ствующей — касательной — бифуркации 
(w,=+1), до значения №=3.3, когда 
неподвижная точка (х°,у°) теряет устой- 
чивость и  происходит — бифуркация 
удвоения периода: мультипликатор W 
принимает значение -1, в системе 
возникает устойчивый цикл периода два. 

На рис. 9 приведен вид проекции 

на плоскость (х,у) зависимости длите- 
льности — переходных — процессов  OT 
начальных условий T,(x,.y,) и распо- 
ложение  многообразий — неподвижных 
точек на плоскости (х,у) при тех же 
самых значениях параметров. Видно, что 
ситуация во многом аналогична при- 

веденной на рис. 4: расположение точек 
сопряженными (см. соотношение (17)) 

начальных — условий, B — которых 
длительность переходного процесса минимальна, соответствует расположению 
устойчивого — многообразия — неподвижной — устойчивой — точки — (№,)°), 
характеризующегося наименьшим по абсолютной величине мультипликатором, 
который B данном случае является положительным (, =0.13). В отличие от случая, 
приведенного на рис. 4, 6 (A=1.3, b=0.1), неустойчивое многообразие неустойчивой 

точки  (0,0) и устойчивое — многообразие - устойчивой — точки (%)), 
характеризующееся  положительным  мультипликатором ,, не  совпадают. 
Фактически, ситуации, приведенные на рис. 4 и 9 отличаются несколькими 
аспектами: во-первых, бассейн ` притяжения  точки (¥)°)  оказывается 
«перевернутым» на рис. 9 по сравнению с рис. 4; во-вторых, для случая, 
приведенного на рис. 9, оба мультипликатора W, , неподвижной устойчивой точки 
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Рис. 9. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий Т,С» yo) при 
значениях управляющих параметров A=1.3, b=-0.1. Черный цвет соответствует длительности 
переходного процесса в 50 единиц дискретного времени, белый цвет - 0 единиц. 6 - Расположение 
многообразий неподвижных точек отображения Эно при тех же самых значениях управляющих 
параметров. / - «быстрое» устойчивое многообразие неподвижной устойчивой точки (х Oy fl). 
соответствующее  MONOXMTENLHOMY мультипликатору — =0.13; 2 - второе устойчивое 
многообразие точки (x°,)), характеризующееся положительным мультипликатором и=0.77, 
«вытянуто» вдоль «быстрого» многообразия 
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Рис. 10. Расположение многообразий неподвижных точек от‹›бз›ажелшя Эно вблизи линий, на 
которых мультипликаторы устойчивой неподвижной точки (x ‚ у°) становятся комплексно- 
сопряженными. Значения управляющих параметров b=-0.1,A=1.567 (a), №=2.833 (6) 

(2%,у?) оказываются положительными, в отличие от случая, показанного на рис. 4, 

когда мультипликатор |, являлся отрицательным; в-третьих, не совпадают 
неустойчивое многообразие неустойчивой точки (0,0) и устойчивое многообразие 

устойчивой точки (x0,)0). 
С дальнейшим увеличением значения управляющего параметра A ситуация 

(по сравнению со случаем b=0.1) изменяется: при достижении параметром A 

значения (2-2(-b)'2-2b) мультипликаторы ), неподвижной устойчивой точки 
(x,y%) сравниваются друг с другом и выходят на комплексную плоскость, 

становясь комплексно-сопряженными. При этом, как видно из рис. 10, а, в момент 

выхода мультипликаторов на комплексную плоскость устойчивые многообразия 

точки (x,)°) сливаются друг с другом и исчезают, что влечет за собой изменение 

вида поверхности зависимости длительности переходных процессов от начальных 

условий T,(x),y,)- В то же самое время, многообразия неустойчивой точки (0,0) не 

претерпевают — существенных — изменений. При  дальнейшем — увеличении 

управляющего параметра A мультипликаторы W, обходят начало координат по 

окружности — радиуса b2, В этом случае для — комплексно-сопряженных 

мультипликаторов точки (x°)°) поверхность T, (x,),) будет иметь глобальный 

минимум, совпадающий с неподвижной устойчивой точкой ().yp), и никаких 

других точек минимума не будет (рис.11, а). 

После достижения параметром A значения (2+42(-b)!2-2b) мультипликаторы 

, снова становятся действительными (рис. 10, 6), но теперь они оба 

отрицательные (см. рис. 8). На плоскости (х,у) вновь возникают устойчивые 

многообразия неподвижной устойчивой точки ("), при этом, как и раньше, 

точки начальных условий, принадлежащие «быстрому» многообразию (которое 

характеризуется наименышим по абсолютной величине мультипликатором ), 

соответствуют минимальным по длительности переходным процессам (рис. 12, а). 

Точно так же, как и для случая b=0.1 (B силу причин, описанных ранее), «быстрое» 

многообразие, характеризующееся мультипликатором (i, и собственным вектором 

е,, будет бесконечное число раз пересекаться © неустойчивым многообразием 

неустойчивой точки (0,0) (рис. 12, 6). Вследствие этого, зависимость длительности 

переходного процесса от начальных условий T, (x,.y,) при (242(-b)12-2b)<A<3(1-b) 

будет иметь более сложный вид, нежели при (1-b)<A<(2-2(-b)!2-2b). Отличием B 

усложнении вида зависимости T,(%),y,) является TO, что при положительных 

значениях параметра b изменение характера расположения многообразий на 

плоскости (x,y) происходит при A=2(1-b), в то время как при отрицательных b 

происходящее усложнение HOCHT «распределенный» по плоскости параметров [( 

137



У 
3 

0.0 0.0 2 

-2.0 -2.0 
-0.15 0.62 х -0.15 0.62 x 

a 6 
Рис. 11. @ - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условийТ(хо» Vo) при 
значениях управляющих параметров A=2.2, b=-0.1. Черный цвет соответствует длительности 
переходного процесса в 20 единиц дискретного времени, белый цвет - () единиц. Значения 
управляющих параметров таковы, что мультипликаторы неподвижной устойчивой точки (х°, y ) 
оказываются комплексно-сопряженными и , = + { 0.316. В данном случае на плоскости (х, у) не 
существует многообразий неподвижной ‘устойчивой точки (¢ 0 уа). 6 - Расположение 
многообразий неподвижной неустойчивой точки при тех же самых значениях управляющих 
параметров 
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Рис. 12. a - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий Т. (x;, у) при 
значениях управляющих параметров №=3.2, b=-0.1. Черный цвет соответствует длительности 
переходного процесса в 100 единиц дискретного времени, белый цвет - 0 единиц. 6 - 
Расположение многообразий неподвижных точек отображения Эно при тех же самых значениях 
управляющих  парамстров. 2 - «быстрое» устойчивое ` многообразие точки (x°,y°), 
характеризующееся отрицательным мультипликатором и=-0.113. в - Увеличенный фрагмент 
рис. 6, иллюстрирующий поведение многообразий B окрестности неподвижной устойчивой точки 
(x%y%). г - Увеличенный фрагмент рис. 6, иллюстрирующий поведение `многообразий в 
окрестности неподвижной устойчивой точки , °) 
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характер, связанный с тем, что мультипликаторы |, , неподвижной устойчивой 
точки (х%,у) становятся при определенных значениях управляющих параметров 
комплексно-сопряженными. Можно сказать, что при Ь<0 усложнение характера 
зависимости  длительности переходных процессов от начальных — условий 
происходит на границе A=(2F2(-b)'2-2b) выхода мультипликаторов на комплек- 
сную плоскость, 

Таким образом, из всего вышеизложенного можно сделать вывод, что 
усложнение зависимости длительности переходного процесса от начальных 
условий имеет место при изменении управляющих параметров в рамках одного 
динамического режима, что связано с качественным изменением расположения 
многообразий устойчивой и неустойчивой точек отображения. Понятно, что при 
бифуркациях, приводящих к TOMY, что в системе реализуются другие динамические 
режимы, также меняется и характер зависимости длительности переходных 
процессов. Вопрос о ToM, как будет отражаться произошедшая бифуркация на 
характере зависимости длительности переходных процессов от начальных условий, 
обсуждается ниже. 

Циклы nepuoda два и выше. При A=3(1-b) в отображении Эно (1) 
происходит бифуркация удвоения периода: мультипликатор |, неподвижной точки 
(x",)°) становится равным минус единице, точка (x)°) теряет устойчивость, и 
одновременно в системе возникает цикл периода два, являющийся устойчивым при 
3(1-b)<A<1-b+(6-8b+6b%)'2, элементами которого являются точки (x,*y,*) и 
(, 

X% = (14A-b+[M2420(b-1)-3(b-1)7]2)/(2M), 

э^ = -(-1-Mb+ 2420 (b-1)-3(b-1)]2}/(2M), 
(19) 

1A+b+A227(b-1)-3(b-1)7]2)/(21), lec = 

32 = (L4a-b+[N2420(b-1)-3(b-1)12)/(20). 

Цикл периода два характеризуется мультипликаторами 

и =[4-D2420(1-b)-6b+4B2]/2 - [-4b7+(-4+N+2A(b-1)+6b-46)2)1 12, 

1,2 = [4-D2420(1-b)-6b+4b2)12 + [-4%+(-4+N2420(b-1)+6b-452 ] 212 

С возникновением B системе устойчивого цикла периода два вид зависимости 

длительности переходных процессов от начальных условий принципиально 
изменяется (рис. 13, а): на плоскости (X,y) появляются ярко выраженные линии, 
отвечающие — максимумам  длительности — переходных  процессов. В — силу 
произошедшей бифуркации удвоения периода наибольший 1O абсолютной 
величине отрицательный мультипликатор |, неподвижной точки (х°,у?) становится 
по модулю болыше единицы, а следовательно, ассоциированное с ним (до момента 
бифуркации — «медленное») многообразие перестает быть — устойчивым и 

превращается в неустойчивое многообразие. Второе многообразие, бывшее ранее 

«быстрым» и характеризующееся мультипликатором и,, по-прежнему остается 

устойчивым многообразием, но уже неустойчивой точки (x',)"). Именно это 

многообразие соответствует максимальным 1O длительности — переходным 

процессам. Это связано с тем, что изображающая точка, лежащая вблизи 

устойчивого многообразия неустойчивой точки, долгое время двигается вдоль него 
к точке (х2,у?) до тех пор, пока не покинет окрестность этого многообразия в силу 
движения вдоль второго (неустойчивого) направления, характеризующегося 
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Рис. 13. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий Т.(хохур) при 
значениях управляющих параметров №=2.75, b=0.1, при которых в системе реализуется 
устойчивый цикл периода два. Черный цвет соответствует длительности переходного процесса в 
200 единиц дискретного времени, белый цвет - () единиц. Светло-серый цвет точек вне бассейна 
притяжения цикла периода два соответствует начальным условиям, имеющим аттрактор на 
бесконечности. 6 - Расположение многообразий неподвижных точек и цикла периода два 
отображения Эно при тех же самых значениях управляющих параметров. Мультипликаторы цикла 
периода два: и,?°=0.0123 и и,?°=0.815. Жирной сплошной линией 3, как и paHee, схематически 
показано усто: ‘ое многообразие неподвижной неустойчивой точки (0,0). Штриховой линией 
4 - неустойчивое многообразие этой же точки. Тонкой сплошной линией2 показано устойчивое 
многообразие неподвижной неустойчивой точки (.\“. yD . Вторая тонкая сплошная линия, 
проходящая через неподвижную неустойчивую точку (, y') и элементы цикла периода два 
(черные кружки), является неустойчивым многообразием точки (7, у?). Штрихпунктирными 
линиями 5 показано устойчивое многообразие цикла периода два, характеризующееся наименьшим 
по модулю мультипликаторому ° 

мультипликатором ,. Рис. 14 иллюстрирует расположение устойчивых и 
неустойчивых многообразий в окрестности устойчивого цикла периода два. 

Возникший в результате бифуркации удвоения лериода на линии A=3(1-b) 

устойчивый цикл периода два имеет действительные мультипликаторы W, =1 и 
11, %=b и ассоциированные с этими мультипликаторами многообразия (рис. 13, 6). 
При этом многообразие, соответствующее мультипликатору W,%, является 
«медленным», а второе многообразие, соответствующее W%, - «быстрым». 
Минимальные по длительности переходные процессы реализуются в точках 
начальных условий, принадлежащих «быстрому» устойчивому многообразию 

T У В 
i 

Ё |0.709 0.600 
£ 

0.722 0.580 

) 
0.500 0609 0718 х 0.565 0.585 0.605 х 0.700 0.729 0.758 х 

a 6 в 

Рис. 14. а - Увеличенный фрагмент рис. 13, 6 показывающий расположение многообразий 
неустойчивой неподвижной точки (1!, У?) и устойчивого цикла периода два. Тонкой сплошной 
линией 1 показано неустойчивое многообразие точки (0,0), характеризующееся отрицательным 
мультипликатором ;. 6, 6 - Увеличенные фрагменты рис. а, иллюстрирующие расположение 
многообразий в окрестности элементов цикла периода два 
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цикла периода два. На проекции 
поверхности зависимости длительности 
переходных процессов от начальных 
условий на  плоскость  (x,y) эти 
минимумы выглядят как светлые линии ™ 
(см. рис. 13). L 

С увеличением параметра A 31 ^ 
мультипликаторы устойчивого цикла M 
периода два становятся комплексно- 
сопряженными на линиях A=(1+5"2)(b- -1.0 
1) и A=1-b+(5b*-6b+5)"? (области Е и Е 
на рис. 3). Зависимость значений муль- рис. 15. Зависимость iy — Брклй 

типликаторов устойчивого цикла пери- периода два отображения Эно от управляющего 
ода два w* и и,* от управляющего параметра A при  фиксированном — значении 
параметра A при фиксированном значе- параметра b=0.1 
нии параметра b=0.1 приведена на рис. 15. 

Комплексные значения мультипликаторов (при 2.91246<\<3.0095) образуют 
на рис. 15 область разрыва. При значениях параметра A = 2.91246 и №=3.0095, 
соответствующих границам области разрыва, значения мультипликаторов и и 
w,* совпадают. U3 рис. 15 видно, что при №<2.91246 мультипликатор W%, 

принимающий положительные значения, близкие K нулю, с увеличением значения 
параметра A возрастает и стремится к 0.1. В то же самое время мультипликатор 
н% принимает положительные значения, начиная ¢ 1.0, и с ростом A уменьшается, 
стремясь к тому же значению 0.1. Таким образом, в рассматриваемой области 
значений 2.7<<2.91246, мультипликатор и° меньше по модулю мультипликатора 
w,%. После области разрыва в точке k=3.d()95 значения мультипликаторов W, * и 
uz" равны -0.1. При №>3.0095 наименьшим по абсолютному значению становится 

мультипликатор (,%. Мультипликатор W, ™ при увеличении параметра A от 3.0095 

до 3.1935 стремится к -1.0. Для области 5.91246<<3.0095 мультипликаторы |, и 

у 

0.75 

-1.00 . 3 
-0.25 0.5 х -0.25 0.5 х 

а 6 

Рис. 16.а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий , (xg, Yo) при 
значениях управляющих параметров A=2.95, 5=0.1. Черный цвет соответствует длительности 

переходного процесса в 40 единиц дискретного времени, белый цвет - 0 единиц. Мультипликаторы. 

устойчивого цикла периода два комплексно-сопряженные 1“° 5=' 0237+i0.1. На плоскости (x,y) 

не существует многообразий устойчивого цикла периода два.” 6 - Расположение многообразий 

неподвижных неустойчивых точек (черные точки - элементы устойчивого цикла периода два, 

светлые - неустойчивые точки) при тех же самых значениях управляющих параметров. Жирная 

сплошная линия 3, формирующая границу бассейна притяжения аттрактора , соответствует 

устойчивому многообразию неустойчивой неподвижной точки (0,0). Штриховая линия 4 

соответствует неустойчивому многообразию неустойчивой неподвижной точки (0,0). Тонкая 

сплошная линия 2 отвечает устойчивому многообразию нсустойчивой точки (x°y") 
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1, являются комплексно-сопряженными и удовлетворяют соотношению | 24 = 
%l 
е Механизм усложнения зависимости длительности переходного процесса от 
начальных условий для цикла периода два остается таким же, как и описанный 
выше для неподвижной устойчивой точки (x,)°) в случае прохождения 
мультипликаторов через комплексную область (ср. рис. 11, а и 16, а). При 
значениях управляющих параметров, соответствующих комплексно-сопряженным 
мультипликаторам W, цикла периода два, его устойчивые многообразия 
исчезают, а неустойчивое многообразие точки (x0,)°) «наматывается» на элементы 
цикла периода два (рис. 16, 6) также, как раныше (см. рис. 11, 6) неустойчивое 
многообразие точки (0,0) «наматывалось» на устойчивую точку (#,у°). В силу 
этого, зависимость длительности переходных процессов от начальных условий 
имеет два ярко выраженных минимума, совпадающих с элементами устойчивого 
цикла периода два. Максимальная длительность переходных процессов по- 
прежнему соответствует начальным условиям, принадлежащим устойчивому 
многообразию неустойчивой точки (x%,)°). 

При №>3.0095 (рис. 17) вид зависимости длительности переходных процессов 
от начальных условий Т,(хоу,) усложняется подобно тому, как это происходило 
для неподвижной устойчивой точки (x°,)°) (см. рис. 7 и 12), что выражается B 
появлении — бесконечного — числа — минимумов — поверхности  T,(x,)p), 
накапливающихся к устойчивому многообразию неустойчивого цикла периода 
один. 

Данный эффект связан с усложнением структуры расположения много- 
образий. Устойчивое многообразие неустойчивой точки (0,0), как и раныше, 
образует границу бассейна притяжения аттрактора. Неустойчивое многообразие 
неустойчивой точки (0,0) асимптотически стремится к неустойчивой неподвижной 

› 

0.900 0.500 |~ 

6727 6721 
-0.200 0.564 к в° 0200 0.564 * 

Рис. 17. а - Зависимость длительности переходных процессов от начальных условий T (xy,y,) ДлЯ 
значений управляющих параметров\\=3.16, b=0.1, при которых в системе реализуется устойчивый 
цикл периода два. Черный цвет соответствует длительности переходного процесса в 200 единиц 
дискретного времени, белый цвет - () единиц. Светло-серый цвет точек вне бассейна притяжения 
цикла периода два соответствует начальным условиям, имеющим аттрактор на бесконечности. 
6 - Расположение многообразий неподвижных точек и цикла_периода два отображения Эно при 
тех же самых значениях управляющих параметров. Здесь и 2°=-0.846 и 1, %=-0.012. Линии 2-4 
означают TO же, что и на рис. 16, 6. Вторая тонкая сплошная линия, проходящая через 
неподвижную неустойчивую точку (Ад, Э) - светлый кружок и элементы цикла периода два - 
черные кружки, является неустойчивым многообразием точки (х°, у°). Штрихпунктирными 
линиями 6 показано устойчивое многообразие цикла периода два, характеризующееся наименьшим 
по модулю мультипликатором . Устойчивое многообразис цикла периода два, характери- 
зующееся мультипликатором н)“, совпадает с неустойчивым многообразием неустойчивой 
неподвижной точки (0,0) и обозначено штриховой линией 5 
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Рис. 18. а - Увеличенный фрагмент рис. 17, 6 показывающий расположение многообразий 
неустойчивой неподвижной точки (х°, у°) и устойчивого цикла перио) * Тонкой сплошной 
линией 1 показано неустойчивое многообразие неустойчивой точки (х`, У`), характеризующееся 
отрицательным мультипликатором ,. 6, в - Увеличенные фрагменты рис. а, иллюстрирующие 
расположение устойчивых многообразий в окрестности элементов цикла периода два. Штриховой 
линией 5 показано_ устойчивое многообразие цикла периода два, характеризующееся 
мультипликатором Ц, 

точке (¥°,)") вдоль неустойчивого многообразия неустойчивой неподвижной точки 
(2%,)?) и He оказывает значительного влияния на характер зависимости 
длительности переходных процессов от начальных условий T, (x,,y,). В силу того, 
что неустойчивое многообразие точки (0,0) бесконечное число раз пересекает 
устойчивое многообразие точки (2?,у°) в ее окрестности, устойчивое многообразие 
неустойчивой точки (x°,)°) также бесконечное число раз пересекает неустойчивое 
многообразие точки (0,0) в окрестности этой точки, Как уже говорилось выше, 
устойчивому многообразию точки (x°,)°) на проекции поверхности T,(x,,y,) на 
плоскость начальных условий (X,,),) соответствуют максимумы длительности 
переходных процессов (темная линия на рис. 17,а). 

Неустойчивое многообразие неустойчивой точки (x°,)°) стремится к 
каждому из элементов устойчивого цикла периода два (см. формулу (19)) по 
направлению — устойчивого — многообразия  цикла — периода  два, — которое 
характеризуются ббльшим по модулю мультипликатором, то есть тому, по 
которому осуществляется более медленная сходимость к аттрактору (см. рис. 14 и 
18). При значениях управляющего параметра 2.7<A<2.91246  поведение 
неустойчивого многообразия неустойчивой точки (x°,)°) вблизи каждого из 
элементов устойчивого цикла периода два обуславливается мультипликатором и 
а при 3.0095<1<3.1935 - мультипликатором u, . 

Как видно из рис. 15, при 2.7<\<2.91246 (5=0.1) мультипликаторы ц) и 1,2 
являются положительными, а при 3.0095<)<3.1935 мультипликаторы принимают 
отрицательные значения. Таким образом, при 3.0095<0<3.1935 неустойчивое 
многообразие точки (x°,)°) бесконечное число раз пересекает устойчивые 
многообразия . устойчивого — цикла — периода — два, — характеризующиеся 
отрицательными мультипликаторами, «наматываясь» на неподвижную точку. Как 
следствие, в окрестности неустойчивой точки (,)°) «быстрое» устойчивое 

многообразие цикла периода два, характеризующееся наименьшим по модулю 
мультипликатором %, также бесконечное число раз пересекает неустойчивое 
многообразие неустойчивой точки (х°,у?), что приводит K появлению бесконечного. 
числа минимумов на проекции поверхности T, (х:у)) (см. рис. 17, 6). 

Аналогичный механизм приводит к усложнению характера зависимости 

длительности переходных процессов от начальных условий в рамках одного 

динамического режима для циклов периода четыре, восемь и т.д. На puc. 19 
показано усложнение зависимости длительности переходного процесса от 

начальных условий Т(хо))) в рамках одного режима - устойчивого цикла периода 
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Рис. 19. Усложнение зависимости длительности переходных процессов от начальных условий 
Т,С, Уд) для значений управляющих параметров, при которых в системе реализуется устойчивый 
цикл периода четыре: а - №=3.198, b=0.1; 6 - №=3.27, b=0.1. Черный цвет COOTBETCTBYET 
длительности переходного процесса в 200 единиц дискретного времени, белый цвет - () единиц. 
Светло-серый цвет точек вне бассейна притяжения периодического аттрактора соответствует 
начальным условиям, имеющим аттрактор на бесконечностя 

четыре. Видно, что, как и ранее для устойчивых циклов периода один и два, с 
увеличением управляющего параметра A происходит увеличение числа минимумов 
длительности, связанное с усложнением структуры многообразий периодических 
циклов. 

Выводы 

Итак, переходные процессы минимальной длительности в динамических 
системах с дискретным временем соответствуют начальным условиям (х,»У))» 
принадлежащим — устойчивому  многообразию  устойчивого цикла,  которое 
характеризуется  наименьшим [0 модулю — мультипликатором  («быстрому» 
многообразию). При этом — значения — мультипликаторов  должны — быть 
действительными. Второе многообразие, характеризующееся ббльшим по модулю. 
мультипликатором («медленное» многообразие), He играет видимой роли B 
формировании структуры зависимости длительности переходных процессов от 
времени. Однако вдоль этого многообразия в окрестности элементов устойчивого 
цикла проходит неустойчивое многообразие неустойчивого цикла. В тот момент, 
когда при изменении управляющих параметров (в рамках одного динамического 
режима) наибольший по модулю мультипликатор устойчивого цикла становится 
отрицательным, происходит перестройка и усложнение структуры поверхности 
зависимости длительности переходных процессов от начальных условий. При этом 
подобное усложнение, связанное с «обменом ролями» мультипликаторов, может 
быть обусловлено как выходом значений мультипликаторов в комплексную 
плоскость, (например, для циклов периода два, четыре и т.д. отображения Эно), 
так и одновременным ростом/уменьшением значений мультипликаторов, остающихся 
действительными (например, для неподвижной устойчивой точки [41]). 

Работа выполнена при поддержке Российского Фонда Фундаментальных 
Исследований (проекты 01-02-17392 и 02-02-16351). 
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TRANSIENT PROCESSES IN HENON MAP 
Part L. Periodical dynamics 

G.B. Astafyev, A.A. Koronovskii, A.E. Hramov, A.E. Khramova 

In this рарег we analyze the transient processes in two-dimensional dynamical 
system with discrete time (Hénon map) demonstrating periodical oscillations. The 
method оё calculation оЁ the transient process duration and its dependence оп the 
accuracy of determination of the process and on the initial conditions is considered. 
Mechanisms leading to complication of this dependence are revealed. In the second part 
of the work we plan to consider the dependence of the mean duration of the transient 
process when controlling parameters change. 
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