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Аннотация. Цель работы заключается в изучении коллективной динамики нейронной сети, состоящей из двух неод-
нородных популяций: возбуждающей и подавляющей. Методы. Исследование опирается на подходы среднеполевой
теории, в рамках которой используется метод сведения динамики сети к модели нейронных масс нового поколе-
ния, и проводится бифуркационный анализ полученной редуцированной модели. Результаты. Получены условия и
механизмы возникновения различных динамических режимов модели (таких как коллективные колебания, мультиста-
бильность разных типов и хаотическая коллективная динамика), соответствующих различным режимам коллективной
активности полной сети. Заключение. Низкоразмерная редуцированная модель является эффективным инструментом
для исследования основных закономерностей коллективной динамики крупномасштабных нейронных сетей. Вместе
с тем анализ микроскопической динамики позволяет выявить также и более тонкие эффекты, такие как возникновение
в сети кластеров синхронной активности и эффект смещения границ существования динамических режимов.
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The purpose of this work is to study the collective dynamics of a neural network consisting of excitatory and inhibitory
populations. The method of reducing the network dynamics to new generation neural mass models is used, and a bifurcation
analysis of the model is carried out. As a result the conditions and mechanisms for the emergence of various modes of network
collective activity are described, including collective oscillations, multistability of various types, and chaotic collective
dynamics. Conclusion. The low-dimensional reduced model is an effective tool for studying the essential patterns of collective
dynamics in large-scale neural networks. At the same time, the analysis also allows us to elicit more subtle effects, such as the
emergence of synchrony clusters in the network and the shifting effect for the boundaries of the existence of dynamical modes.
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Введение

Исследование коллективной динамики крупномасштабных нейронных сетей является одним 
из важных направлений, необходимых для понимания принципов функционирования центральной 
нервной системы и обработки ею информации. Однако использование для этих целей реалистич-
ных детализированных сетевых моделей, учитывающих особенности поведения отдельных нейро-
нов, вызывает как технические сложности, связанные с численным моделированием сетей боль-
шого размера, так и сложности с теоретическим обобщением и интерпретацией больших объемов 
получаемых результатов. Во избежание этих сложностей зачастую применяются среднеполевые 
модели, так называемые модели «нейронных масс», описывающие динамику популяции нейронов 
в терминах усредненных, физически релевантных переменных, таких как средняя частота гене-
рации потенциалов действия или средний мембранный потенциал. Используя подобные модели в 
качестве «строительных блоков», можно создавать из них мезо- и макроскопические модели круп-
номасштабных нейронных сетей, содержащих множество взаимодействующих популяций [1, 2].

В последнее время все большую популярность при теоретическом моделировании ней-
ронных систем приобретает так называемое «новое поколение» моделей нейронных масс [3],
ведущее свою историю от модели Монтбрио–Пазо–Роксина [4]. Отличительными чертами этих
редуцированных моделей являются, во-первых, возможность их строгого вывода из уравнений для
микроскопической динамики нейронов, а во-вторых, их способность не только описывать сред-
нюю активность популяции, но и учитывать степень ее синхронизации. Последнее обстоятельство
имеет особое значение для исследования ритмов головного мозга, которые являются проявлением
коллективной колебательной активности нейронных сетей. Так, модели нейронных масс нового
поколения были использованы для моделирования гамма-ритмов [5], взаимодействий между
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тета- и гамма-ритмами [6], влияния движений на изменения бета-ритмов [7]. Модели такого типа
использовались для изучения колебаний в сетях, состоящих из нескольких популяций [8], а также
для моделирования распределенных систем — нейронных полей [9] и мозга в целом [10,11].

Нейронная сеть, состоящая из двух взаимодействующих популяций — возбуждающей и
подавляющей — является одной из базовых фундаментальных структур (мотивов) в крупномас-
штабных сетях мозга [12–16]. Модели нейронных масс нового поколения активно использовались
для исследования коллективной динамики таких двухпопуляционнных нейронных сетей. Так,
в работе [8] было продемонстрировано возникновение синхронной колебательной активности
в такой сети, связанное с переходом через бифуркацию Андронова–Хопфа в соответствующей
редуцированной модели. В работе [17] модели нейронных масс были использованы для изучения
возникновения коллективных колебаний в сбалансированных нейронных сетях (следует отме-
тить, что среднеполевая модель в этом случае демонстрировала лишь затухающие колебания,
тогда как самоподдерживающиеся колебания в микроскопической системе возникали за счет
эффектов конечного размера). В работе [18] исследовалось влияние собственных временных
масштабов популяций на возникающие в системе колебания. Показано, что в зависимости от
соотношения мембранных времен подавляющей и возбуждающей популяций могут возникать
как сильно синхронизированные (так называемые PING), так и слабо модулированные гамма-
ритмы. В работе [19] показано, что возникновение коллективных колебаний в двухпопуляционной
сети может быть связано как с переходом через суперкритическую, так и с переходом через
субкритическую бифуркацию Андронова–Хопфа в редуцированной модели. В работе [20] изуче-
но возникновение квазипериодических и хаотических коллективных колебаний. В работе [21]
исследована кроссчастотная синхронизация между двумя популяциями. В работе [22] изучен
эффект подавления колебаний внешним воздействием. В работе [23] изучена синхронизация
периодических коллективных колебаний внешним периодическим сигналом.

Обилие работ по динамике модели нейронных масс двухпопуляционной возбуждающе-
подавляющей сети побуждает к систематизации и осмыслению полученных результатов, что и
послужило первоначальной мотивацией настоящей работы. Однако при тщательном изучении
системы в ней были обнаружены также и новые, ранее не описанные динамические режимы
и механизмы их возникновения. Таким образом, настоящая работа представляет собой первое
детальное, хоть и не претендующее на полноту исследование динамики и бифуркаций модели
нейронных масс сети, состоящей из возбуждающей и подавляющей популяций.

Работа структурирована следующим образом. В разделе 1 мы формулируем модель сети
и соответствующую ей модель нейронной массы. В разделе 2 рассматривается базовый слу-
чай слабых связей, когда динамика двухпопуляционной модели качественно не отличается от
динамики одной возбуждающей популяции. В разделе 3 исследовано возникновения коллектив-
ных периодических колебаний. Раздел 4 посвящен формированию в системе тристабильности —
сосуществования трех устойчивых асинхронных состояний. В разделе 5 изучена хаотическая
коллективная динамика. В Заключении кратко подведены итоги исследования.

1. Модель

Рассмотрим систему, состоящую из двух популяций нейронов (популяции мы также далее
будем называть модулями, когда это относится к редуцированной системе) — возбуждающей E и
подавляющей I (далее индексы 𝑒, 𝑖 определяют принадлежность параметра возбуждающей или
подавляющей популяции). Каждый нейрон описывается моделью квадратичного накопления и
сброса

𝑉𝑗 = 𝑉 2
𝑗 + η𝑗 + 𝐼𝑗(𝑡), (1)
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где 𝑉𝑗 — мембранный потенциал 𝑗-го нейрона, η𝑗 — неоднородный ток смещения, а 𝐼𝑗(𝑡) —
совокупный ток, получаемый 𝑗-м нейроном от других нейронов сети. Для каждого нейрона из
популяции 𝑋 = {𝑒, 𝑖} этот ток определяется как

𝐼𝑋 = 𝐽𝑒𝑋𝑟𝑒 + 𝐽𝑖𝑋𝑟𝑖, (2)

где 𝐽𝑌 𝑋 — сила синаптических связей, действующих со стороны популяции 𝑌 на популяцию 𝑋 ,
а 𝑟𝑋 — полный выходной сигнал популяции 𝑋 , нормированный на число ее элементов, и имеющий
смысл средней частоты генерации спайков:

𝑟𝑋(𝑡) =
1

𝑁𝑋

∑︁
𝑗∈𝑋

∑︁
𝑘|𝑡𝑘𝑗⩽𝑡

δ(𝑡− 𝑡𝑘𝑗 ). (3)

Здесь 𝑁𝑋 — число нейронов в популяции 𝑋 . Каждый 𝑗-й нейрон генерирует индивидуальные
спайки в моменты времени 𝑡𝑘𝑗 , которые определяются из дополнительного условия: когда мем-
бранный потенциал нейрона 𝑉𝑗 достигает некоторого, заданного наперед порогового значения
𝑉𝑝. После генерации спайка потенциал сбрасывается в значение 𝑉𝑟. В дальнейшем полагаем, что
𝑉𝑝 = −𝑉𝑟 =∞.

При большом числе нейронов в обеих популяциях (в термодинамическом пределе при
𝑁𝑋 → ∞) динамика каждой такой популяции может быть приближенно описана с помощью
модели нейронных масс. Положим далее для определенности, что индивидуальные токи смещения
η𝑗 в каждой популяции 𝑋 распределены по Лоренцу с центром ζ𝑋 и полушириной ∆𝑋 :

𝑔(η) =
1

π
∆𝑋

∆2𝑋 + (η− ζ𝑋)2
. (4)

Тогда при отсутствии связей между популяциями коллективную динамику каждой из них можно
редуцировать к системе Монтбрио–Пазо–Роксина [4]:

�̇�𝑋 =
∆𝑋
π

+ 2𝑟𝑋𝑣𝑋 ,

�̇�𝑋 = 𝑣2𝑋 + ζ𝑋 − π2𝑟2𝑋 + 𝐽𝑋𝑋𝑟𝑋 ,
(5)

где переменная 𝑟𝑋 моделирует среднюю частоту популяции 𝑋 , 𝑣𝑋 — ee средний мембранный
потенциал, а 𝐽𝑋𝑋 — сила синаптических связей внутри популяции. При добавлении связей между
популяциями поведение полной сети будет описываться двумя связанными системами вида (5),
то есть следующей системой обыкновенных дифференциальных уравнений:

�̇�𝑒 =
∆
π
+ 2𝑟𝑒𝑣𝑒,

�̇�𝑒 = 𝑣2𝑒 + ζ𝑒 − π2𝑟2𝑒 + 𝐽𝑒𝑒𝑟𝑒 + 𝐽𝑖𝑒𝑟𝑖,

�̇�𝑖 =
∆
π
+ 2𝑟𝑖𝑣𝑖,

�̇�𝑖 = 𝑣2𝑖 + ζ𝑖 − π2𝑟2𝑖 + 𝐽𝑖𝑖𝑟𝑖 + 𝐽𝑒𝑖𝑟𝑒.

(6)

Дальнейший анализ коллективной динамики сети проводится на основе двухмодульной модели
нейронных масс (6).
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2. Случай слабых межмодульных связей

Как показано в работе [4], собственная динамика одного независимого модуля (5) может
быть либо моно-, либо бистабильной. В соответствии с бифуркационной диаграммой, представ-
ленной на рис. 1, а, в этом случае в системе может быть одно или два устойчивых состояния
равновесия. В полной (микроскопической) системе бистабильный режим характеризуется сосуще-
ствованием двух устойчивых асинхронных режимов — с «высоким» и с «низким» уровнем средней
активности. Мы полагаем, что связи внутри возбуждающей популяции положительные (𝐽𝑒𝑒 > 0),
а внутри подавляющей популяции — отрицательные (𝐽𝑖𝑖 < 0). При таком выборе параметров
собственная динамика возбуждающей популяции может быть как моно-, так и бистабильной,
в то время как подавляющая популяция всегда демонстрирует единственное устойчивое асин-
хронное состояние с низким уровнем активности.

Перейдем далее к анализу динамики двухпопуляционной сети, и для простоты начнем со
случая однонаправленной связи — только от возбуждающей популяции к подавляющей (𝐽𝑒𝑖 > 0,
𝐽𝑖𝑒 = 0). Очевидно, что в этом случае реализуется сценарий «ведущий – ведомый», и динамика
системы качественно не отличается от случая невзаимодействующих популяций. Бифуркационная
диаграмма соответствующей редуцированной модели (6) в этом случае идентична бифуркаци-
онной диаграмме для одного возбуждающего модуля (отображена на рис. 1, b тонкой синей
линией). Положим далее, что связь между популяциями становится взаимной (𝐽𝑒𝑖 > 0, 𝐽𝑖𝑒 < 0,
|𝐽𝑖𝑒| ≪ |𝐽𝑒𝑖|). Тогда при умеренных (конечных) значениях сил связей 𝐽𝑒𝑒, когда «высокое» состоя-
ние возбуждающей популяции имеет не слишком большую активность, результат взаимодействия
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Рис. 1. a — Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма системы Монтбрио–Пазо–Роксина (5) при ∆𝑋 = 1.
Область бистабильности ограничена двумя линиями седлоузловых бифуркаций (синие линии) и имеет клиновидную
форму. Пунктирная линия разделяет области параметров, при которых устойчивое состояние равновесия является
узлом либо фокусом. b — Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма для двухмодульной системы (6) с одно-
направленной связью (𝐽𝑒𝑖 = 5, 𝐽𝑖𝑒 = 0, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, тонкие синие линии) и взаимными связями (𝐽𝑒𝑖 = 5,
𝐽𝑖𝑒 = −1, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, красные точки). Границы области бистабильности определяются в этом случае
соответствующими бифуркациями двукратного равновесия, при которых сливаются устойчивый фокус и седлофокус.
Пунктирная линия разделяет области параметров, при которых устойчивое состояние равновесия имеет одну или две
пары комплексно-сопряженных характеристических показателей (цвет онлайн)

Fig. 1. a — Two-parameter bifurcation diagram of the Montbrió–Pazó–Roxin system (5) with ∆𝑋 = 1. Bistability region is
bounded by two lines of saddle-node bifurcations (blue lines) and has a wedge shape. Dotted line separates the parameter
regions for which the stable equilibrium state is either a node or a focus. b — Two-parameter bifurcation diagram for the
two-module system (6) with unidirectional coupling (𝐽𝑒𝑖 = 5, 𝐽𝑖𝑒 = 0, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, thin blue lines) and mutual
coupling (𝐽𝑒𝑖 = 5, 𝐽𝑖𝑒 = −1, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, red dots). Boundaries of the bistability region are determined by the
saddle-node bifurcations. The dotted line separates the parameter regions for which the stable equilibrium state has one or two
pairs of complex conjugate characteristic exponents (color online)
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популяций проявляется на бифуркационной диаграмме редуцированной модели лишь небольшим
сдвигом границ области бистабильности. Для примера зафиксируем значения параметров подав-
ляющей популяции ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5 и величины межмодульных связей 𝐽𝑒𝑖 = 5 и 𝐽𝑖𝑒 = −1.
Бифуркационная диаграмма на плоскости параметров ζ𝑒 и 𝐽𝑒𝑒 для этого случая приведена на
рис. 1, b и показывает, что даже при сравнительно больших значениях сил межмодульных связей,
сравнимых по величине с силой внутримодульных связей, форма области бистабильности слабо
изменяется по сравнению со случаем однонаправленной связи. Это связано с тем, что при выбран-
ных значениях параметров активность подавляющей популяции очень низка и она фактически
играет роль пассивной инерционной нагрузки. Вместе с тем, несмотря на то, что действие такой
нагрузки на асимптотическую (стационарную) динамику может быть не столь заметным, она
тем не менее может существенно влиять на переходные и резонансные процессы в системе.
Действительно, поскольку единственным состоянием равновесия свободного подавляющего мо-
дуля является устойчивый фокус, то подключение подобной нагрузки к возбуждающему модулю
приводит к появлению в системе новых характерных частот. Так, затухающие колебания в окрест-
ности «низкого» состояния системы характеризуются одной частотой, в то время как колебания
в окрестности «высокого» состояния равновесия могут содержать две несоизмеримых частоты.

Рассмотрим более детально поведение полной микроскопической сети, каждая отдельная по-
пуляция которой содержит 𝑁𝑒,𝑖 = 10000 элементов. Для этого зафиксируем параметры системы в
области бистабильности (ζ𝑒 = −4, 𝐽𝑒𝑒 = 15). Соответствующая точка на бифуркационной диаграм-
ме рис. 1, b отмечена маркером. Тогда под действием внешних стимулов сеть может переключаться
между двумя коллективными устойчивыми состояниями. Этот процесс иллюстрируют рис. 2, a–c.
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Рис. 2. a — Пространственно-временная диаграмма для возбуждающей популяции. Отображены индивидуальные фазы
каждого сотого элемента из полного массива, упорядоченного по возрастанию параметра η𝑗 (ζ𝑒 = −4, 𝐽𝑒𝑒 = 15,
𝐽𝑒𝑖 = 5, 𝐽𝑖𝑒 = −1, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5). b — Зависимость средней частоты возбуждающей популяции от времени
для микроскопической сети (голубая линия отображает частоту популяции, усредненную в скользящем временном
окне ∆𝑡 = 0.025) и макроскопической редуцированной системы (красная линия). c — Последовательность из двух
прямоугольных импульсов тока с амплитудой 𝐴 = 10, действующих на возбуждающую популяцию. Длительность
первого импульса 𝑇1 = 0.4, а второго — 𝑇2 = 0.3 (цвет онлайн)

Fig. 2. a — Spatio-temporal diagram for the excitatory population. The individual phases of each hundredth element are
displayed, sorted by the parameter η𝑗 (ζ𝑒 = −4, 𝐽𝑒𝑒 = 15, 𝐽𝑒𝑖 = 5, 𝐽𝑖𝑒 = −1, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5). b — Dependence
of the average frequency of the excitatory population of the microscopic system (blue line, averaged over a sliding time
window ∆𝑡 = 0.025) and the macroscopic reduced system (red line). c — Sequence of two rectangular current pulses with
amplitude 𝐴 = 10, acting on the excitatory population. Duration of the first pulse is 𝑇1 = 0.4, and the second one is 𝑇2 = 0.3
(color online)
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Мы полагаем для определенности, что в начальный момент времени система находится
в устойчивом «высоком» асинхронном состоянии. Далее на возбуждающую популяцию по-
следовательно подаются два прямоугольных импульса тока с одинаковой амплитудой 𝐴 = 10
и с длительностью 𝑇1 = 0.4 и 𝑇2 = 0.3 (см. рис. 2, c). Временной интервал между импульсами
выбирается достаточно большим, чтобы к приходу второго импульса завершились макроскопиче-
ские переходные процессы в системе. Коллективное поведение в этом случае хорошо иллюстри-
рует рис. 2, b, на котором представлена зависимость средней частоты возбуждающей популяции
от времени. Как можно видеть, действие первого импульса приводит к переключению сети из
«высокого» асинхронного состояния в «низкое», в то время как второй импульс восстанавливает
высокий уровень активности сети. Интересно отметить, что импульс длительностью 𝑇2 не может
переключить систему из «высокого» состояния в «низкое», в то время как импульс длительностью
𝑇1 не позволяет перевести сеть из «низкого» состояния в «высокое». Тем не менее параметры им-
пульсного воздействия (амплитуда и длительность) также могут быть подобраны таким образом,
что переключения между различными состояниями будут осуществляться одинаковыми импуль-
сами. Такое поведение становится возможным благодаря тому, что в рассматриваемом случае
длительности внешних сигналов оказываются сравнимы с характерными временами собственных
макроскопических коллективных колебаний. Все это подчеркивает важность более глубокого
исследования переходных процессов в двухпопуляционной системе.

Свойства собственных колебаний элементов микроскопической сети иллюстрирует про-
странственно-временная диаграмма, представленная на рис. 2, а. Для ее построения удобно
перейти в (1) к новым фазовым переменным, воспользовавшись заменой 𝑉𝑗 = tan(3𝑗/2), пере-
водящей сеть нейронов типа накопление – сброс в эквивалентную ей сеть тета-нейронов. Далее
нейроны сети упорядочиваются по возрастанию значений собственных токов смещения η𝑗 , после
чего для отображения на диаграмме выбирается каждый сотый из них. Как можно видеть, на
начальном этапе большая часть элементов генерирует спайковые колебания. Анализ показывает,
что средние частоты генерации спайков отдельными элементами несоизмеримы друг с другом и
монотонно возрастают с увеличением значения собственного тока смещения η𝑗 . Соответственно
и фазы между любыми двумя элементами постоянно меняются. Это приводит к перемешиванию
фаз по всей популяции, что можно наблюдать на пространственно-временной диаграмме. Далее
внешнее воздействие переключает систему в новое состояние. Принципиальным отличием здесь
является то, что теперь лишь небольшая доля элементов сети генерирует спайковые колебания,
в то время как большая их часть находится в возбудимом режиме. Повторное внешнее воздействие
на систему вновь переключает ее в состояние с высокой спайковой активностью. При этом часть
элементов возбуждается с близкими фазами, что приводит к возникновению ярко выраженных
затухающих макроскопических колебаний, отражающих уменьшение доли элементов сети, гене-
рирующих спайки в один и тот же момент времени. Обратим внимание, что согласно рис. 2, b
макроскопическая активность сравнительно быстро выходит на стационарный уровень, в то время
как на пространственно-временной диаграмме рис. 2, а продолжают наблюдаться бегущие волно-
вые фронты внутри популяции. Это связано с тем, что элементы со значениями η𝑗 в окрестности
среднего значения ζ𝑒 имеют хоть и различные, но все же очень близкие частоты. В результате
для перемешивания фаз отдельных элементов (как это можно наблюдать на начальном этапе)
требуется значительно большее время.

3. Возникновение самоподдерживающихся коллективных колебаний

Рассмотрим теперь, как изменится динамика редуцированной системы (6) при увеличении
силы межмодульной связи 𝐽𝑒𝑖. При умеренных значениях, например 𝐽𝑒𝑖 = 12, форма клина биста-
бильности по-прежнему существенно не изменяется. Однако в системе возникают дополнительные
качественно новые режимы, а именно периодические колебания. Механизм возникновения этих
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колебаний связан с усилением петли обратной связи, возникающей со стороны возбуждающего
модуля через подавляющий, в результате чего происходит дестабилизация «высокого» состояния
равновесия. Как изображено на двухпараметрической диаграмме (рис. 3), соответствующий коле-
баниям предельный цикл может возникать через бифуркацию Андронова–Хопфа (AH), а затем
претерпевать другие бифуркации, в том числе исчезать через бифуркацию петли сепаратрис
седла (H) или бифуркацию двукратного предельного цикла (LPC).

Рассмотрим несколько сценариев возникновения колебаний, и для этого построим се-
рию однопараметрических диаграмм при различных фиксированных значениях силы связи 𝐽𝑒𝑒.
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Рис. 3. a — Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма двухмодульной системы (6) при 𝐽𝑒𝑖 = 12, ζ𝑖 = −10,
𝐽𝑖𝑖 = −5, 𝐽𝑖𝑒 = −1. Серым цветом обозначена область, в которой система (6) содержит три состояния равновесия.
Красным цветом обозначены кривые, соответствующие бифуркациям Андронова–Хопфа. Зеленым цветом отмечены
линии бифуркаций петли сепаратрис седла. Голубым цветом обозначена кривая, соответствующая двукратному предель-
ному циклу. Звездочками отмечены бифуркации коразмерности 2: две бифуркации Богданова–Такенса и обобщенная
бифуркация Андронова–Хопфа. b–d — Однопараметрические бифуркационные диаграммы двухпопуляционной сети (6)
при 𝐽𝑒𝑒 = 16.4 (b), 16.0 (c), 13.1 (d). Звездочками отмечены точки седло-узловых бифуркаций состояний равнове-
сия (SN), бифуркаций Андронова–Хопфа (AH), бифуркаций петли сепаратрис седла (H) и двукратного предельного
цикла (LPC). Синие линии соответствуют состояниям равновесия, красные — предельным циклам (цвет онлайн)

Fig. 3. a — Two-parameter bifurcation diagram of the two-module system (6) with 𝐽𝑒𝑖 = 12, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, 𝐽𝑖𝑒 = −1.
Gray color indicates the area in which system (6) contains three equilibrium states. The curves corresponding to Andronov–
Hopf bifurcations are marked in red. The bifurcation lines of the separatrix loop of the saddle are marked in green. The
cyan line corresponding to the double limit cycle. The asterisks mark bifurcations of codimension 2: two Bogdanov–Takens
bifurcations and the Bautin (generalized Andronov–Hopf, GAH) bifurcation. b–d — One-parameter bifurcation diagrams of
the two-population network (6) with 𝐽𝑒𝑒 = 16.4 (b), 16.0 (c), 13.1 (d). Asterisks mark the points of saddle-node bifurcations
of equilibrium states (SN), Andronov–Hopf bifurcations (AH), bifurcations of the saddle separatrix loop (H) and double limit
cycle (LPC). Blue lines correspond to equilibrium states, while red lines correspond to limit cycles (color online)
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При достаточно сильной связи, например 𝐽𝑒𝑒 = 16.4, колебания рождаются через суперкрити-
ческую бифуркацию Андронова–Хопфа, которую претерпевает высокое состояние равновесия
при увеличении среднего тока до величины ζ𝑒 = −6.578 ± 10−3. Возникающий устойчивый
предельный цикл при дальнейшем увеличении среднего тока претерпевает бифуркацию петли
сепаратрис седла при ζ𝑒 = −6.258 ± 10−3. Дальнейшее увеличение среднего тока приводит к
повторной бифуркации петли сепаратрис при ζ𝑒 = −5.891 ± 10−3, в которой вновь рождается
устойчивый предельный цикл. Таким образом, в интервале токов смещения −6.258 < ζ𝑒 < −5.891
наблюдается исчезновение колебаний, и в системе отсутствуют устойчивые высокие состояния —
как стационарное, так и колебательное.

При меньшей силе связи, например 𝐽𝑒𝑒 = 16.0, колебания также возникают через супер-
критическую бифуркацию Андронова–Хопфа при ζ𝑒 = −6.173 ± 10−3, однако исчезновения
предельного цикла через петлю сепаратрис седла не происходит. И далее при увеличении тока
до ζ𝑒 = −2.270± 10−3 происходит субкритическая бифуркация Андронова–Хопфа, в результате
которой высокое состояние равновесия стабилизируется, а от него отделяется неустойчивый
предельный цикл. При дальнейшем увеличении тока до ζ𝑒 = 8.065 ± 10−3 неустойчивый пре-
дельный цикл сливается с устойчивым в результате бифуркации двукратного предельного цикла.
Таким образом, в интервале токов −2.270 < ζ𝑒 < 8.065 в системе сосуществуют два высоких
состояния — стационарное и колебательное.

При еще меньшей силе связи, например 𝐽𝑒𝑒 = 13.1, бифуркация Андронова–Хопфа не на-
блюдается, и высокое состояние равновесия всегда является устойчивым. При этом рождение
колебательных состояний происходит через бифуркацию двукратного предельного цикла при
ζ𝑒 = −1.058 ± 10−3, а при увеличении тока до ζ𝑒 = 4.195 ± 10−3 колебательные состояния
исчезают через ту же бифуркацию.

Рассмотрим более детально свойства колебаний отдельных элементов возбуждающей попу-
ляции микроскопической сети. Средние частоты этих колебаний ⟨𝑟𝑒(𝑗)⟩ представлены на рис. 4, b.
При этом все элементы популяции упорядочены по возрастанию величины индивидуальных
токов смещения η𝑗 . Можно видеть, что практически все элементы сети, за исключением лишь их
небольшого количества, генерируют спайки с некоторыми ненулевыми собственными частотами.
Отметим, что в системе существует кластер элементов, совершающих колебания на единой частоте
ω𝑗 = ωm = 0.67±0.01, совпадающей с частотой макроскопических колебаний среднего поля. Кро-
ме того, удается обнаружить также еще два синхронных кластера, элементы которых совершают
колебания на удвоенной ω𝑗 = 2ωm и утроенной ω𝑗 = 3ωm частоте коллективных колебаний.

Перейдем теперь к анализу пространственно-временной диаграммы, представленной на
рис. 4, c. На ней можно видеть первый синхронный кластер в области низких частот, а также
второй синхронный кластер в области высоких частот. Третий синхронный кластер на пред-
ставленном масштабе рисунка не виден в силу небольшого числа входящих в него элементов
(7 элементов). Как показывает рис. 4, c, несмотря на то, что элементы внутри синхронных
кластеров колеблются с одинаковой средней частотой, свойства таких колебаний различны.
Эти различия проявляются как в моментах возникновения собственных спайков (которые могут
быть в различных фазовых соотношениях с колебаниями среднего поля), так и во временах,
которые отдельные элементы проводят в той или иной фазе колебаний.

Обратим внимание, что согласно рис. 4, b средние частоты элементов вне синхронных
кластеров изменяются от элемента к элементу и являются несоизмеримыми. В то же время на
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Перейдем далее к анализу коллективных колебаний, возникающих в микроскопической
сети. Для определенности выберем значения параметров ζ𝑒 = −3, 𝐽𝑒𝑒 = 16.0, 𝐽𝑒𝑖 = 12,
ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, 𝐽𝑖𝑒 = −1 (рис. 3, c). В этом случае в полной системе реализуется ре-
жим генерации устойчивых периодических коллективных колебаний. Этот процесс иллюстрирует
рис. 4, а. Как видно из рисунка, результаты моделирования микро- и макроскопической систем
демонстрируют хорошее качественное и количественное соответствие.
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Рис. 4. a — Коллективные колебания микроскопической системы (1) (голубая линия) и макроскопической редуци-
рованной системы (6) (красная линия). b — Средняя частота элементов возбуждающей популяции, упорядоченных
по возрастанию η𝑗 . c — Пространственно-временная диаграмма возбуждающей популяции в режиме коллективных
колебаний. d — Спайковые колебания двух элементов возбуждающей популяции: периодические колебания элемента
из первого синхронного кластера (синяя линия, 𝑗 = 200) и непериодические колебания элемента, не входящего в
синхронные кластеры (красная линия, 𝑗 = 8000). Параметры: ζ𝑒 = −3, 𝐽𝑒𝑒 = 16.0, 𝐽𝑒𝑖 = 12, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5,
𝐽𝑖𝑒 = −1 (цвет онлайн)

Fig. 4. a — Collective oscillations of the microscopic system (1) (light blue line) and the macroscopic reduced system (6) (red
line). b — The average frequency of the elements of the excitatory population, sorted by increasing η𝑗 . c — Spatio-temporal
diagram of the excitatory population in the regime of collective oscillations. d — Voltage time traces of two elements of
the excitatory population: periodic oscillations of an element from the first synchronous cluster (blue line, 𝑗 = 200) and
non-periodic oscillations of an element not included in synchronous clusters (red line, 𝑗 = 8000). Parameters: ζ𝑒 = −3,
𝐽𝑒𝑒 = 16.0, 𝐽𝑒𝑖 = 12, ζ𝑖 = −10, 𝐽𝑖𝑖 = −5, 𝐽𝑖𝑒 = −1 (color online)

рис. 4, c можно видеть, что в этих колебаниях есть явно видимая регулярная составляющая.
Такое поведение становится возможным благодаря тому, что колебания вне синхронных кластеров
могут быть непериодическими. Это иллюстрирует рис. 4, d, на котором представлены спайковые
колебания двух элементов: колебания элемента из первого синхронного кластера (𝑛𝑗 = 200) и
элемента вне синхронных кластеров (𝑛𝑗 = 8000).

4. Тристабильность коллективных асинхронных состояний

До сих пор мы рассматривали ситуации, когда действие межмодульных связей не изме-
няет количество состояний равновесия в редуцированной системе (6) и слабо влияет на форму
областей их существования в пространстве параметров. Однако возможны и иные ситуации.
Для их изучения выберем новые фиксированные значения параметров подавляющего модуля
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ζ𝑖 = −2.5247, 𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.0777 и исследуем, как изменяется двухпараметрическая
бифуркационная диаграмма на плоскости 𝑂(ζ𝑒, 𝐽𝑒𝑒) в зависимости от силы связи 𝐽𝑒𝑖.

При относительно небольшой силе связи 𝐽𝑒𝑖 = 1 система (6) может претерпевать только
седло-узловые бифуркации, приводящие к бистабильности, как описано в разделе 2. При этом
двухпараметрическая бифуркационная диаграмма качественно соответствует рис. 1, b. С ростом
силы связи до 𝐽𝑒𝑖 = 7 в системе могут возникать устойчивые колебания, описанные в разделе 3.
Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма при этом выглядит аналогично рис. 3, а. При
дальнейшем увеличении силы связи до 𝐽𝑒𝑖 = 10 две точки Богданова–Такенса сливаются и
исчезают, после чего бифуркационные кривые предельных циклов не содержат более общих точек
с кривыми бифуркаций состояний равновесия (рис. 5, а).

При последующем увеличении 𝐽𝑒𝑖 можно наблюдать, как на левой линии седло-узловой
бифуркации возникает излом и самопересечение (рис. 5, b). При этом внутри клиновидной об-
ласти бистабильности возникает треугольная область тристабильности с тремя устойчивыми
состояниями равновесия типа фокус (с одной или двумя парами комплексно-сопряженных
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Рис. 5. а — Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма двухмодульной системы (6). Синим цветом отмечена
седлоузловая бифуркация состояний равновесия, красным — Андронова–Хопфа, а голубым — двукратного предельного
цикла. Точками обозначены бифуркации коразмерности два: бифуркация трехкратного равновесия и бифуркация
Баутина (точка слияния бифуркаций Андронова–Хопфа и двукратного предельного цикла). Параметры: ζ𝑖 = −2.5247,
𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.0777; 𝐽𝑒𝑖 = 10.2 (a), 10.67 (b), 10.8089 (c), 10.9478 (d) (цвет онлайн)

Fig. 5. a — Two-parameter bifurcation diagram of the two-module system (6). The saddle-node bifurcation of equilibrium
states is marked in dark blue, Andronov–Hopf bifurcation is marked in red, and the double limit cycle bifurcation is marked
in light blue. The dots denote bifurcations of codimension two: the cusp point and the Bautin (generalized Andronov–Hopf)
point. Parameter: ζ𝑖 = −2.5247, 𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.0777; 𝐽𝑒𝑖 = 10.2 (a), 10.67 (b), 10.8089 (c), 10.9478 (d)
(color online)
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ляпуновских характеристических показателей) и двумя состояниями равновесия типа седло-
фокус (с одной парой действительных ляпуновских характеристических показателей разных
знаков и одной парой комплексно-сопряженных показателей с отрицательной действительной
частью). Дальнейшее увеличение 𝐽𝑒𝑖 приводит к тому, что треугольная область тристабильности
смещается к вершине клина, где ее форма трансформируется в четырехугольную (рис. 5, c). При
последующем увеличении 𝐽𝑒𝑖 область тристабильности поднимается вверх по правой границе
клина и затем исчезает.

В области тристабильности в системе существует три устойчивых состояния равнове-
сия — помимо «низкого» и «высокого» состояний формируется еще третье, «среднее» состояние.
Устойчивые состояния равновесия разделены состояниями равновесия типа седлофокус и сли-
ваются с ними в седло-узловых бифуркациях на границах области тристабильности. Типичный
сценарий возникновения тристабильности проиллюстрирован на однопараметрической бифурка-
ционной диаграмме (рис. 6, а). При увеличении тока смещения до значения ζ𝑒 = −2.22061±10−5

через седло-узловую (saddle-node, SN) бифуркацию возникает среднее устойчивое состояние
равновесия, и система становится бистабильной. При ζ𝑒 = −2.21986± 10−5 происходит вторая
седло-узловая бифуркация, рождается высокое состояние, и система становится тристабильной.
Далее, среднее состояние исчезает при ζ𝑒 = −2.21886 ± 10−5, и система вновь бистабильна.
При ζ𝑒 = −2.21146± 10−5 исчезает низкое состояние, и система становится моностабильной.

В рассмотренном выше случае область тристабильности оказалась довольно узкой (порядка
3 · 10−3 по параметру ζ𝑒), при этом все режимы, предсказываемые редуцированной моделью,
наблюдаются и в микроскопической системе. Однако следует отметить, что наблюдаются различия
между бифуркационными границами динамических режимов редуцированной системы (справед-
ливой в термодинамическом пределе 𝑁 →∞) и областями существования соответствующих дина-
мических режимов полной сети. Эти различия тем менее заметны, чем больше размер сети, однако
остаются заметными даже для сетей довольно большого размера, как показано на рис. 6, а для
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Рис. 6. Однопараметрическая бифуркационная диаграмма двухмодульной системы (6) в области тристабильности
состояний равновесия (синяя линия). Красными звездочками отмечены динамические режимы, обнаруженные в полной
сети (1). Параметры: 𝑁𝑒 = 𝑁𝑖 = 200000, ζ𝑖 = −2.5247, 𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.0777, 𝐽𝑒𝑒 = 14.50, 𝐽𝑒𝑖 = 10.67.
b — Однопараметрическая бифуркационная диаграмма двухмодульной системы (6) в области тристабильности с
частично синхронным средним состоянием. Параметры: ζ𝑖 = −2.8265, 𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.4552, 𝐽𝑒𝑒 = 15.6404,
𝐽𝑒𝑖 = 11.9226 (цвет онлайн)

Fig. 6. A one-parameter bifurcation diagram of the two-module system (6) in the region of tristability of equilibrium states
(blue line). Red asterisks indicate dynamic modes found in the microscopic network (1). Parameters: 𝑁𝑒 = 𝑁𝑖 = 200000,
ζ𝑖 = −2.5247, 𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.0777, 𝐽𝑒𝑒 = 14.50, 𝐽𝑒𝑖 = 10.67. b — A one-parameter bifurcation diagram of the
two-module (6) system in the tristability region with a partially synchronous medium activity state. Parameters: ζ𝑖 = −2.8265,
𝐽𝑖𝑖 = −0.2313, 𝐽𝑖𝑒 = −5.4552, 𝐽𝑒𝑒 = 15.6404, 𝐽𝑒𝑖 = 11.9226 (color online)
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𝑁𝑋 = 200000. Аналогичный эффект сдвига границ существования динамических режимов в сетях
конечного размера наблюдался нами ранее в сети, состоящей из одной популяции нейронов [24].

Путем изменения параметров подавляющего модуля ширина области тристабильности
может быть существенно увеличена. Вместе с тем, для случаев более широкой области триста-
бильности характерно наличие в ней дополнительных бифуркаций, связанных с возникновением
периодических решений. Например, на рис. 6, b изображена однопараметрическая бифуркацион-
ная диаграмма, на которой область тристабильности имеет ширину порядка 0.02 по параметру ζ𝑒,
но при этом внутри интервала существования среднего состояния равновесия оно дестабилизиру-
ется и порождает устойчивое колебательное состояние. Для построения двухпараметрических
диаграмм на рис. 5 намеренно выбраны параметры, при которых область тристабильности явля-
ется узкой, потому что таким образом можно избежать наложения на эту область бифуркаций
предельных циклов. В противном случае бифуркационные диаграммы становятся крайне слож-
ными для восприятия, так как множество бифуркационных кривых может быть локализовано
в узких областях параметров.

Анализ коллективной динамики полной системы в области тристабильности показал, что
микроскопическая система может находиться в одном из трех устойчивых асинхронных режимов.
В этом случае в дополнение к коллективным макроскопическим состояниям, когда большая часть
элементов сети находится в возбудимом режиме или в режиме генерации спайков, добавляется
состояние, когда число активных и неактивных элементов сопоставимо по величине. Качественно
поведение отдельных элементов в этом случае не отличается от рассмотренного ранее, поэтому
здесь мы не останавливаемся на этом вопросе более подробно.

5. Возникновение коллективных хаотических колебаний

Помимо стационарных и периодических, в двухмодульной сети могут возникать и более
сложные динамические режимы, в том числе хаотические колебания. Для их исследования
зафиксируем значения параметров подавляющего модуля ζ𝑖 = 3.4, 𝐽𝑖𝑖 = −5.9, 𝐽𝑖𝑒 = −13.9.
При достаточно слабой силе воздействия возбуждающей популяции на подавляющую (𝐽𝑒𝑖 ≪ 1)
в системе возможны только седло-узловые бифуркации и двухпараметрическая бифуркационная
диаграмма имеет вид, качественно совпадающий с рис. 1, b. С увеличением силы межмодульной
связи в системе становится возможным возникновение устойчивых периодических решений,
подобно тому, как это описано в разделе 3. При достаточно больших значениях, например
𝐽𝑒𝑖 = 1.0, эти периодические решения могут демонстрировать бифуркации удвоения периода,
как показано на рис. 7, а. Заметим, что на этом рисунке изображена линия лишь первого
удвоения, тогда как внутри ограниченной ею области наблюдается целое семейство вложенных
бифуркационных кривых удвоения периода. Наличие такого семейства предполагает возможность
рождения странного хаотического аттрактора по сценарию Фейгенбаума [25].

Данный сценарий действительно наблюдается в системе, что проиллюстрировано на
рис. 7, b, где приведена однопараметрическая диаграмма при фиксированном 𝐽𝑒𝑒 = 16.8. В этом
случае высокое состояние равновесия дестабилизируется через бифуркацию Андронова–Хопфа
при ζ𝑒 = −0.94 ± 10−2. Рождающийся при этом устойчивый предельный цикл претерпевает
первую бифуркацию удвоения периода (PD) при ζ𝑒 = −0.3± 10−2, вторую при ζ𝑒 = 0.12± 10−2.
Последующие бифуркации аккумулируются при ζ𝑒 = 0.63± 10−2, и в системе возникает хаотиче-
ский аттрактор. Он продолжает существовать вплоть до ζ𝑒 = 1.06± 10−2 (за исключением узких
окон периодичности), после чего исчезает через обратный каскад удвоений.

Для подтверждения хаотической природы аттрактора были посчитаны два старших пока-
зателя Ляпунова, приведенные на рис. 7, c. Видно, что в хаотической области 0.63 < ζ𝑒 < 1.06
старший показатель действительно положителен. Характерный фазовый портрет хаотического
аттрактора приведен на рис. 7, d.
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Рис. 7. a — Двухпараметрическая бифуркационная диаграмма двухмодульной системы (6). Синим цветом обозначены
кривые, соответствующие седлоузловым бифуркациям состояний равновесия. Красным цветом обозначены кривые,
соответствующие бифуркациям Андронова–Хопфа. Голубым цветом обозначены кривые, соответствующие бифуркаци-
ям двукратного предельного цикла. Сиреневым цветом обозначена кривая, соответствующая бифуркации удвоения
периода (PD). Зеленым цветом выделена область, охваченная этой кривой. Звездочками отмечены бифуркации кораз-
мерности 2: бифуркация трехкратного равновесия (CP) и бифуркация Баутина (обобщенная бифуркация Андронова–
Хопфа, GAH). Параметры: 𝐽𝑒𝑖 = 1.0, ζ𝑖 = 3.4, 𝐽𝑖𝑖 = −5.9, 𝐽𝑖𝑒 = −13.9. b — Однопараметрическая бифуркационная
диаграмма двухмодульной системы (6) при 𝐽𝑒𝑒 = 16.8. Синими линиями обозначены состояния равновесия, красными —
периодические и хаотические колебания. c — Зависимость первых двух показателей Ляпунова от тока смещения ζ𝑒.
d — Вид хаотического аттрактора системы при ζ𝑒 = 0.8 (цвет онлайн)

Fig. 7. a — Two-parameter bifurcation diagram of the two-module system (6). The curves corresponding to saddle-node
bifurcations of equilibrium states are marked in blue. The curves corresponding to Andronov–Hopf bifurcations are marked in
red. The curves corresponding to the bifurcations of the double limit cycle are marked in light blue. The lilac color indicates
the curve corresponding to the period doubling (PD) bifurcation. The area covered by this curve is highlighted in green.
The asterisks mark the bifurcations of codimension 2: the cusp point (CP) and the Bautin (generalized Andronov–Hopf,
GAH) bifurcations. Parameters: 𝐽𝑒𝑖 = 1.0, ζ𝑖 = 3.4, 𝐽𝑖𝑖 = −5.9, 𝐽𝑖𝑒 = −13.9. b — One-parameter bifurcation diagram of
the two-module system (6) with 𝐽𝑒𝑒 = 16.8. Blue lines indicate equilibrium states, red lines indicate periodic and chaotic
oscillations. c — Dependence of the first two Lyapunov exponents on the bias current ζ𝑒. d — A chaotic attractor of the system
with ζ𝑒 = 0.8 (color online)
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Заметим, что при бо́льших значениях 𝐽𝑒𝑒 в системе возможны дополнительные бифуркации,
не изображенные на рис. 7, а для облегчения его восприятия. При этом реализуются более
сложные сценарии возникновения и исчезновения хаоса, в том числе связанные с касанием
инвариантных многообразий седловых предельных циклов, а также мультистабильный хаос.
Полное понимание таких сценариев требует дополнительных исследований.

Далее покажем, как проявляются рассмотренные нами хаотические колебания редуцирован-
ной системы (6) в полной микроскопической системе (1). Как показывает рис. 8, в этом случае
в системе (1) возникают коллективные хаотические колебания. На рис. 8, а эти колебания пред-
ставлены на плоскости средних частот возбуждающей и подавляющей популяций (𝑟𝑒, 𝑟𝑖). Можно
видеть, что в среднем макроскопическая редуцированная система довольно хорошо воспроизводит
коллективные колебания микроскопической сети. Вместе с тем траектория, соответствующая кол-
лективным микроскопическим колебаниям, содержит явно видимые флуктуации. Существование
таких флуктуаций связано с эффектами конечного размера. C увеличением количества элементов
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Рис. 8. a — Проекция коллективных хаотических колебаний системы (1) на плоскость (𝑟𝑒, 𝑟𝑖) (голубая траектория
отображает частоты популяций, усредненные в скользящем временном окне ∆𝑡 = 0.025) и соответствующая про-
екция хаотических колебаний редуцированной системы (6) (красная траектория). b — Средняя частота элементов
возбуждающей популяции, упорядоченных по возрастанию η𝑗 . c — Пространственно-временная диаграмма возбужда-
ющей популяции в режиме хаотических коллективных колебаний. Параметры: 𝑁𝑒 = 10000, 𝑁𝑖 = 10000, ζ𝑒 = 0.8,
𝐽𝑒𝑒 = 16.8, 𝐽𝑒𝑖 = 1.0, ζ𝑖 = 3.4, 𝐽𝑖𝑖 = −5.9, 𝐽𝑖𝑒 = −13.9 (цвет онлайн)

Fig. 8. a — Projection of the collective chaotic oscillations of the system (1) onto the plane (𝑟𝑒, 𝑟𝑖) (cyan line, averaged over a
sliding time window ∆𝑡 = 0.025) and the corresponding projection of the chaotic oscillations of the reduced system (6) (red
line). b — The average frequency of the elements of the excitatory population, sorted in ascending order η𝑗 . c — Spatiotemporal
diagram of the excitatory population in the regime of chaotic collective oscillations. Parameters: 𝑁𝑒 = 10000, 𝑁𝑖 = 10000,
ζ𝑒 = 0.8, 𝐽𝑒𝑒 = 16.8, 𝐽𝑒𝑖 = 1.0, ζ𝑖 = 3.4, 𝐽𝑖𝑖 = −5.9, 𝐽𝑖𝑒 = −13.9 (color online)
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интенсивность флуктуаций уменьшается обратно пропорционально размеру сети и траектории
редуцированной и микроскопической систем асимптотически сближаются.

Анализ поведения отдельных элементов сети показывает, что несмотря на то, что их
коллективная динамика является нерегулярной, они тем не менее могут формировать кластеры
с одинаковыми средними частотами генерации спайков. Это иллюстрирует рис. 8, b, на котором
представлено распределение средних частот генерации спайковых колебаний по элементам
возбуждающей популяции, упорядоченным по возрастанию индивидуальных токов смещения η𝑗 .
Как можно видеть, лишь небольшое число элементов сети находится в возбудимом режиме,
в то время как большинство из них совершает спайковые колебания на различных частотах.
Отметим, что в системе возникают два крупных кластера, элементы которых имеют одинаковые
средние частоты. Колебания в них происходят на частоте ω1 = 0.459 ± 0.001 и на удвоенной
частоте ω2 = 2ω1. Кроме того, при численном моделировании также наблюдается небольшой
кластер элементов на некоторой промежуточной частоте ω3 ≈ 1.5ω1, в окрестности которого
также группируются элементы с относительно близкими, но отличными от ω3 частотами.

Свойства колебаний микроскопической системы в зависимости от времени иллюстрирует
пространственно-временная диаграмма, представленная на рис. 8, c. Хорошо видна область, соот-
ветствующая первому кластеру на частоте ω1. В этом случае спайки возникают парами: за более
коротким межспайковым интервалом следует более длинный и наоборот. Далее можно выделить
область, в которой спайки возникают тройками. Она соответствует колебаниям элементов вблизи
кластера с частотой ω3. Активность в кластере с частотой ω2 характеризуется двумя парами
спайков, следующими друг за другом, после чего картина повторяется. Колебания элементов
вне кластеров имеют несоизмеримые частоты, что отражается в «размытости» соответствующих
областей на пространственно-временной диаграмме.

Заключение

В настоящей статье исследована коллективная динамика двухпопуляционной нейронной
сети, состоящей из возбуждающей и подавляющей популяций квадратичных нейронов типа на-
копление – сброс. В предположении лоренцевой неоднородности параметров обеих популяций их
динамика может быть сведена к системе двух связанных моделей нейронных масс. Получающаяся
при этом динамическая система имеет относительно невысокую размерность (равную четырем),
что позволило применить к ней методы бифуркационного анализа.

Показано, что в зависимости от параметров система может демонстрировать различные
коллективные режимы, а именно: бистабильность с сосуществованием высокого и низкого состоя-
ний равновесия; периодические колебания, которые могут сосуществовать с одним или двумя
состояниями равновесия; тристабильность трех состояний равновесия; хаотические колебания.
Детально исследованы динамические механизмы возникновения описанных коллективных ре-
жимов. Для описания этих механизмов применен метод бифуркационных диаграмм, при этом
параметры подавляющей популяции ζ𝑖, 𝐽𝑖𝑖, 𝐽𝑖𝑒 фиксировались и строились двухпараметрические
бифуркационные диаграммы на плоскости параметров возбуждающей популяции ζ𝑒, 𝐽𝑒𝑒 при
последовательном увеличении межмодульной связи 𝐽𝑒𝑖. Так, при нулевой межмодульной связи
бифуркационная диаграмма имеет простую форму и содержит лишь клин бистабильности, огра-
ниченный двумя седло-узловыми бифуркациями. Последовательное увеличение межмодульной
связи позволило проследить возникновение дополнительных бифуркационных кривых и описать
их закономерности.

Также было проведено сравнение динамики редуцированной модели и коллективной дина-
мики полной системы. Показано, что редуцированная модель хорошо аппроксимирует динамику
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больших сетей, в которых каждая популяция включает 𝑁 = 10000 нейронов. Коллективные
колебания, как регулярные, так и хаотические, приводят к возникновению в сети кластеров
синхронной активности нейронов. Также обнаружен эффект смещения границ существования
режимов в редуцированной и полной системах, особенно явно заметный в случае тристабильности
для «среднего» состояния равновесия, существующего в довольно узкой области параметров.

Заметим, что при исследовании различных эффектов (колебания, тристабильность, хаос)
фиксированные значения параметров подавляющей популяции (ζ𝑖, 𝐽𝑖𝑖, 𝐽𝑖𝑒) выбирались различ-
ными. Это неудобство обусловлено стремлением разделить эти эффекты, так как возможность
наблюдения всех трёх эффектов при одинаковых значениях параметров подавляющей популяции
существует, однако все они будут наблюдаться одновременно, что делает крайне затруднительным
восприятие соответствующих бифуркационных диаграмм.
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