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ПРОГНОЗ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ В КИНЕТИЧЕСКОЙ 
ОБЛАСТИ НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ ИНТЕРВАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

В.И. Быков, Б.С. Добронец 

Впервые методы интервального анализа динамических систем предлагается 
использовать с целью прогноза динамики нелинейных процессов в кинетической 
области. Для уравнений химической кинетики поставлена задача интервального 
анализа их решений при вариациях кинетических параметров и начальных данных. 
Выделены классы механизмов химических реакций, для которых могут быть получены 
точные двусторонние оценки решений. Приведена серия нелинейных примеров, 
которые — характеризуются — множественностью — стационарных — состояний H 
автоколебаниями и для которых выделены особенности прогноза динамики реакций в 
кинетической области на больших интервалах времени. 

Введение 

Успехи нелинейной динамики позволяют по-новому подойти K проблеме 
прогноза поведения сложных систем, предсказания катастроф, оценки рисков 
аварий технических объектов [1-3]. Оказывается, что для систем, поведение 

которых адекватно описывается детерминированными моделями, существуют 
режимы, имеющие весьма ограниченные временные рамки точного прогноза. 
Локальная неустойчивость их фазовых траекторий при значениях параметров, 
близких к бифуркационным, делает проблему прогноза поведения нелинейной 
динамической системы путем €€ интегрирования «в лоб» на болыших интервалах 
времени неразрешимой. Аналогичные задачи возникают при моделировании 
сложных нелинейных реакций в кинетической области [4-8]. Варьирование 
параметров модели и €€ начальных данных приводит к неопределенности пове- 
дения системы во времени. Умение дать по возможности точные оценки динамики 
процесса является важной научной и прикладной проблемой. Один из способов ee 
решения дают методы, развиваемые в рамках интервального анализа [9-15]. 

В данной работе впервые методы интервального анализа динамических 
систем предлагается использовать с целью прогноза динамики нелинейных 
процессов в кинетической области. Пля уравнений химической кинетики 
поставлена задача интервального анализа их решений при вариациях кинетических 
параметров и начальных данных. Выделены классы механизмов химических 

реакций, для которых могут быть получены точные двусторонние оценки решений. 
Приведена серия нелинейных примеров, которые характеризуются множест- 
венностью стационарных состояний и автоколебаниями и для которых выделены 
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особенности прогноза динамики реакций B кинетической области на больших 
интервалах времени. 

Уравнения химической кинетики в общем виде можно записать как систему 
обыкновенных дифферендциальных уравнений с параметрами 

аха = f(xkt), x(0) =25 1е [0,], (1) 

где x, Х° - векторы текущих и начальных концентраций реагентов; / - вектор- 
функция кинетических зависимостей, которые строятся в соответствии с 
принятым механизмом химических превращений; & - вектор параметров, B 
качестве которых могут выступать, например, константы скоростей элементарных 
реакций; t,f, - текущее и конечное время. Правые части системы (1) могут явно 
зависеть от времени, что отражает возможность управления процессом, например, 
за счет варьирования во времени температуры Т(г), так как некоторые &, зависят 
от Г. 

& = &’ехр(-Е/(КТ)), (2) 

где k0 - предэкспонента, Е, - энергия активации, R - универсальная газовая 
постоянная. В (1) предполагается возможность варьирования и других свободных 
параметров. Для (1) естественным образом возникает задача  построения 
двусторонних оценок решения x(¢) при варьировании & и х° в некоторых заданных 
интервалах. Интервальными могут быть и сами функции правых частей f, что 
может отражать  изменчивость  структуры CaMOH  кинетической — модели. 
Особенностями уравнений химической кинетики являются их нелинейность и 
«жесткость», что предъявляет повышенные требования к алгоритмам численного 
интегрирования таких систем и затрудняет применение стандартных методов 
анализа чувствительности. 

Схема двусторовнего метода 

Кратко опишем схему двустороннего метода анализа задачи (1) в 
интервальной постановке. 

Первоначально интервальный анализ возник как средство автоматического 
контроля над ошибками округления, далее он развился в систему меётодов, 
учитывающих все ошибки, включая и ошибки численных методов. Применительно 

к задачам Коши для систем нелинейных дифференциальных уравнений в рамках 
двусторонних и интервальных методов используются несколько подходов, включая 
теоремы сравнения, дифференциальные неравенства и теорию операторов моно- 
тонного типа. 

В данной работе мы будем опираться на достаточно простую оценку [16], 
которую можно отнести к области дифференциальных неравенств. 

Рассмотрим две линейные системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

ахаг = A(Dx + (1), х(0) = , г е [0,;], 

dztdt = B(D)z + g(1), 2(0) = ,г Е [0,.], 

где A=(a, (1)), B=(b,(r)) - матрицы; Д2), g(t) - вектор-функции. Причем выполнены 
следующие соотношения: 

5(9 zla 0, i#]j, 5(0 2а{(о), 

2() > КА, 2° > 5. 
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Тогда справедлива мажоранта 
() = Ix(2)!. () 

Таким образом, пусть нам известно некоторое приближенное решение 5 
задачи (1). Запишем тождество 

ауа = оК) - d(s,), s(0)=x°, r€[0,], 

где ф(з‚г)=](5‚/с‚г)-5’. Вычитая последнее тождество из уравнения (1), получаем 
уравнения для разности в=х-5: 

deldt = Ев + o, 

где Р=(Р‚.].)‚ F ..=ду3(г;‚1<‚:)/дх].‚ Е - функции из интервалов с концами X, 5. Применим 
Н 

мажоравту (3,) для оценки уклонения е приближенного решения $ от точного X. 
Следовательно, если известна оценка z2lel, To 

5- 2 К х <5 + 2. 

ДЛЯ нахождения : мы бУДСМ использовать методы интервального анализа. Под 

интервальным числом а@ будем понимать вещественный отрезок [aa], где а<а. 
Множество интервальных чисел будем обозначать через R, f(x):R—R - 

интервальные функции. При а=а=а интервальное число будем отождествлять с 
вещественным числом а, следовательно R=R. В дальнейшем будем называть 

интервальные числа просто интервалами. Иириной а называется величина 

wid(a) = а- а, 

серединой будем называть полусумму 

тей(а) = (g+a)/2. 

Арифметические операции над интервальными числами введем следующим 
образом. Пусть а, b € R, тогда положим 

а«Ь = х + )!х Еа, уЕ ), 

где знак (+) означает одну из операций +, -, ', /. При делении интервал Ь=[_Ь_‚Ь_] не 
должен содержать ноль. Если f{x) - непрерывная функция, TO 

Ax) =[ min__ f(x), шах, . Ax)] 

определяет соответствующую ей интервальную функцию. 
Пусть / являются представителями некоторых интервальных Функций 

f(x.k)Ef(x,kt), так же как и начальные условия х°,2х°, и параметры КЕ, где 

хб=[0,х ], k=[k, k] - интервальные числа, f, - интервальные функции [15]. Для 
построения двустороннего решения x,(f) сначала приближенно решим задачу (1) 
для конкретных представителей f, Х, k, то есть на разностной сетке о, C шагом h 
получим решение x'(r), tEw,. Проведем через точки x*, сплайны 5. Далее 
рассмотрим две вспомогательные задачи [15]: 

duldt = Wu + w, и(0) = 0, (4) 

avldr=Wv, v(0) =z, (5) 

где векторы W и х имеют компоненты w=1, z=(x" „х °)/2; матрица W состоит из 
элементов 
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W, = of(s.kt)/ox, i=1,..n, 

W,= laf,.(s,k,t)/axjl, г& ], i,j=1,..,n, 

$ = (5),-5,). 

Решим задачи (4), (5) на той же разностной сетке, w,, затем аппроксимируем 
полученные решения и/, v/ сплайнами 5(), 5. Искомое двустороннее решение 
может быть представлено в виде 

х,=5, + [-1,1]s@ + os®, (6) 

тде o=[-0,0] - некоторая интервальная KOHCTAHTA, ее величина может быть 
выбрана такой, чтобы обеспечить необходимые точные оценки точного решения 

(1). Двустороннее решение (6) можно уточнять, организуя специальным образом 
итерационный процесс уменьшения . С уменышением а. двустороннее решение (6) 
будет иметь менышую ширину. Описанная общая схема построения искомой 
трубки решений X, достаточно трудоемка, однако в ряде случаев использование 
специфики задачи позволяет ее существенно упростить. 

Рассмотрим частный случай модели (1): 

dxldt = М(бх + ¢(r), x(0) =, (7) 

где матрица И/( H={W;}, ij=L,....,n, вектор o()=(¢,(1),--.,,(¢)), причем известно, что 

W,EIW,W,] и W, 20 mpai%j, ij=1l..n, (8) 

фе [¢,9], x°,€ х о, i=1,..n 

Для задачи (7), (8) границы двусторовнего решения x<[x(f), x(f)] можно 
представить как решения следующих двух задач: 

аи = W(t)x + o(r), x(0) =2, ) 

айа = М( + 5(F), %0) = . (10) 

Этот прием построения двусторонних решений можно распространить и на 
системы нелинейных уравнений, якобиан которых удовлетворяет условию (8) [17]. 
OH позволяет оценивать граниды двустороннего решения путем численного 
интегрирования двух задач (9), (10), которые O сложности сравнимы с (7). 

Кинетические модели 

Важным классом линейных кинетических моделей являются уравнения 

кинетики для сложных мономолекулярных реакций [5,6] 

duldt = Kx, x(0)=x", (11) 

где матрица К составлена из констант скоростей стадий К, и обладает TeM 

свойством, что ее внедиагональные элементы неотрицательны [’5]. В соответствии 
с (8) это позволяет достаточно просто постройть двустороннее решение для задачи 

(11). Для этого (11) нужно дважды проинтегрировать с матрицами К, К, 

отвечающими нижним и верхним значениям интервалов kE[k, Eij]' Тогда 

x(Delx (0, x()): 
Ё, 
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Среди нелинейных схем превращений, для которых выполняется условие (8), 
таким свойством обладают механизмы без взаимодействия различных веществ [5]. 

Якобиан — соответствующей — кинетической — модели (1) характеризуется 

неравенствами (8). Таким образом, отсутствие критических явлений B 
кинетической области для этих систем существенно упрощает и процедуру их 
интервального анализа. 

Приведем несколько типичных примеров построения двусторонних оценок 
для линейных и нелинейных кинетических моделей. 

Рассмотрим нестационарную кинетическую модель 

ак/ = -k (T)x,, 2 

ака = & (T)x, - kx, 
¢ начальными условиями X, (0)=0.95, x,(0)=0.05 для последовательной схемы 
превращений А->В—>С. Константы скоростей & от температуры Т зависят 
аррениусовским образом [2]. Пусть T=T(¢) и известно, что 

Т, < Т( < Т`, (13) 

Т., Т' - некоторые константы. Тогда, используя описанную выше технику 
интервального анализа, можно получить двустороннее решение X, содержащее все 
решения задачи (12) при варьировании  температуры, удовлетворяющей 
неравенствам (13). На рис. 1 приведено поведение x,(f) при различных Т и 
полученное двустороннее решение х,(). Обратим внимание на TO, что трубка 
решений x,(f) имеет существенно меняющуюся IO / ширину. Наибольшую 
неопределенность прогноз динамики системы имеет в некоторой переходной 
области. В начале идет быстрое расширение двусторонней оценки, а при больших ¢ 
идет ее сужение до нуля. 

В качестве нелинейного примера приведем кинетическую модель [5] 

@@ = -К + k (1-2) + k,(1-2)z2, z(0) = z,, (14) 
отвечающую автокаталитической схеме превращений 

1) 2 <> Х, 2) Х +2 7 — 37. (15) 

Модель (14) является простейшей, допускающеи три стационарных состояния Z 
z,, #, (например, при наборе параметров: k= Ye, k=1, k,=10?%). Задача (11) 
решалась при  различных — интервальных — начальных — данных. I[loBepeHue 
двусторонних решений показано на рис. 2. Расчеты показывают, что интервальное 
решение имеет тендендию к расширению, если интервал начальных значений 
содержит неустойчивое стационарное состояние z,. При этом интервальное 
расширение ограничивается устойчивыми стационарными состояниями 2, Z,. Если 

же интервальные начальные данные не 
* содержат z,, то двустороннее решение 

4.0 сужается и CO временем стремится K 
3.0} Границы множества решений одному из устойчивых стационарных 

20} Двусторонние оценки состотцшй. Таким образом, локальная 
_ неустойчивость системы приводит K 

1.0 неопределенности прогноза ее динами- 
0.0 ки, если начальные данные варьируются 

в окрестности неустойчивого стацио- 
нарного состояния. Прогноз точен, если 

РИС 1. Двустороннее решение модели (12), он делается вне области неустойчивости 
=[0.5,1), 6=[1.5,2] системы. 
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Рис. 2. Двусторонние решения модели (14) при Рис. 3. Двустороннее решение модели (16); 
различных начальных интервальных данных 1, 2 - частные решения 

Наконец, рассмотрим кинетическую модель, которая является осниллятором [5], 

dxfdt = &(1-х-у) - &х - kx(1-x-y)?, 
(16) 

dyldt = ky(1-x-y) - k.Y, 

и отвечает схеме (15), дополненной буферной стадией 3) Z<>Y. При значениях 
параметров k,=0.12, &,=0.01, k=1, &=0.0032, &,=0.002 система (16) имеет 
автоколебания. На рис. 3 приведены результаты построения двустороннего 
решения при варьировании k. Расчеты показывают, что трубка решений сначала 
расширяется, охватывая с двух сторон незатухающие колебания, а затем 
достаточно близко к ним приближается. 

Заключение 

Таким образом, методы интервального анализа позволяют адекватно решать 
проблему прогноза динамики сложных нелинейных систем. Интервальная техника 
для динамических систем в настоящее время активно развивается, она может быть 
использована и для решения задач чувствительности, построения областей 
достижимости B задачах оптимального управления, апостериорных двусторонних 
оценок жестких систем, интервального анализа систем с распределенными 
параметрами. Наш опыт интервального анализа уравнений химической кинетики 
показывает, что достаточно точные оценки динамики системы и на этой основе 
прогноз её поведения на болыших временах вполне реалистичен. Понимание 
нелинейных и нестационарных особенностей детерминированных моделей B 

сочетании с методами интервального анализа являются залогом успешного 
прогноза поведения их решений. 
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ТНЕ FORECAST ОЕ NONLINEAR DYNAMICS IN KINETIC 
REGION BY INTERVAL ANALYSIS METHODS 

V.I. Bykov, B.S. Dobronets 

For the first time methods of the interval analysis of dynamic systems are offered 
to use with the purpose of forecast of dynamics of nonlinear processes in kinetic region. 
For the equations of chemical kinetic the problem of the interval analysis of their 
decisions at variations kinetic parameters and initial data is formulated. The classes of 
chemical reactions mechanisms are determined, for which the exact bilateral estimations 

of decisions can be received. A series of nonlinear examples with the multiplicity steady- 
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states and oscillations is given. The features of the forecast of the reactions dynamic in 
kinetic region are determined оп the large intervals of time. 
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