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Аннотация. Цель работы — исследование особенностей синхронизации в ансамблях мемристивно связанных неиден-
тичных нейроподобных осцилляторов ФитцХью–Нагумо. Методы. Численно и экспериментально исследовалась
коллективная динамика в кольце осцилляторов ФитцХью–Нагумо, связанных мемристивной связью. Неидентичность
осцилляторов достигалась их расстройкой по пороговому параметру, отвечающему за возбуждение осциллятора, либо
расстройкой по параметру соотношения временных масштабов, от величины которого зависит собственная частота
колебаний осциллятора. Мы исследовали синхронизацию мемристивно связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо
в зависимости от величины коэффициента связи, начальных условий всех переменных и количества осцилляторов
в ансамбле. В качестве меры синхронизации мы использовали коэффициент, характеризующий близость траекторий
осцилляторов. Результаты. Показано, что при мемристивной связи осцилляторов ФитцХью–Нагумо их синхронизация
зависит не только от величины коэффициента связи, но и от начальных состояний как самих осцилляторов, так и
переменных, отвечающих за мемристивную связь. Проведено сравнение особенностей синхронизации неидентичных
осцилляторов ФитцХью–Нагумо при мемристивной и диффузионной связи между ними. Показано, что, в отличие
от случая диффузионной связи осцилляторов, при мемристивной связи с ростом силы связи осцилляторов может
наблюдаться разрушение режима полностью синхронных синфазных колебаний, вместо которого возникает режим
несинфазных колебаний. Заключение. Полученные результаты могут быть востребованы при решении задач управления
синхронизацией в ансамблях нейроподобных осцилляторов, в частности, для достижения или разрушения режима
синфазной синхронизации колебаний в ансамбле связанных осцилляторов.

Ключевые слова: модель ФитцХью–Нагумо, нейроподобные осцилляторы, мемристивная связь, радиофизический
эксперимент.
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Abstract. The aim of the study is to investigate the features of synchronization in ensembles of nonidentical neuron-like
FitzHugh–Nagumo oscillators interacting via memristor-based coupling. Methods. The collective dynamics in a ring of
FitzHugh–Nagumo oscillators connected via memristive coupling was studied numerically and experimentally. The nonidentity
of oscillators was achieved by detuning them by the threshold parameter responsible for the excitation of oscillator, or by
detuning them by the parameter characterizing the ratio of time scales, the value of which determines the natural frequency of
oscillator. We investigated the synchronization of memristively coupled FitzHugh–Nagumo oscillators as a function of the
magnitude of the coupling coefficient, the initial conditions of all variables, and the number of oscillators in the ensemble.
As a measure of synchronization, we used a coefficient characterizing the closeness of oscillator trajectories. Results. It is shown
that with memristive coupling of FitzHugh–Nagumo oscillators, their synchronization depends not only on the magnitude of
the coupling coefficient, but also on the initial states of both the oscillators themselves and the variables responsible for the
memristive coupling. We compared the synchronization features of nonidentical FitzHugh–Nagumo oscillators with memristive
and diffusive couplings. It is shown that, in contrast to the case of diffusive coupling of oscillators, in the case of meristive
coupling, with increasing coupling strength of the oscillators, the destruction of the regime of completely synchronous in-phase
oscillations can be observed, instead of which a regime of out-of-phase oscillations appears. Conclusion. The obtained results
can be used when solving the problems of synchronization control in ensembles of neuronlike oscillators, in particular, for
achieving or destroying the regime of in-phase synchronization of oscillations in an ensemble of coupled oscillators.
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Введение

Спайковые нейронные сети, использующие в качестве узлов биологически реалистич-
ные модели нейронов, являются объектом пристального изучения в различных научных дисци-
плинах [1]. Такие сети способны демонстрировать присущую реальным нейронам активность,
в том числе генерировать спайки (импульсы). Спайковые нейронные сети широко используются
для моделирования процессов обработки информации в головном мозге [2]. Они применяются
в задачах классификации и идентификации, например, для классификации типичных паттер-
нов в биомедицинских сигналах (электроэнцефалограммах, электромиограммах и др.) [3–6],
классификации внешнего воздействия, подаваемого на нейроны сети [7, 8], распознавания аудио-
визуальной информации [9, 10]. Высокую практическую значимость спайковые нейронные сети
имеют в робототехнике при решении задач управления движением роботов [11–14]. Разработка
новых эффективных алгоритмов обучения спайковых нейронных сетей [15] открывает все более
широкие перспективы их применения на практике.
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Существует несколько хорошо известных моделей нейронов, которые широко используются
как узловые элементы для построения спайковых нейронных сетей [16]. Одной из таких моде-
лей, ставшей эталонной моделью возбудимой динамики нейронов, является модель ФитцХью–
Нагумо [16]. Ансамбли связанных осцилляторов, описываемых уравнениями ФитцХью–Нагумо,
исследовались многими авторами. В частности, в таких ансамблях были исследованы процессы
формирования, эволюции и синхронизации различных пространственно-временных структур,
включая бегущие волны и химерные состояния [17–21], предложены методы управления про-
странственными структурами с помощью внешних воздействий [22, 23].

Динамика спайковых нейронных сетей определяется выбором не только узловых элемен-
тов сети, но и выбором типа и структуры связей между нейронами. При исследовании сетей,
состоящих из осцилляторов ФитцХью–Нагумо, наиболее широко используется диффузионная
связь, которая моделирует электрическую синаптическую связь между нейронами. Обычно при
численном моделировании такая связь полагается постоянной, не зависящей от времени. Однако
реальным нейронам присуща пластичность синаптических связей, которая обеспечивает высокую
адаптивность нейронных сетей. Решить проблему реализации синаптической пластичности в
спайковых нейронных сетях позволяет использование мемристивной связи между элемента-
ми. Особенностью такой связи является зависимость ее величины от предыдущих состояний
взаимодействующих систем [24].

Нейронные ансамбли и сети, состоящие из мемристивно связанных модельных нейронов,
преимущественно исследовались численно [25–28]. При этом спайковым нейронным сетям, со-
стоящим из мемристивно связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо, посвящено небольшое
количество работ. Например, в [29] было исследовано влияние начальных состояний мемристив-
ной связи на бегущие волны в кольце идентичных осцилляторов ФитцХью–Нагумо, а в [30]
рассмотрена синхронизация двух мемристивно связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо и
цепочки, состоящей из диффузионно связанных пар таких осцилляторов. Задача эксперименталь-
ного исследования ансамблей мемристивно связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо является
пока малоизученной. Например, в работе [31] была экспериментально изучена синхронизация
двух нейроноподобных радиотехнических генераторов типа ФитцХью–Нагумо, связанных через
аналоговое мемристивное устройство.

В данной работе мы численно и экспериментально исследовали синхронизацию в ансамбле
мемристивно связанных неидентичных осцилляторов ФитцХью–Нагумо. Причем в радиофизи-
ческом эксперименте мы впервые реализовали сеть из 10 аналоговых генераторов ФитцХью–
Нагумо, связанных мемристивной связью, реализованной в цифровом виде.

1. Синхронизация двух мемристивно связанных
осцилляторов ФитцХью–Нагумо

Рассмотрим сначала случай двух взаимно связанных мемристивной связью нейро-осцилляторов
ФитцХью–Нагумо, описываемых дифференциальными уравнениями следующего вида:

𝜀𝑖�̇�𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥3𝑖 (𝑡)/3 − 𝑦𝑖(𝑡) + 𝑘𝑀(3𝑖(𝑡))(𝑥𝑖+1(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡)),

�̇�𝑖(𝑡) = γ𝑖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑦𝑖(𝑡) + β, (1)

3̇𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑖+1(𝑡),

где 𝑥𝑖(𝑡) описывает динамику мембранного потенциала 𝑖-го нейрона, 𝑖 = 1, 2, с граничными
условиями 𝑥3(𝑡) = 𝑥1(𝑡); 𝑦𝑖(𝑡) отвечает за восстановление потенциала покоя мембраны; 3𝑖(𝑡)
определяет мгновенное состояние мемристивной связи; 𝜀𝑖 — параметр соотношения временных
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масштабов, который обычно является малой величиной; γ𝑖 — пороговый параметр; параметр β
характеризует проводимость ионных каналов; 𝑘 — коэффициент связи; функция 𝑀(3𝑖(𝑡)) = 𝑎 +
+ 𝑏32𝑖 (𝑡) описывает проводимость 𝑖-го мемристивного элемента связи, где 𝑎 и 𝑏 — параметры этой
функции. Такой вид функции, описывающей мемристивную связь, был использован в [24, 29, 30].

Следует отметить, что мемристор, представляющий собой пассивный электрический эле-
мент, который способен изменять свое сопротивление в зависимости от протекшего через него
электрического заряда, был впервые теоретически описан в работе Чуа [32]. В дальнейшем
Чуа развил концепцию мемристора и обобщил ее на случай любого устройства, характеристи-
ки которого зависят от предыстории функционирования [33]. Такие устройства были названы
мемристивными [33]. Экспериментальные образцы радиотехнических устройств, обладающих
свойствами мемристора, появились намного позже [34, 35].

Поскольку мгновенное значение переменной 3𝑖(𝑡) в системе (1) определяется следующим
образом [29]:

3𝑖(𝑡) = 3𝑖(0) +

𝑡∫︁
0

(𝑥𝑖(τ) − 𝑥𝑖+1(τ)) 𝑑τ, (2)

мгновенное значение силы связи осцилляторов в (1) зависит от их предыдущих состояний.
Поэтому такую связь трактуют как мемристивную.

Мы исследовали синхронизацию осцилляторов в системе (1) в зависимости от величины
коэффициента связи 𝑘 и начальных условий всех трех переменных: 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0), 3𝑖(0). Неиден-
тичность осцилляторов достигалась их расстройкой по параметру γ𝑖 или 𝜀𝑖.

Рассмотрим случай малой расстройки осцилляторов по параметру γ𝑖, который принимал
значения γ1 = 1 и γ2 = 1.05, соответствующие периодическим автоколебаниям несвязанных ос-
цилляторов. Остальные параметры осцилляторов одинаковы: 𝜀1 = 𝜀2 = 0.05, β = 0.2. Параметры
мемристивной связи: 𝑎 = 1, 𝑏 = 1. При численном исследовании системы (1) мы интегрировали
модельные уравнения методом Рунге–Кутты четвертого порядка с шагом ∆𝑡 = 0.01. Для исключе-
ния переходного процесса временные ряды переменных не рассматривались на начальном участке
длиной 𝑇1 = 10000.

В качестве меры синхронизации осцилляторов мы использовали коэффициент 𝑅, рассчиты-
ваемый по следующим формулам [30]:

𝑥𝑠 = (𝑥1 + 𝑥2)/2, (3)

𝑅 =
⟨𝑥2𝑠⟩ − ⟨𝑥𝑠⟩2

1
2

∑︀2
𝑖=1(⟨𝑥2𝑖 ⟩ − ⟨𝑥𝑖⟩2)

,

где угловые скобки обозначают усреднение по времени. При одинаковых дисперсиях переменных
𝑥1 и 𝑥2 коэффициент 𝑅 связан с коэффициентом взаимной корреляции 𝑟 соотношением 𝑅 =
= (1 + 𝑟)/2. Коэффициент 𝑟 может принимать значения от −1 до 1, а коэффициент 𝑅 может
меняться от 0 до 1. При полной синхронизации осцилляторов коэффициент 𝑅 максимален и
равен 1, а в случаях несинхронных или несинфазных колебаний осцилляторов 𝑅 принимает
малые положительные значения [30]. Для расчета 𝑅 мы проводили усреднение на интервале
времени 𝑇2 = 1000.

Обозначим 31(0) = 32(0) = 30 и построим зависимости 𝑅(30) при различных значениях 𝑘
и 𝑥1(0) = 𝑥2(0), 𝑦1(0) = 𝑦2(0) (рис. 1, a). Как видно из рисунка, в широком диапазоне значений 30
коэффициент 𝑅 = 1, что указывает на полную синхронизацию осцилляторов. Однако существует
интервал значений 30, на котором коэффициент 𝑅 мал. Отметим, что при более высоких значениях
коэффициента связи (𝑘 > 0.007) характерный провал на графике 𝑅(30) исчезает и 𝑅 = 1 при
любых значениях 30.
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Рис. 1. a — Зависимости 𝑅(30) при 𝑘 = 0.0005 (кривая 1), 𝑘 = 0.0025 (кривая 2), 𝑘 = 0.005 (кривая 3) при
𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0.2, 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.1. b — Временные реализации 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) при 30 = −0.7, 𝑘 = 0.0025.
c — Проекция колебаний в случае синфазного режима при 30 = −2, 𝑘 = 0.0025. d — Проекция колебаний в случае
несинфазного режима при 30 = −0.7, 𝑘 = 0.0025 (цвет онлайн)

Fig. 1. a — Dependences 𝑅(30) for 𝑘 = 0.0005 (curve 1), 𝑘 = 0.0025 (curve 2), and 𝑘 = 0.005 (curve 3) at 𝑥1(0) =
= 𝑥2(0) = 0.2, and 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.1. b — Temporal realizations of 𝑥1(𝑡) and 𝑥2(𝑡) at 30 = −0.7, 𝑘 = 0.0025.
c — Projection of oscillations in the case of in-phase mode at 30 = −2, 𝑘 = 0.0025. d — Projection of oscillations in the case
of out-of-phase mode at 30 = −0.7, 𝑘 = 0.0025 (color online)

На рис. 1, b приведены временные реализации переменных 𝑥1 и 𝑥2 при 30 = −0.7,
𝑘 = 0.0025, при которых коэффициент 𝑅 принимает минимальное значение, 𝑅 = 0.24. Видно, что
переменные 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) совершают при этом несинфазные колебания. В области значений 𝑅 = 1
временные реализации 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) почти совпадают (не приведены на графике) и практически
неразличимы, что свидетельствует о полной (синфазной) синхронизации осцилляторов. Проекции
траектории системы (1) на плоскость (𝑥1, 𝑥2) приведены для случаев синфазных, 𝑅 = 1 (рис. 1, c),
и несинфазных, 𝑅 = 0.24 (рис. 1, d), колебаний, наблюдающихся при разном выборе начальных
условий, 30 = −2 и 30 = −0.7, соответственно. За счет мемристивной связи неидентичные осцил-
ляторы оказываются синхронизованы по частоте, но при этом они могут быть как синхронизованы
по фазе (см. рис. 1, c), так и не синхронизованы по фазе (см. рис. 1, d).

Начальные состояния переменных 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡) тоже влияют на вид зависимостей 𝑅(30).
На рис. 2, a построены графики 𝑅(30) для случаев 𝑥1(0) ̸= 𝑥2(0), 𝑦1(0) ̸= 𝑦2(0) при 𝑘 = 0.005.
Видно, что чем больше 𝑥1(0) отличается от 𝑥2(0), а 𝑦1(0) от 𝑦2(0), тем шире область отсутствия
полной синхронизации на графике 𝑅(30).

Кроме коэффициента 𝑅 мы использовали еще одну меру, характеризующую близость
траекторий первого и второго осциллятора:

𝐷 =
1

𝐿

𝐿∑︁
𝑗=1

(︁
(𝑥2(𝑡𝑗) − 𝑥1(𝑡𝑗))

2 + (𝑦2(𝑡𝑗) − 𝑦1(𝑡𝑗))
2
)︁
, (4)

где 𝑗 — номер точки временного ряда, 𝐿 — количество точек. Чем ближе временные реализации
осцилляторов друг к другу, тем меньше абсолютная величина 𝐷. При полной синхронизации
осцилляторов 𝐷 = 0.

На рис. 2, b построены зависимости 𝐷(30) для тех же случаев, что и на рис. 2, a, и
𝐿 = 100000, соответствующем такому же количеству точек, как на интервале времени 𝑇2 = 1000
на рис. 2, a. Видно, что между зависимостями 𝑅(30) и 𝐷(30) имеется высокая корреляция:
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Рис. 2. Зависимости 𝑅(30) (a) и 𝐷(30) (b) при 𝑘 = 0.005 и 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.4, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.3
(кривая 1), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.4 (кривая 2), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 2, 𝑦1(0) = 0.1,
𝑦2(0) = 1 (кривая 3)

Fig. 2. Dependences 𝑅(30) (a) and 𝐷(30) (b) for 𝑘 = 0.005 and 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.4, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.3
(curve 1), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.4 (curve 2), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 2, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 1
(curve 3)

провалам на 𝑅(30) соответствуют подъемы на 𝐷(30) в тех же самых диапазонах изменения 30.
Поэтому, далее мы будем использовать только коэффициент 𝑅 в качестве иллюстрации меры
синхронизации осцилляторов.

Рассмотрим теперь зависимость коэффициента 𝑅 от величины коэффициента связи 𝑘.
На рис. 3, a приведены зависимости 𝑅(𝑘), построенные для различных значений 30. Начиная
уже с малых положительных значений 𝑘, величина 𝑅 достигает максимального значения 𝑅 = 1,
что указывает на полную синхронизацию осцилляторов. Однако при дальнейшем увеличении
𝑘 коэффициент 𝑅 уменьшается до малых значений. То есть с ростом силы связи осцилляторов
наблюдается разрушение режима синфазной синхронизации, а вместо него возникает режим
несинфазных колебаний. Далее, с ростом 𝑘 опять устанавливается режим полной (синфазной)
синхронизации осцилляторов. Отметим, что при положительных значениях 30 характерный
провал на графике 𝑅(𝑘) исчезает и 𝑅 = 1 как при малых, так и при высоких значениях 𝑘.

Вид графиков 𝑅(𝑘) зависит не только от начальных условий 30, но и от начальных условий
𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0). На рис. 3, b построены графики 𝑅(𝑘) для случаев 𝑥1(0) ̸= 𝑥2(0), 𝑦1(0) ̸= 𝑦2(0) при
30 = −0.5. Так же, как и на графиках 𝑅(30) на рис. 2, a, ширина области малых значений 𝑅 на
графиках 𝑅(𝑘), соответствующей отсутствию полной синхронизации, увеличивается с ростом
разницы между значениями 𝑥1(0) и 𝑥2(0), и 𝑦1(0) и 𝑦2(0) (рис. 3, b).

Рис. 3. a — Зависимости 𝑅(𝑘) при 30 = −1.5 (кривая 1), 30 = −1 (кривая 2), 30 = −0.5 (кривая 3) при 𝑥1(0) =
= 𝑥2(0) = 0.2, 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.1. b — Зависимости 𝑅(𝑘) при 30 = −0.5 и 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.4, 𝑦1(0) = 0.1,
𝑦2(0) = 0.3 (кривая 1), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 1, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.5 (кривая 2), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 2,
𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 1 (кривая 3)

Fig. 3. a — Dependences 𝑅(𝑘) for 30 = −1.5 (curve 1), 30 = −1 (curve 2), 30 = −0.5 (curve 3) при 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0.2,
𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.1. b — Dependences 𝑅(𝑘) for 30 = −0.5 и 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 0.4, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.3
(curve 1), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 1, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 0.5 (curve 2), 𝑥1(0) = 0.2, 𝑥2(0) = 2, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑦2(0) = 1
(curve 3)
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Качественно похожие результаты получаются в случае малой расстройки осцилляторов
по параметру 𝜀𝑖. Вид зависимостей 𝑅(30) и 𝑅(𝑘) при 𝜀1 ≠ 𝜀2 похож на приведенные выше
аналогичные графики при расстройке осцилляторов по параметру γ𝑖.

Рассмотрим отдельно случай 𝑏 = 0, соответствующий диффузионной связи осцилляторов.
На рис. 4, a приведена зависимость 𝑅(𝑘) при тех же значениях параметров, что на рис. 3, a,
построенном для мемристивной связи. Величина 𝑅 медленно монотонно растет с ростом 𝑘, не
демонстрируя никаких провалов. На рис. 4, b показаны временные реализации 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) при
𝑘 = 0.005. Осцилляторы при этом не синхронизованы по частоте и демонстрируют несинхронный
режим двухчастотных биений. Проекция колебаний связанной системы на плоскость (𝑥1, 𝑥2) для
этого случая приведена на рис. 4, c. При 𝑘 = 0.1 колебания осцилляторов еще не полностью
синхронизованы, 𝑅 = 0.99 (рис. 4, d). В этом случае осцилляторы демонстрируют близкие к
синфазным колебания, имеющие очень малый сдвиг по фазе. Проекция траектории системы на
плоскость (𝑥1, 𝑥2) принимает вид диагональной линии лишь при 𝑘 = 2 (при этом 𝑅 = 1), что
соответствует полностью синхронным синфазным колебаниям. Таким образом, при диффузионной
связи требуются более высокие значения коэффициента связи 𝑘 для синхронизации неидентичных
осцилляторов.

Кроме численных исследований модельной системы (1) мы провели ее экспериментальное
исследование. Для этого, используя идеологию аналогового моделирования, мы построили ана-
логовые радиотехнические генераторы типа ФитцХью–Нагумо, динамика которых описывается
первыми двумя уравнениями системы (1) при 𝑘 = 0. Для осуществления связи между генера-
торами была использована система ввода-вывода многоканальных данных National Instruments.
Блок-схема экспериментальной установки и ее подробное описание приведены в работе [21].
Однако, в отличие от [21], где была программным образом реализована простая диффузионная
связь между радиотехническими генераторами, соответствующая связи генераторов через рези-
стор, в данной работе впервые реализована в цифровом виде мемристивная связь аналоговых
генераторов. Поскольку сигналы, отвечающие за связь генераторов, формируются в эксперимен-
тальной установке программным образом, в ней достаточно легко реализовать изменяющуюся во
времени взаимную связь генераторов.

Рис. 4. Случай диффузионной связи (𝑏 = 0). a — Зависимость 𝑅(𝑘). b — Временные реализации 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) при
𝑘 = 0.005. c — Проекция колебаний в случае несинхронного режима при 𝑘 = 0.005. d — Проекция колебаний в случае
почти синфазного режима при 𝑘 = 0.1 (цвет онлайн)

Fig. 4. Case of diffusive coupling (𝑏 = 0). a — Dependence 𝑅(𝑘). b — Temporal realizations of 𝑥1(𝑡) and 𝑥2(𝑡) at 𝑘 = 0.005.
c — Projection of oscillations in the case of non-synchronous regime at 𝑘 = 0.005. d — Projection of oscillations in the case
of almost in-phase regime at 𝑘 = 0.1 (color online)
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Рис. 5. a — Экспериментальные зависимости 𝑅(30) при 𝑘 = 0.0005 (кривая 1), 𝑘 = 0.0025 (кривая 2), 𝑘 = 0.005
(кривая 3). b — Экспериментальные зависимости 𝑅(𝑘) при 30 = −1.5 (кривая 1), 30 = −1 (кривая 2), 30 = −0.5
(кривая 3)

Fig. 5. a — Experimental dependences 𝑅(30) for 𝑘 = 0.0005 (curve 1), 𝑘 = 0.0025 (curve 2), 𝑘 = 0.005 (curve 3).
b — Experimental dependences 𝑅(𝑘) for 30 = −1.5 (curve 1), 30 = −1 (curve 2), 30 = −0.5 (curve 3)

Экспериментально полученные зависимости 𝑅(30) приведены на рис. 5, a при γ1 = 1,
γ2 = 1.05, 𝜀1 = 𝜀2 = 0.05, β = 0.2, 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 для трех различных значений 𝑘 при 𝑥1(0) = 𝑥2(0),
𝑦1(0) = 𝑦2(0). Вид этих зависимостей качественно согласуется с графиками 𝑅(30), построенными
на рис. 1, a при численном исследовании системы (1). На рис. 5, b приведены экспериментальные
зависимости 𝑅(𝑘), построенные для различных значений 30, которые тоже достаточно хорошо
согласуются с численными результатами, представленными на рис. 3, a.

2. Синхронизация колебаний
в кольце мемристивно связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо

Рассмотрим теперь ансамбль осцилляторов ФитцХью–Нагумо, связанных в кольцо мемри-
стивной связью, описываемых модельными уравнениями следующего вида:

𝜀𝑖�̇�𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥3𝑖 (𝑡)/3 − 𝑦𝑖(𝑡) + 𝑘[𝑀(3𝑖−1(𝑡))(𝑥𝑖−1(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡)) + 𝑀(3𝑖(𝑡))(𝑥𝑖+1(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡))],

�̇�𝑖(𝑡) = γ𝑖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑦𝑖(𝑡) + β, (5)

3̇𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑖+1(𝑡),

где, в отличие от системы (1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , а граничные условия 𝑥𝑖+𝑁 (𝑡) = 𝑥𝑁 (𝑡), где 𝑁 —
количество осцилляторов. Вид функции 𝑀(3𝑖(𝑡)) = 𝑎 + 𝑏32𝑖 (𝑡) такой же, как в (1), с такими
же значениями параметров 𝑎 = 1, 𝑏 = 1. В общем случае все осцилляторы ансамбля являются
неидентичными.

В качестве меры синхронизации осцилляторов использовался коэффициент 𝑅, рассчитывае-
мый по следующим формулам [30]:

𝑥𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖, (6)

𝑅 =
⟨𝑥2𝑠⟩ − ⟨𝑥𝑠⟩2

1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1(⟨𝑥2𝑖 ⟩ − ⟨𝑥𝑖⟩2)

.

Так же, как и в случае двух осцилляторов (формула (3)), при полной синхронизации ос-
цилляторов коэффициент 𝑅 максимален и равен 1, а в случаях несинхронных или несинфазных
колебаний осцилляторов 𝑅 принимает малые положительные значения [30]. Для неидентичных ос-
цилляторов при 𝑘 = 0 коэффициент 𝑅 = 1/𝑁 и стремится к нулю при больших 𝑁 . Для расчета 𝑅
мы проводили усреднение на интервале времени 𝑇2 = 1000.

Пусть осцилляторы расстроены по параметру γ𝑖, значения которого заданы случайным
образом из интервала [1, 1.05] и соответствуют периодическим автоколебаниям несвязанных
осцилляторов. Остальные параметры осцилляторов одинаковы: 𝜀𝑖 = 0.05 для всех 𝑖, β = 0.2.
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Рис. 6. Зависимость 𝑅(𝑘) при 30 = −0.5 и 𝑥𝑖(0) = 0.2, 𝑦𝑖(0) = 0.1 для 𝑁 = 6 (a) и временные реализации 𝑥𝑖(𝑡) при
𝑘 = 0.0001 (b), 𝑘 = 0.002 (c) и 𝑘 = 0.003 (d) (цвет онлайн)

Fig. 6. Dependence 𝑅(𝑘) at 30 = −0.5 and 𝑥𝑖(0) = 0.2, 𝑦𝑖(0) = 0.1 for 𝑁 = 6 (a) and temporal realizations of 𝑥𝑖(𝑡) at
𝑘 = 0.0001 (b), 𝑘 = 0.002 (c) and 𝑘 = 0.003 (d) (color online)

На рис. 6, a построена зависимость 𝑅(𝑘) для случая 𝑁 = 6 при 30 = −0.5 и 𝑥𝑖(0) = 0.2,
𝑦𝑖(0) = 0.1 для всех 𝑖. Как и в случае двух осцилляторов (см. рис. 3), зависимость 𝑅(𝑘) на рис. 6
имеет характерный интервал значений 𝑘, при которых коэффициент 𝑅 относительно мал. Однако
в отличие от рис. 3, хорошо видна область малых значений 𝑘, при которых 𝑅 относительно
мал и еще не достиг значения 𝑅 = 1, соответствующего полной синхронизации осцилляторов
в ансамбле. Эта область малых 𝑘 соответствует несинхронным колебаниям осцилляторов, как
в случае, изображенном на рис. 4, b. Временные реализации 𝑥𝑖(𝑡) несинхронных осцилляторов
приведены на рис. 6, b при 𝑘 = 0.0001.

На рис. 6, c приведены временные реализации 𝑥𝑖(𝑡) при 𝑘 = 0.002 (при этом 𝑅 = 0.27).
Осцилляторы в этом случае синхронизованы по частоте, но демонстрируют несинфазные ко-
лебания. В кольце существуют два кластера, внутри которых осцилляторы колеблются почти
синфазно, а между кластерами имеется фазовый сдвиг. При 𝑘 = 0.003 коэффициент 𝑅 = 1 и
все осцилляторы полностью синхронизованы. Их временные реализации при этом практически
совпадают (рис. 6, d).

Когда количество неидентичных осцилляторов в кольце становится достаточно большим,
вид зависимости 𝑅(𝑘) меняется. Например, при 𝑁 = 10 она становится сильно изрезанной в
области малых значений 𝑘, предшествующих достижению коэффициентом 𝑅 максимального
значения (рис. 7, a). Этот рисунок построен при тех же параметрах и начальных состояниях 𝑥𝑖(0)

Рис. 7. a — Зависимость 𝑅(𝑘) при 30 = −0.5 и 𝑥𝑖(0) = 0.2, 𝑦𝑖(0) = 0.1 для 𝑁 = 10. b — Зависимость 𝑅(30) при
𝑘 = 0.001 для 𝑁 = 10

Fig. 7. a — Dependence 𝑅(𝑘) at 30 = −0.5 and 𝑥𝑖(0) = 0.2, 𝑦𝑖(0) = 0.1 for 𝑁 = 10. b — Dependence 𝑅(30) at 𝑘 = 0.001
for 𝑁 = 10
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Рис. 8. a — Экспериментальная зависимость 𝑅(𝑘) при 30 = −0.5 для 𝑁 = 10. b — Экспериментальная зависимость
𝑅(30) при 𝑘 = 0.001 для 𝑁 = 10

Fig. 8. Experimental dependence 𝑅(𝑘) at 30 = −0.5 for 𝑁 = 10. b — Experimental dependence 𝑅(30) at 𝑘 = 0.001 for
𝑁 = 10

и 𝑦𝑖(0), что и рис. 6, a. Изрезанный характер зависимости 𝑅(𝑘) объясняется тем, что для полной
синхронизации большого числа неидентичных осцилляторов требуются более высокие значения
коэффициента связи, а при малых 𝑘 может наблюдаться кластерная синхронизация осцилляторов.

На рис. 7, b построена зависимость 𝑅(30) при 𝑘 = 0.001 для кольца из 10 осцилляторов.
По сравнению со случаем двух осцилляторов (см. рис. 1, a) зависимость 𝑅(30) на рис. 7, b имеет
сильно изрезанный вид, а 𝑅 всюду меньше 1, что объясняется отсутствием полной синхронизации
осцилляторов при любых значениях 30 для выбранного значения силы связи 𝑘.

Мы рассмотрели также случаи, когда начальные состояния переменных 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡) ос-
цилляторов в цепочке отличаются. Начальные условия для 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) задавались случайным
образом в диапазонах [0.2, 2] и [0.1, 1], соответственно. При этом вид зависимостей 𝑅(𝑘) и 𝑅(30)
несколько изменился, однако каких-либо качественных отличий от зависимостей, представленных
на рис. 7, не наблюдалось.

Экспериментальные зависимости 𝑅(𝑘) и 𝑅(30) представлены на рис. 8. Они качественно
похожи на аналогичные зависимости на рис. 7, полученные при численном моделировании.

Заключение

Нами проведено численное и экспериментальное исследование синхронизации в кольце
мемристивно связанных неидентичных осцилляторов ФитцХью–Нагумо. Показано, что при мем-
ристивной связи осцилляторов ФитцХью–Нагумо их синхронизация зависит не только от величи-
ны коэффициента связи, но и от начальных состояний как самих осцилляторов, так и переменных,
отвечающих за мемристивную связь. Исследованы особенности синхронизации в зависимости
от числа осцилляторов в кольце. Установлено, что зависимость синхронизации от начальных
состояний осцилляторов более выражена в кольце с малым числом элементов, при этом, чем
больше отличаются начальные состояния разных осцилляторов, тем сложнее добиться полной син-
хронизации всех осцилляторов ансамбля. Для полной синхронизации неидентичных осцилляторов
в кольце с большим числом элементов требуются более высокие значения коэффициента связи,
чем для кольца из малого числа элементов. Показано, что, в отличие от случая диффузионной свя-
зи осцилляторов, при мемристивной связи с ростом силы связи осцилляторов может наблюдаться
разрушение режима полностью синхронных синфазных колебаний, вместо которого возникает
режим несинфазных колебаний. Результаты, полученные в радиофизическом эксперименте для
кольца из аналоговых генераторов ФитцХью–Нагумо, связанных реализованной в цифровом виде
мемристивной связью, хорошо согласуются с результатами численного моделирования.

Задача управления синхронизацией в ансамблях нейронных осцилляторов актуальна для
многих приложений. Причем в одних случаях синхронизация играет положительную роль, а в дру-
гих случаях является нежелательной. Например, в робототехнике при разработке центральных
генераторов ритма важно обеспечить синфазную синхронизацию элементов ансамбля в широкой
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области управляющих параметров, а чрезмерная синхронизация нейронов головного мозга может
вызывать такие неврологические заболевания, как эпилепсия, шизофрения и болезнь Паркинсона.
Поэтому большой интерес вызывает как задача синфазной синхронизации колебаний в ансамбле
связанных нейроподобных осцилляторов, так и задача разрушения режима синхронизации.

Решению этих задач может помочь использование мемристивной связи осцилляторов. Пол-
ная (синфазная) синхронизация в ансамбле мемристивно связанных осцилляторов наступает при
меньших значениях постоянного коэффициента связи 𝑘, чем в ансамбле диффузионно связанных
осцилляторов. То есть с помощью мемристивной связи легче синхронизовать нейроподобные
осцилляторы. С другой стороны, не меняя силу связи 𝑘, можно добиться разрушения синфазных
колебаний осцилляторов, изменив начальные условия динамических переменных.
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