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ТУРБУЛЕНТНОСТЬ B СТРУЙНЫХ ТЕЧЕНИЯХ: 

ЧТО ЭТО ТАКОЕ?* 

П.С. Ланда 

- Дается краткое описание свойств турбулентных течений в затопленных дозвуковых 

струях. На начальном участке струи, где турбулентные пульсации достаточно малы, для 

расчетов процессов в струе используется метод Крылова — Боголюбова. Показано, что 

результаты расчетов хорошю согласуются с экснериментальными данными. 

Понятие турбулентности включает в себя множество самых различных аспек- 

тов. Часто этим термином называют все явления динамического хаоса, часто любые 

случайные волны B сплошных средах, даже вызванные какими-либо внешними слу- 

чайными источниками. Чтобы избежать неопределенности, в этой работе рассмат- 

ривается только гидродинамическая турбулентность. Но и она бывает разная. Суще- 

ствует так называемая развитая турбулентность, которую можно охарактеризовать 

рядом универсальных закономерностей. Пионерами работ в этой области являют- 

ся А.Н. Колмогоров и А.М. Обухов [1-4], а их продолжателями — И. Прокаччиа, 

В.С. Львов и др. [5,6]. Ho с точки зрения теории колебаний и нелинейной динамики 

более интересным является переход от ламинарного течения к турбулентному, при- 

чины этого перехода и процесс развития турбулентности на начальном участке. Из- 

вестно, что турбулентность в потоках жидкости или газа возникает при увеличении 

числа Рейнольдса, пропорционального скорости потока и обратно пропорционально- 

го вязкости. Первые экспериментальные работы по турбулентности были выполнены 

именно в этом русле [7,8]. Проблемой устойчивости ламинарного течения жидкости 

занимались такие выдающиеся ученые как В. Гайзенберг [9] и Л.Д. Ландау [10]. 

Однако их результаты носили скорее математический характер. Из них невозмож- 

но сделать заключение о механизме возникающей неустойчивости. Широко распро- 

*Статья написана по материалам доклада на VII Международной школе «Хаотические автоколеба- 

ния и образование структур», 1-6 октября 2004, Саратов, Россия 
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страненный B последние годы взгляд на возникновение турбулентности как на BO3- 

буждение автоколебаний верен только в исключительных случаях, когда в потоке 

имеется обратная связь. Как правило, такая связь отсутствует, вследствие чего авто- 

колебания возбудиться не могут даже при наличии сильной неустойчивости. Здесь 

существенно, что неустойчивость в жидкости имеет конвективный характер, а He 

абсолютный. Отсюда следует, что причиной перехода к турбулентности является не 

возбуждение автоколебаний, а некий «фазовый переход» [11], вызванный сильным 

усилением слабого шума, всегда имеющегося в любой системе. В результате такого 

перехода система может перейти в качественно новое состояние, которое как раз и 

представляет собой турбулентное состояние. 

Такой переход легко может быть прослежен на примере струйных потоков. 

В отличие от течений в каналах, струйные потоки бывают ламинарными только при 

очень малых числах Рейнольдса. В широком диапазоне чисел Рейнольдса так назы- 

ваемые гидродинамические волны, рожденные очень слабыми случайными источни- 

ками во входном сечении струи, усиливаются и распространяются вниз по потоку 

со скоростью порядка скорости струи. Частотный спектр этих волн является весьма 

широким. Однако по мере распространения спектр гидродинамических волн суще- 

CTBEHHO сужается, и на фоне этих случайных волн рождаются сравнительно крупно- 

масштабные структуры — вихри, которые получили название когерентных струк- 

тур. Образование таких структур сопровождается резким усилением интенсивности 

пульсаций скорости, что и можно трактовать как фазовый переход. Конечно, этот 

переход не является резко выраженным, как, например, B нелинейном осцилляторе 

с чисто мультипликативным myMoM [12]. Однако, как показали наши исследования, 

существует глубокая аналогия между процессами в таком осцилляторе и в струях. 

Интересно, что гидродинамические волны, взаимодействуя с каким-либо пре- 

пятствием или неоднородностью, HE испытывают простого отражения, а индуцируют 

акустические волны, распространяющиеся вверх по потоку. В свою очередь, акусти- 

ческие волны, взаимодействуя с препятствием или неоднородностью, индуцируют 

гидродинамические волны, распространяющиеся вниз по потоку. Безусловно, в этом 

заключен механизм некоторой обратной связи. Однако эта обратная связь в свобод- 

ных струях является нелинейной и довольно слабой. Она не может не только вызвать 

самовозбуждение автоколебаний, но и поддерживать уже возбужденные автоколеба- 

ния. Только в струях, взаимодействующих с жесткими препятствиями, например, B 

струях, ударяющихся об экран (так называемые импактные струи) [13], такое воз- 

буждение автоколебаний имеет место. 

Вытекая из сопла, струя жидкости всегда заметно расширяется. Это связано с 

тем фактом, что, благодаря вязкости, соседние слои жидкости все больше вовлека- 

ются в поток. Профиль средней скорости существенно изменяется при удалении от 

сопла. Если вблизи сопла он является почти прямоугольным, то далыше он посте- 

пенно становится колоколообразным. Уширение струи и изменение профиля средней 

скорости проиллюстрировано на рис. 1. 

Так как вблизи сопла, M3 которого вытекает струя, флуктуации скорости яв- 

ляются достаточно малыми, для расчета перехода к турбулентности можно исполь- 

зовать квазилинейные методы, B частности, метод Крылова — Боголюбова [14]. Мы 

рассматриваем плоскую струю и используем в качестве исходных двумерные урав- 

нения Навье — Стокса для функции тока W(t, 2, у) и завихренности fz(t, z,y). B без- 
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Puc. 1. а — схематическое изображение расходя- 
щейся свободной струи, иллюстрирующее измене- 

ние ее средней скорости и уширение пограничного 
слоя (линии 1, 2 соответствуют внутренней и внеш- 
ней границам пограничного слоя); 6 — схематиче- 

ская зависимость относительной средней скорости 
U/Up вдоль оси струи от относительного расстоя- 
ния 2 от выходного отверстия  сопла. 

размерных координатах они имеют вид 

9(-&7 Щ? у) = Alll(tfi Ш) у)’ (1) 

д0(& т, у) — дФ( у) д0( т у) + 
ot дх ду 

дФ(& 2 у) Qtz,y) — 2 ла — 

тде А — оператор Лапласа, Re = 2Uyd/v — число Рейнольдса, о — средняя скорость 

в центре сопла. Заметим, что при таком выборе безразмерных переменных круговые 

частоты @ = 2л/ измеряются в единицах S = wd/Uy = лб+, где St = 2fd/Uy — 

число Струхаля. 

В соответствии с нашими представлениями о природе турбулентности в стру- 

ях, возникновение турбулентных пульсаций вызвано, главным образом, случайными 

возмущениями на выходе сопла. В большинстве работ, посвященных устойчивости 

этих малых возмущений [15-17], авторы представляют решение в виде суммы сред- 

них значений и малых отклонений от средних. По нашему мнению, эта процеду- 

ра неудачна по двум причинам: во-первых, точные уравнения для средних значений 

неизвестны, а во-вторых, случайные возмущения вносят существенный вклад в сред- 

ние значения. Поэтому мы представляем решение уравнений (1), (2) в виде суммы 

динамических и случайных составляющих. Пренебрегая случайными возмущениями 

везде, кроме выходного сечения сопла, мы полагаем 

U(ta O’y) = Ud(ovy) + El(tv y)) V(taovy) = Ud(oa y) + Ё_д(Ё‚ у)› (3) 

ov д\ 
U(t,l‘,y) = 557 V(t,m,y) == — ЁБ— 

— продольная и поперечная скорости течения, иа (0, у) и та(0, у) — динамические 
составляющие скорости на выходе из сопла, Ei(t,y) и Eot,y) — случайные BO3- 

мущения. V3 уравнений (1), (2) следует, что динамические составляющие ua{z,y), 
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va(z,y)) и Qq(z,y) описываются уравнениями 

— дид(.’в‚у) _ д’ид(.'і‚'‚ у) (`4) од = Эа) _ ла, 
диа(2, у)  Ova(z,y) _ 

да + ду — й ш 

0Qq(z, 
ud(m,y)—%(m—?”) + va(z,y) 9% — В 

д@д(.‘і‚'‚ y) 2 azgd(m’ ’!J) 829(1(3"7 y) ) — 
252 + B2 = 0. (6) 

Поскольку аналитическое решение этих уравнений невозможно, мы задали иа(2, у) 

в форме 

1 ly| — 1 ua(z,y) = T аян (а/боо 7 то) [1 — tanh (q m— — т(ш))] , (7) 

тде 60(2) и r(r) — неизвестные функции T, д — неизвестная KOHCTaHTa, Op(z) — 

относительная толщина пограничного слоя, боо = 60(0), то = г(0). В случае лами- 
нарного истечения U3 сопла можно положить бор = 1/(б0 \/Ёе_)‚ где by — некоторая 

постоянная. 
Толщины внутренней и внешней частей пограничного слоя (61(х) и 62(т)) 

определяются соотношениями 

иа (93, 1 - 61(50)) = @, “а (o:, 1+ 62(35)) =1-aq, ® 

тдё а — число, близкое к 1. Как следует из (7) и (8), 

d1(z) _ d2(z) _ _ 9 50() + r(z) = arctanh(20. — 1), ¢ 5(2 — r(z) = arctanh(2a — 1). — (9) 

Складывая выражения (9), находим связь между д и @: 

g = 2arctanh(20 — 1). (10) 

Например, при а = 0.95 имеем 9 = 3. Подставляя (10) в (9), находим 

м() 1н8 b1, 1) 
do(z) ` 

1 = (11) И, 

@а’ 60(2) 2 ¢ 

Чтобы найти неизвестные функции B выражении (7), мы используем прибли- 

женные законы сохранения для потоков импульса и энергии. Обычно такие зако- 

ны выводятся для средних значений этих потоков, исходя M3 уравнения Рейнольд- 

са [18, 19]. Поэтому они включают в себя так называемую турбулентную вязкость. 

Мы выведем их исходя M3 уравнений (4)-(6) для динамических составляющих. С 

этой целью мы преобразуем уравнения (4)-(6) следующим образом. Подставляя 

Qq(z,y) из уравнения (4) B уравнение (6) и принимая BO внимание, что на начальном 

участке струи производные д’иа/дх° и 0%vy/0z? пренебрежимо малы, получаем 

д2и[і ('/1"7 y) 

дхду 
д°иа(2,у) _ 2 8Pug(z,y) 

+ Ud(-T,y) =0. (12) 
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Учитывая уравнение непрерывности (5), перепишем уравнение (12) B виде 

o о4н (ченрчей) _ › оаы 
= 0. 13 

ду Oz ду Ве — ду? (13) 

Интегрируя (13) но y, получаем следующее приближенное уравнение: 

2 д( ча (, у)0а (, у) 2 Oug(z,y) | ( ) _ 2 Bualzy) _ (14) 
дх ду Ке _ ду? 

Закон сохранения для потока импульса находится путем интегрирования уравнения 

(14) по у от ~00 до 00 с учетом того, что U4z, =со) = 0 и диа(х, +oo)/dy = 0. 

Таким образом, мы получаем 

o0 

д 5 [ 3(еи ау =0. (15) 
-0 

Чтобы вывести закон сохранения для динамической составляющей потока энер- 

гии, умножим уравнение (14) на 2uq4(z, у) и преобразуем его к виду 

3 2 2 Ougy + д(идча) _ iud 0%ug (16) 

oz ду Re ° ду? 

Интегрируя затем (16) по у от —со до 00 и принимая BO внимание указанные выше 

траничные условия, находим 

э Т 4 T / диа(т,у)\? 
3o /Ui(w,y)dy=—R—e/ (—%5—”) dy. (17) 

—0 —0 

Так как uq(z,y) является четной функцией y, из (15) и (17) получаем следующие 

приближенные уравнения: 

Of ui(z,y) dy = иа (0, у) ду, (18) 
0 

/ диа(г, ) 4 7 диа(г, у) \? 2 сча — E сча у) 

0 0 

Подставляя (7) в (18) и учитывая, что 

o0 

/ЫЁ(О‚ y)dy ~ 1, 
0 

находим соотношение между 7(z) и do(z): 

In [2cosh (60(&) +r(w)>] — 5{%5) + т(2) — % [1 + tanh (б ы +т($))] = 
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Ha участке струи, где выполняется условие 

q 
— » 1, 21 
8o(z) = 

соотношение (20) сводится к 2r(zr) = 1, то есть 7(z) = то = 0.5. Отсюда и из (13), 

(11) следует, что 

62(2) ~ Ёбоз(т) . 

Подставляя (7) в (19) и принимая Bo внимание (20), мы находим дифференциальное 

уравнение для 60(2): 

{5 tanh < бо(Ёа:) + то> — 4 — cosh™2 ( бо(ЁіБ) + r0> — бЁ(Ёс) [1 — tanh (ЁЁБ + то) + 

+Ё (3 + tanh (б—о% + то)> cosh 2 ( бо[Ёш) + ro)] } ‘іб;і‘”) = 

6,() & (22) 

х [1 +tanh< +7"0) + cosh™2 ( 7 +7'0>] ‚ (23) 9 

do(z) do(z) 
Аналитически решение этого уравнения можно найти только при условии (21). При 

этом условии уравнение (23) принимает вид ` 

(ібо (IE) _ 16q2 

ах — 3Re60 (:Ъ‘) ’ 

() = 8o + к, 9 — о 25) 
где & = 164° / (ЗКе). 

Выражения для vy (z,y) и Фа(т, у) могут быть найдены путем решения урав- 

нений (4), (5). В результате находим 

(24) 

откуда следует 

16951 
ид(ш‚у) =—= — 95828 х 

ЗКеёо () (1 + tanh(q/dq0 + 'ГО)) 

alyl =1 ааы (( с — Х[ bo(z) ©° h( 80 (z) °> 

) cosh (а( — 1)/8o(z) — ?“о)] 
— ‚ (26) 

cosh (q/60 (z) + то) 
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51 
Qd(xay) = — ЧЕ х 

80(z) (1 + tanh(g/d00 + o) ) 

х { (1 , 2560 (Jy| - 1›2) cosh=? (№ —…) _ 
988 (x)Re? 

2564° @ -( 9° 9° _ | «! -1 _\ _ 
"9l (2)RE [бё(ш) cosh (ao<w>+’"°> 5(@) ("у‘ …‘“Ш( 50(@) ”’) 

—чаа (9 псозъ(‹;(іуі—ю/бо(ш›—…) 
an (55 +0) ) + cosh(a/oo() + ) }} @) 

Подставляя далее B уравнения (1), (2) 

o(t, , у) д tu' ) 

О(& 2 у) = ua(z,y) + % — У(#, , у) = valz,y) — ч( у) 
Oz ’ 

(28) 

Щ(Ё‚т‚у) = Qd(‘Ta y) + 9(?5‚35‚21)- 

и учитывая (4)-(6), находим уравнения для стохастических компонент (i, т у) и 

Q(t, z,y), которые запишем в виде 

© — А = 0, (29) 

0Q 0Q д0 oy д\у 2 _ 
эр T 4а( ) оу + 94(5 й) 97 — Qay(2,y) 5 + Qaalz, у) д — в Q= 

_ ду д0 oy д90 

° 9z ду oy 0z’ (30) 

- д94(2.) д94(2. ) — d\T, Y _ да (2, у 
de(w,y) - дт > Qdy(m,y) - ду 

Согласно (3), граничные условия для уравнений (29), (30) имеют вид 

o ду| — 
Ё 5— — El(ta у)э -y 50 — EQ(tay)' (31) 

Уравнения (29), (30) с граничными условиями (31) мы решаем методом Кры- 

лова — Боголюбова для распределенных систем [20]. В нулевом приближении мы 

получаем следующее уравнение для стохастической компоненты функции тока: 

дАуо дАуо дАуо 
3t + ug(z, у) т + 0а( у) 5y — 

д д 2 
—Qay(z,y) _дЧ)?о + ©аг (, у) —8%9 — R—eAA'U;o = 0. (32) 
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Частное решение уравнения (32) ищем B виде суммы бегущих волн частоты S с 

медленно меняющимся волновым числом ©)(5, z): 

Yo(t, z,y) = /f(s)(myexp[ (St—/QSm )] ds. (33) 

Принимая во внимание, что струя расширяется медленно, функцию ) (, у) и вол- 
новое число (S, &) можно представить B виде ряда по некоторому условному Ma- 

лому параметру и ~ 1/v/Re: 

f(s)('T?y) = fO(Samay) +|“‘fl(s,$)y) + 

Q(Safl") = QO(SJx) + MQl(S,fU) ., (34) 

тде fo(S,z,y), f1(S,z,y), ... — неизвестные функции, которые (вместе со своими 

производными) должны обращаться в нуль при у = +00. 
Подставляя (33), с учетом (34), в уравнение (32) и сохраняя члены, содержа- 

щие только первые производные по г, получаем для функций fo(S, z,y) и ЛА (5, 2 у) 

следующие уравнения: 

Lo(Qo)fo = 0, (35) 

Lo(Qo) Л = iQ1L1(Qo) fo — L2(Qo) fo, (36) 

где 

Lo(Qo) = #(5 — ua(z,4)Qo) (58—;2 —@Ё) + 0a(z, у) (дд_; -@ д%) й 

‚ д 2 / 8* д2 
+1Qo Qay (7, у) + Эаа (2, у) 3 — Re (8—y4 — 20 д° + @Ё) ‚ (37) 

L1(Qo) = ua(z,y) (д 5 3Qo> +25Q0 — 2iQova(2,y) 5~ — 

8 
~Qqy(z,y) + Ё‹СЁО ( i Qo) (38) 

3 
Lo(Qo) = 5 (2@0 = + %) + ча (2, у) {'д_' — 3% <QO д5 ° %)} B oz dzoy? 

д? 6Q0 д д -на( (200 50+ 22 %) - Эаы рн 69 
д° д@о д 9 д®о 

"Re [ЩО доду * да oy — (290_”79?)] 
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Уравнение (35) ¢ указанными выше граничными условиями описывает HECAMOCO- 

пряженную краевую задачу, где о играет роль собственного значения. Подобные 

краевые задачи, но на конечном интервале, решались М.В. Келдышем [21]. Соглас- 

но теореме Фредгольма для линейных краевых задач, описываемых неоднородными 

уравнениями, уравнение (36) имеет нетривиальное решение только при условии 

(¢ 0] ©О 

@: / %(S, 2,4)L1(Q0) fo(S, 7, у) dy — / %(S, 2,9)L2(Q0) o S, 2,y) ау = 0, (40) 
— —0 

тде %(S,z,y) — комплексно-сопряженная собственная функция сопряженной 
краевой задачи, описываемой уравнением: 

(2 —) [(5-wale@0)i] - (25 - @ ) (vatei) + 

д(©4а»(2,9)х) o /g% P 
+iQoQay (2, )х — Ц - = (д—уё - 20} @ё +@3>“‹> =0. (41) 

Условие (40) позволяет найти поправку ©01(5,т) к собственному значению 

Qo (Sa СБ) ы ` 

Действительная часть собственного значения ©(5, z) равна реальному волно- 
вому числу K (S, z), которое позволяет найти фазовую скорость волны, а мнимая 
часть Q(S,z) определяет коэффициент усиления волны ['(S, z). Найденные таким 

образом зависимости Г от S для ряда значений х показаны на рис. 2. Мы видим, что 

диапазон частот (B числах Струхаля), в котором происходит усиление гидродинами- 

ческих волн, во-первых, существенно сужается при удалении от сопла, а во-вторых, 

значительно сдвигается в низкочастотную область. 
Полученные HAMH — результаты 

дают хорошее качественное согласие с 
известными экспериментальными дан- РГ 

ными и позволяют объяснить MHOTHE 6.0 L 
наблюдаемые явления. При этом оказы- - 

вается, что часто в объяснениях, давае- 40 

мых экспериментаторами, причина при- 

нимается за следствие и НЗОбОРОТ. 

Характер зависимостей коэффициента 0.0 ¥ 

усиления гидродинамических волн от 

частоты и расстояния от сопла позволя- 

ет сделать заключение о BO3MOXHOCTH Рис. 2. Зависимости КОЭффИЦИСНТЗ усиления Г ГИДд- 

родинамических волн от числа Струхаля для раз- 
моделирова . процессов B CIPYC L оовых расстояний от сопла. Значение безразмерного 

почкой нелинейных осцилляторов И ВЫ- — расстояния @ указано возле соответствующей кри- 

брать параметры этой модели. вой 

8.0 & 
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TURBULENCE IN JET FLOWS: WHAT IS IT? 

PS. Landa 

Brief description of the properties of turbulent flows in submerged subsonic jets is 

given. Within the jet’s initial part, where turbulent pulsations are sufficiently small, @с 
asymptotic Krylov—-Bogolyubov method is used for calculating of the jet processes. It 15 

shown that the results оЁ the calculations are in good coincidence with experimental data. 
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