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ФАЗОВО-АМПИЛИТУДНЫЕ КЛАСТЕРЫ 

В АНСАМБЛЕ TEHEPATOPOB ВАН ДЕР ПОЛЯ* 

В. В. Клиньшов, В. Б. Казанцев, В. И. Некоркин 

В работе представлены результаты исследования коллективной динамики ансамбля 

тлобально связанных генераторов Ван дер Поля. Исследуется эффект формирования 

фазово-амплитудных кластеров согласно заданному стимулу. Кластеры соответствуют 

разбиению генераторов на две группы, колебания в которых происходят в противофазе. 
Эффект может быть использован для осуществления различных процессов обработки 
информации, B частности, для записи, хранения и раснознавания бинарных образов. 

Введение 

Интерес к исследованию информационно-вычислительных систем, в той или 

иной степени имитирующих процессы в нейронных сетях мозга, — нейрокомпьюте- 

ров — чрезвычайно вырос в последнее время. В значительной степени это объясняет- 

ся тем, что казавшаяся еще сравнительно недавно чисто теоретической проблема по- 

строения таких систем в связи с успехами современной молекулярной и полупровод- 

никовой микроэлектроники приобрела прикладной характер. Сейчас вполне обосно- 

ванно считается, что новая генерация компьютеров будет базироваться на принципах 

нейрокомпьютинга. 

Структурно нейрокомпьютеры представляют собой сети, состоящие W3 

большого числа взаимодействующих активных элемевтов, работающих параллель- 

но. В основе работы нейропроцессоров лежит коллективная динамика нелинейных 

взаимодействующих подсистем, приводящая K процессам структурообразования и 

реализующая механизмы ассодиативной памяти. Динамические свойства элемен- 

тов нейропроцессоров варьируются в достаточно широких пределах. В процессо- 

pe Hoppfild [1-3] это бистабильные элементы, в нейрокомпьютере Hoppensteadt- 

* Статья написана по материалам доклада на УП Международной школе «Хаотические автоколеба- 

ния и образование структур», 1-6 октября 2004, Саратов, Россия. 
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Izhikevich [4] - простейшие колебательные элементы (B приближении фазового опи- 

сания), а B сети Baird, Eeckman [5] элементы могут демонстрировать хаотическую 

динамику (см. также [6,7]). 

Важной характеристикой нейрокомпьютерных процессоров является архитек- 

тура связей между элементами. Именно за счет подходящим образом организован- 

ной структуры связей и пространственной конфигурации процессора удается осу- 

ществить B нейросистемах даже с очень простой собственной динамикой элементов 

сложные вычислительные процедуры. Например, нейропроцессор Хопфилда, меж- 

элементные связи которого удовлетворяют так называемому правилу Хебба (правилу 

формирования определенной матрицы весовых коэффициентов), может осуществ- 

лять запоминание и/или распознавание бинарных информационных образов. 

В данной работе будет показано, что на базе сети глобально связанных генера- 

торов Ван дер Поля может быть реализован нейропроцессор типа Хопфилда. Будут 

представлены результаты исследования коллективной динамики системы. Изучены 

процессы формирования фазовых и фазово-амплитудных кластеров в соответствии с 

бинарным информационным шаблоном, задаваемым через матрицу коэффициентов 

связи. Такие свойства системы позволяют осуществлять запись, хранение и распо- 

знавание двоичных образов, кодируемых B виде фазовых кластеров. Будут изучены 

характеристики процесса фазового кластерообразования, 

В разделе 1 мы вводим в рассмотрение модель сети генераторов Ван-дер-Поля. 

Раздел 2 посвящен вопросу формирования в системе фазовых кластеров и «запоми- 

нанию» наперед заданных шаблонов. В разделе 3 рассматривается более общий слу- 

чай фазово-амплитудных кластеров. В разделе 4 обсуждаются временные характери- 

стики динамики системы. Раздел 5 посвящен функционированию сети при частично 

«испорченных» связях между элементами. В разделе 6 мы касаемся проблемы рас- 

познавания образов в изучаемой системе. В Заключении кратко сформулированы 

основные результаты работы. В Приложениях 1, 2 и 3 представлены доказательства 

некоторых вспомогательных утверждений. 

1. Модель 

Рассмотрим сеть, состоящую из N генераторов Ван дер Поля, связанных гло- 

бальной резистивной связью по току. Динамика такой сети описывается следующей 

системой 

ВВ +Q p,d (l—z +Ezcjk<dt dt) (1) 

где 7 = 1, N, Z; - напряжение на выходе 7-го генератора; 0 < ц < 1 - малый napa- 

метр; € - положительный параметр, характеризующий силу связи между элемента- 
ми; С = {с;; } - симметричная (с;ь = Cj;) матрица связи, формирующая архитектуру 

сети; ©) - частота колебаний B j-M элементе сети при е = 0. Будем рассматривать 
динамику системы (1) в случае достаточно слабого взаимодействия (€ = ) и малых` 

частотных расстроек §; между элементами (©, = 1 + pk;). Как известно [8], в этом 

случае систему (1) можно усреднить по периоду быстрых осцилляций и перейти K 
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укороченным уравнениям для фаз и амплитуд 

arj — ШП—т2)+ёЁС'Ь(ТкСОБ(ФЬ—Ф')—7")› й 9 27 о - й й 7 

(2) 

do; Е, + @ Ё T—kcjk sin(¢r — Py ) ат 2 

тде т = ш4, а г; и ф; - амплитуда и фаза j-ro элемента, соответственно. 

2. Фазовые кластеры и запоминание образов 

Покажем, что в сети (2) могут 

быть сформированы так называемые фа- 

зовые кластеры (группы  элементов 

с близкими значениями фаз), отвечаю- 

щие наперед заданному шаблону. Рас- 

смотрим сначала случай достаточно «сла- 

бых» связей между элементами. Пусть 

начальное распределение фаз колебаний 

генераторов ф; будет произвольным, а 

амплитуды колебаний г; в начальный 

момент удовлетворяю_т условию г) 2 Г. Рис. 1. Границы инвариантной области в зависи- 
(см. Приложение 1, П.1.4). Поскольку — мости от величины & 

эти начальные условия принадлежат бас- 

сейну притяжения области I (рис. 1), всё траектории системы (2), «стартующие» с 

них, попадают за некоторое конечное время в область I и из Hee He выходят. Нетруд- 

но видеть, что при 6 — ( «размеры» инвариантной области / удовлетворяют усло- 

BHIO 

г° — 1, rt — 1, 

и, следовательно, можно считать, что г; ~ 1,7 = 1,М. В этом случае динамика 

системы (2) фактически определяется системой уравнений для фаз 

аф; ах олы w a0 © 
Система (3) является градиентной, поскольку может быть представлена в сле- 

дующем виде: 
аф; д0 
= 4 o o @ 

где 

d 
4 

N N 

U(dr,.,0n) =—5 3 сд сов(фь — фу) — Ъ &y ©) 
jik=1 j=1 
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В силу градиентности системы (3) при любых начальных условиях траектории CH- 

стемы (3) асимптотически стремятся K одному из устойчивых состояний равновесия, 

соответствующих локальным минимумам функции Г/(ф1,.., фм). Координаты каж- 

дого из состояний равновесия системы (3) определяют некоторое распределение фаз 
колебаний {ф; }. 

Рассмотрим задачу о формировании в сети генераторов фазовых кластеров в 
соответствии с некоторым наперед заданным шаблоном. Пусть ¥ = (Ф,,.., у) - 

вектор-строка, элементы которой равны ; = +1; данная строка может содержать 
некоторую информацию в двоичной кодировке. Например, это может быть черно- 

белый зрительный образ. Определим на множестве M3 № элементов, входящих B 

систему, два подмножества 

Sp = 17 =1э_№‹\1’]' = +1}, 

— ©) 
бт = {7 = 1, М|Ф; = —1}. 

Зададим матрицу связи с;; так, чтобы при любых начальных условиях в сети 
(1) формировались два фазовых кластера, B один из которых входят только элементы 

с номерами 7 € Sp, а в другой - только с 7 € Sy,, причем эти два кластера долж- 

ны колебаться в противофазе. Для этого матрицу связи необходимо определить в 

соответствии с так называемым правилом Хебба [9] 

1 

2.1. Сеть тождественных генераторов. PaccMOTpHM сначала процесс фор- 

мирования фазовых кластеров в случае отсутствия частотных расстроек между эле- 

ментами (§; = 0). В Приложении 2 показано, что в этом случае потенциальная 

функция U (5) вида 

а 
N 

Ulo, .., ‘PN) = —m_—l)jgz:l ‘I’j‘I’k СОЗ(фЬ — фд') 

имеет линию локальных минимумов 

T . 5 

Состояния равновесия системы (3), соответствующие линии L, имеют N — 1 отрица- 

тельных ляпуновских показателей и один нулевой, отвечающий этой линий. В этих 

состояниях равновесия фазы {¢;} образуют требуемое распределение. При этом фа- 

зы {¢;} образуют две группы с разностью фаз между ними л. Другими словами, 

сеть (1) распадается на две группы элемевтов, B одну U3 которых входят элементы с 
. ‚ л 
7Е 55, Ф; = фо + 7° а в другую - с j € Sy, ф; = фо — Э° Следовательно, система (1) 

осуществляет запоминание образа (шаблона) ¥ в виде фазовых кластеров . 

IOnucaHHy}o динамику ансамбля качественно можно пояснить с точки зрения ВЗ&ИМОДейСТВИ_Я пар 

осцилляторов: пары с одинаковым значением Ф; имеют положительную связь с;у и стремятся синхро- 
низоваться в фазе, а с противоположными, соответственно, в противофазе. Важно, что «стремления» 
различных пар HE противоречат друг другу, и существует только одно состояние, B котором все они 
удовлетворяются, 
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a 2 6 

Рис. 2. Зависимость от времени фаз (а) и амплитуд (6) ансамбля идентичных генераторов. На графике 
2, а в полярных координатах вдоль радиуса отложено время, а угловая координата соответствует фазам 
генераторов. N =5, ¥ = (+-1,+1, —1, —1, —1), 4 = 0.05 

а 6 в 

Рис. 3. Формирование фазовых кластеров в ансамбле N = 6536 генераторов. Цветом обозначены фазы 
тенераторов, для наглядности элементы выстроены B решетку 66 х 66. Начальный (а), промежуточный 

(6) и конечный моменты времени (в) 

Процесс образования фазовых кластеров иллюстрирует рис. 2, на котором 

представлены результаты численного моделирования системы (1) при случайных на- 

чальных условиях. В системе образуются два фазовых кластера (рис. 2, а), а ампли- 

туды быстро достигают значений, близких к единице (рис. 2, 6). 

Совершенно аналогично происходит процесс фазового кластерообразования 

в сети из болышого числа элементов. На рис. 3 представлены «мгновенные сним- 

ки» распределения фаз колебаний в последовательные моменты времени в сети из 

N = 4356 элементов. В качестве шаблона была выбрана картина Леонардо да Вин- 

чи «Мона Лиза», которая была закодирована бинарным способом. Для наглядности 

тенераторы локализованы в узлах пространственной решетки. 

2.2. Сеть генераторов в случае частотных расстроек. — Пусть теперь в си- 

стеме (3) присутствуют частотные расстройки. Для определенности предположим, 

что частоты собственных колебаний генераторов распределены в некотором интер- 

вале и § = sup |&;|. Наличие расстроек может существенно повлиять на динамику си- 
7 

стемы и, в частности, на процесс кластерообразования. Значительная разница частот 
может привести K неправильным фазовым: соотношениям в установившемся режиме 
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Рис. 4. Максимальная расстройка, при которой дости- 
гается формирование фазовых кластеров с разбросом He 
более 8¢ = л/8, в зависимости от силы связи @. Сплош- 

ная линия - результаты численного счета, пунктирная 
- численная оценка. На полярных графиках приведены 
типичные зависимости ф(т) для случаев © < Cmax И 
5 > Бшах. М = 6 

или к отсутствию синхронизации вообще. Отметим также, что в этом случае точное 

совпадение фаз ф; внутри кластера невозможно и можно ожидать образования кла- 

стеров с некоторым внутренним разбросом фаз 6ф. Найдем условия на параметр &, 

при которых невозможно образование фазовых кластеров с внутренней разностью 

фаз не более 8¢ (0 < 6ф < л/2), таких что 

( -0t 1<, =, 
6 ©-Ф 9 ® 

& - o7 = 
Поскольку фазовые кластеры (8) соответствуют устойчивому состоянию равновесия 

системы (3), элементы должны удовлетворять следующей системе уравнений: 

d N 

m;‘l’j‘l’ksm(%—%) =g, j=1LN. (9) 

Оценим левые части системы (9) при условии (8) 

^ а & а 
> @;Ч, вт(фь — Фу)| < ] > sin( — ;)| < 5 sindo. 
k=1 k=1 

d 
2(N — 1) 

Отсюда нетрудно видеть, что система (9) будет несовместной, если 

4. 
5> ЁБШБФ' (10) 

Таким образом, в области параметров, выделяемой неравенством (10), требуемые 

фазовые кластеры не существуют”. Вне этой области параметров фазовые кластеры, 

в принципе, могут существовать даже при наличии B системе (3) расстроек Е,. На 

рис. 4 B плоскости параметров (d, ©) численно построена область й., для которой B 

сети U3 щести элементов происходит образование двух фазовых кластеров с внут- 

ренней разностью фаз не более d¢ = л/8 для случайно распределенных в интервале 

[€;] < 5 расстроек и случайно заданного образа W, 

2 : 
Отсюда следует, в частности, что для 8 = 5 фазовые кластеры вообще не существуют при § > %, 

и элемевты ансамбля колеблются с разными частотами 
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3. Фазово-амплитудные кластеры 

Рассмотрим теперь динамику системы (2) при произвольных значениях коэф- 

фициента связи d. Предположим, что частотные расстройки отсутствуют, то есть 

6; = 0. В этом случае ограничиться лишь фазовым описанием динамики нельзя, 

поскольку размеры инвариантной области Г становятся существенными (CM. рис. 1), 

и амплитуды колебаний элементов могут значительно отличаться от единицы, ока- 

зывая влияние на динамику фаз. Покажем, что для этих @ в системе (2) возможно 

образование более сложных кластеров - фазово-амплитудных. 

Пусть элементы сети по-прежнему взаимодействуют в соответствии с прави- 

лом Хебба (7). Будем искать решение системы (2) в виде двух фазово-амплитудных 

кластеров, то есть 

Тр если j € Sp, 
ri = 

! т если j € Sy, 

o Фр, если 7 € S, 
i = . 

Ф если j € 5. 

Из (2) получаем систему для переменных Tp, Ty, A следующего вида: 

@тр _ Т 2 а 
dr E(l_rp)+2(N_1)NP(TP+Tm)a 

@т _ Тт 2 
dt - 7(1_7‘772.)_'_ 2(№_1)№т(7°р+7°т)э (11) 

аАф 4 (тр Tm\ . о З[ ов ™ A 
ах 2 (т… ы Тр ) шАФ 

тде М, и М, - соответственно «размеры» множеств Sy, И Sp, Аф = фр — фт. Мож- 

но показать, что для фиксированных М и М, система (11) имеет единственное 

устойчивое состояние равновесия О(гр = груТт = 17, Аф = л), принадлежащее 

инвариантной области [, где г и г - решения нелинейной системы следующего 

вида 

(N — 1)тр(1 — 7*12‚) +dNp(rp +71m) = 0, 

(12) 
(М - Эга (1 — 72) +dNp(rp+mm) = 0. 

Заметим, что в системе (12) гр и 77, зависят не только от козффициента связи а, 

но и от параметров N, и М. На рис. 5 для сети из N = 8 элементов представлены 

значения T, и Ty, для двух значений параметра d, полученные путем численного 

решения системы (12). 

На рис. 6 представлен процесс образования фазово-амплитудных кластеров в 

сети M3 восьми элементов для @ = 0.5,\ = (+1,+1, —1, —1, —1, —1, —1, —1). Эле- 

менты сети делятся на две группы, имеющие различные амплитуды и фазы, соответ- 

ствующие множествам Sp и бл. 
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Puc. 5. Амплитуды фазово-амплитудных кластеров 

при N = 8. Каждая точка соответствует одному 

значению параметров Ми и @ 

Рис. 6. Формирование фазово-амплитудных 
кластеров. @а — зависимость фаз от време- 

ни, 6 - проекция фазового портрета систе- 

мы на плоскость амплитуд и фаз, в — за- 
висимость амплитуд от времени. N = &, 
T = (+1,+1,-1,-1,-1,-1,-1,-1),d = 

0.5 

4. Время ответа ансамбля 

Процесс записи образа-шаблона с помощью системы (1) занимает определен- 

ное время. Для характеристики длительности этого процесса введем понятие вре- 

мени ответа таф ансамбля: назовем так время, за которое фазовые соотношения B 

ансамбле становятся соответствующими предъявленному образу W с точностью до 

6ф, то есть для любой пары ;, & выполняются условия 

|Ф; — ф&| < 89, если Т; = Uy, 

|фі_ф1с_д| < 6ф, если Ф; = —Ф,. 
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Время ответа зависит от параметров системы M, очевидно, от начальных условий. 

На рис. 7 приведена зависимость среднего времени ответа системы таф (8¢ = л/8) 
от коэффициента связи d для двух 3Ha- 

чений N. Усреднение проводилось по 8 

реализациям со случайными начальны- 

ми условиями. Видно, что зависимость 
среднего времени ответа от силы свя- 
зи имеет вид, близкий к т ~ @ . По- и 
этому для достаточно быстрой записи 101 
образа в сеть (1) необходимо обеспе- o 

чить HE слишком: малый коэффициент й 00' — _ : . _ 

связи между элементами. Заметим так- 10-2 10—! а 
же, что при увеличении числа генера- ' 

торов № время ответа Bospactaet. Одна- Рис. 7. Зависимость времени ответа системы от ко- 

KO, как показали результаты численного — эффициента связи, 6ф = л/8. Точками обозначены 
моделирования, размер системы [V вли-  результаты усреднения трех реализаций со случай- 
яет на время ответа гораздо слабее, чем — НЫМИ начальными условиями, прямыми - аппрок- 

симация вида Tsp ^ @ —. N = 4, 8 
сила связи 4. 

ХвФ ¢ 

102} 

5. ДИНВМИК& сети с «поврежденными» связями 

Рассмотрим динамику сети (1), в которой связи между некоторыми элемента- 

ми отсутствуют (сру = 0). Несмотря на отсутствие части связей, за счет взаимодей- 

ствия с оставшимися элементами элементы с поврежденными связями могут CHH- 

хронизоваться, не нарушая структуры кластеров, соответствующих данному образу 

\ (см. сноску 2 на стр. 134). Можно утверждать, что синхронизация какого-либо 

элемента нарушится только в случае его полной изоляции от сети (сук = 0 для всех 

k). Тогда, очевидно, 7'-й элемент HE попадет ни B один из формирующихся кластеров 

и, следовательно, требуемые фазовые соотношения не могут быть достигнуты. 

Введем понятия степени повреждения ансамбля и качества его работы. Степе- 

нью повреждения & назовем отношение 

_ Ly 
- H 

Lo 

rae Г,р - число «поврежденных» связей, а о; = М(М — 1) - полное число связей. 

Качеством работы д ансамбля назовем величину 

_ Ма = 

тде М, - число тенераторов, достигающее нужных фазовых соотношений, Как сказа- 
но выше, Np, = N — Ny, тде №;, - количество полностью изолированных элементов. 

Пусть связи разрываются случайным образом. Можно показать, что при боль- 
ших N зависимость д(з) имеет вид (см. Приложение 3) ' 

g=1-3s". (13) 
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Рис. 8. а — качество работы ¢(s). Сплошная линия - результаты численного моделирования, усреднен- 
ные по 3 реализациям, пунктирная - аналитическая оценка; 6 — время ответа ансамбля Tsy B ЗАВИСИМО- 
сти от степени повреждения связей s. N = 20,а = 0.1 

Отсюда следует, что чем болыше значение [N, тем выше надежность системы. На- 

пример, для снижения качества работы ансамбля из 20 генераторов на 10% в нем 

необходимо разорвать около 90% связей. Такой результат достигается из-за избыточ- 

ности связей в сети, так как каждый элемент в ней связан с каждым другим. 

На рис. 8, а приведены результаты численного моделирования системы (1),(7) 

при случайном разрывании связей. Эти результаты хорошю согласуются с оценкой 

(13). Отметим также, что «испорченная» система характеризуется большим време- 

нем ответа, чем исходная® (рис. 8, 6). 

6. Ансамбль B режиме распознавания образов 

В разделе 2 мы рассмотрели систему (1) в режиме запоминания заданного би- 

нарного образа, когда матрица связи задавалась o правилу Хебба (7). В этом случае 

динамика ансамбля характеризуется наличием единственного аттрактора, а именно: 

предельного цикла, отвечающего синхронным колебаниям генераторов с определен- 

ными фазовыми соотношениями. Однако, если определить связи между элементами 

по-другому, система может выполнять и иную функцию, а именно: распознавать 3a- 

тшумленные образы из некоторого набора. Так, пусть имеется M различных бинар- 

ных образов TV @M а нас интересует, какому из них соответствует какой-либо 

искаженный образ W, Пусть матрица связи задана следующим образом: 

M 

Ш 10ф 
С]'}д = ; ]\]_—іФ] Ф]с . (14) 

Тогда при небольшом числе М в системе (3) существует уже не одно, а М` устойчи- 

вых состояний равновесия, каждое M3 которых отвечает формированию кластеров, 

определяемых одним из образов (), В этом случае в зависимости от начальных 

условий система придет в одно M3 этих состояний равновесия. Следовательно, неиз- 
вестный образ U™ может быть распознан, если отвечающие ему начальные усло- 

3 @ 
ДЛЯ «иснорченной» системы время ответа определялось по достижению нужных фазовых COOTHO- 

шений между неизолированными ГСНСраТОР&МИ. 
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Рис. 9. Динамика ансамбля N = 20 генераторов ¢ 

M = 3 записанными образами. а — записанные 06- 
разы: 6 - зависимость фаз генераторов от времени;` 
в — оттенками серого обозначены фазы генераторов 
в начальный, промежуточный и конечный моменты 

времени 

вия принадлежат области притяжения соответствующего образа из «библиотеки» 

системы. 

На рис. 9 представлена динамика системы (1),(14) при N = 20,M = 3. 

В матрицу связи записаны бинарные образы, соответствующие первым трем буквам 

латинского алфавита (рис. 9 а). Ансамбль формирует фазовые кластеры, соответ- 

ствующие образу буквы «А» (рис. 9 в),к которому были наиболее близки началь- 

ные условия, то есть в зашумленном образе распознает один M3 наперед заданного 

набора. 

Заключение 

В работе исследована динамика ансамбля генераторов Ван дёр Поля с гло- 

бальной резистивной связью. Показано, что основным эффектом фазовой динамики 

системы является формирование фазовых кластеров, определяемых матрицей связи. 

Учет амплитудной динамики позволил получить более сложные фазово-амплитудные 

кластеры, которые проявляются при достаточно большом коэффициенте связи 4. Ин- 

терпретируя распределение генераторов по двум кластерам как некую информацию 

в двоичном коде, можно осуществлять с помощью предложенной системы запись, 

хранение и распознавание бинарных информационных образов. Указан вид матрицы 

связи, при которой можно добиться выполнения ансамблем этих функций. 

Исследованы характеристики динамики ансамбля и показано, что она является 

достаточно устойчивой как к расстройке параметров отдельных элементов, так и K 

частичному повреждению связей между ними. Если эти нарушения не превышают 

некоторого порога, функционирование системы существенно не меняется. 

К недостаткам изученной системы следует отнести достаточно малую емкость 

«библиотеки» в режиме распознавания. Емкостью назовем максимальное число 00- 

разов Муах(№М), при котором сеть функционирует правильно. При увеличении М 
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проявляется несколько нежелательных эффектов. Во-первых, это появление так на- 

зываемых «паразитных» аттракторов, HE соответствующих ни одному образу из Ha- 

бора ), ., ®(М), Во-вторых, при увеличении М происходит потеря устойчивости 

некоторых состояний равновесия, отвечающих образам из «библиотеки», что приво- 

дит к невозможности эти образы распознать [6]. 

Работа поддержана грантом РФФИ Ne(3-02-17135, грантом Президента РФ 

для поддержки молодых российских ученых и их руководителей MK-4586.2004.2, 

грантом СКРЕ (программа BRHE, REC-006), Фондом содействия отечественной 

науке. 

Приложение 1 

Существование инвариантной области 

Покажем существование в фазовом пространстве системы (2) инвариантной 

области. Пусть В = вирт;. В силу (2) имеем 
2 

N 
аВ R 2) d R 9 
т —=(1- В“) Е;с]›;„(т'ксоз(фь—фд) — Ё) < 5(1—3 ) + RdA(N —1) s;’lfcjk. 

(П.1.1) 

Из (I1.1.1) нетрудно получить, что 

а 
в& <0, если В > г°, (П.1.2) 
dt 

где т° = /1428, & = d(N — 1) sup ¢jk. Отсюда вытекает, что при T, превышающем 
7& 

некоторое конечное значение Ty, амплитуды колебаний генераторов удовлетворяют 

неравенствам 

rit) < 7°, ; = 1, № (П.1.3) 

Будем рассматривать область параметров, выделяемую условием у < 1, где у = 367° 

(данное условие имеет место при 6 < 8g ^ 0.2688). Покажем теперь, что 

ат; 

Zi>0, если г; € [г ‚г”], (I1.1.4) 
dt 

„е 2 9 4 2 6 2 
т о = — со (Ё + ?fl), rt = — cos(—g + ?n), @ = arccos у. 

Действительно, принимая Bo внимание (П.1.3), получаем, что 
И, . ‚ 

3 Z cik(rr cos(Pr — фу) — т;) > —d(N - 1)v1 + 26 вц%› ¢k = —д7°. — (П.1.5) 
k=1 I 

Torga, используя (I1.1.5), из (2) получаем 

‹ітд T 0 - 2 (1- 77 ) or”. (П.1.6) 
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Нетрудно видеть, что функция, стоящая B правой части (П.1.6), является неотрица- 

тельной при г; € [r~, 7] и, следовательно, условие (П.1.4) действительно выполня- 

ётся. 

Таким образом, при у < 1 одновременно выполняются условия (П.1.3) 

и (П.1.4). Поскольку 7" < В?, выполнение этих условий означает, что на грани- 
це области 

Т = {ф_і‚‘!'ііф]' € Sl,r+ <r; < ТО} 

векторное поле системы (2) ориентировано внутрь этой области. Следовательно, 

I - инвариантная область системы (2). 

Приложение 2 

Докажем, что функция 

N 

U1, 0n) = — > T;T, сов(фь — фу) (0.2.1) 
Jk=1 

имеет минимум только B точках ф; = фо-- 5 Ч, где фо - произвольное число. Сделаем 

замену переменных 

л . <— 

; =¢j — Ф + 5 (¥ — Ф1), j=Lm, 

тогда (11.2.1) переписывается в виде 

N 

U=- Z сов(фь — Фу) = —5? — 52, (П.2.2) 

Jk=1 

N N 

SC=ZCOSCPk, SSZZsincpk 

7=1 7=1 

Запишем необходимые условия минимума функции (7(фэ..Фу) 

д0 — 

где 

<— = 2(Scsing; — 5, сов ф;) = 0, 7 = 1, М, (П.2.3) 
el 

д° ‚ — 
5е = 2(5 сов ф; + 5, в фу) > 0, 7 = 1, М. (П.2.4) 

Ё 
Отметим, что обе суммы S; и S; не могут одновременно быть нулевыми, иначе не 
выполняется (П.2.4), следовательно, из (П.2.3) все тангенсы tan ф; равны между CO- 

бой. Ho ф1 = 0, значит tan ф; = 0, и Ф; = 0 или @; = л. Тогда (П.2.4) преобразуется 

K виду 
д° 

дф; 

Неравенства (П.2.5) выполняются для любого j, следовательно, 5. > 0, сов ф; > 0 
и точка О(ф; = 0) является единственным минимумом функции U (П.2.2). В исход- 

ных переменных это соответствует утверждению, которое необходимо доказать. 

= 25,сов ф; > 0, j=1,N. (П.2.5) 
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Приложение 3 

Найдем вероятность Р, полной изоляции какого-либо элемента сети (1) при 

разрывании B нем Г„р связей. Для изоляции надо разорвать (N — 1) определенных 
связей, а Bcero их L,y = М(№ — 1), следовательно 

Lop—N-+1 

Р = CLtot—N'H - (Ltot — N + 1)! Ьзр!. (П.3.1) 8 CI[l/sp (Lsp — N + 1)' Ltot! 
tot 

Очевидно, что при малом числе изолированных генераторов среднее их количество 

< М, >= NP;, следовательно, 

а = 1 - Р, (П.3.2) 

Упростим выражение (I1.3.1) в случае болыших М. Нетрудно видеть, что 

№-2 
Р, = Ь[‚др([‚зр — 1)...(Бар — № + 2) _ Lgp :f{ (П.3.3) 

tot(Ltot — 1)..-(Гно; — N + 2) в Ltot 

Каждый сомножитель B (П.3.3) равен 

Ly-K _ U=k (T1.3.4) = в — 7 
Го; — К Ть — К 

Прологарифмируем (I1.3.3) с учетом (П.3.4), заменяя приближенно суммы интегра- 

лами, 

N-2 N-2 Рар ерг 
пВ, = у) ю(а - К) - У` (L — К) ~ / In NdN — / о NdN ®& 

k=0 k=0 Lop—N+2 Liot—N+2 

& ара Гар — (Lep — М(ар — N) — Lioz In Liot + (Liot — N) Та(а — N) = 

~ N(lnLg — 10 L) = М п 5. (П.3.5) 

Подставляя (П.3.5) в (П.3.2), получим 

g=1-s". 
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PHASE-AMPLITUDE CLUSTERS IN ENSEMBLE 

ОЕ VAN DER POL . GENERATORS 

И К Klinshov, V.B. Kazantsev, V.I. Nekorkin 

Collective dynamics оё ап ensemble of globally coupled Van йег Pol: generators is 

investigated. The formation of phase-amplitude clusters according to a given stimulus is 
studied. The clusters appear as two groups of generators oscillating in opposite phase. The 
effect can be used for various information processing functions, including input, storage 

and recognition of binary images. 
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