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НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ ПОДХОДЫ К АНАЛИЗУ ХАОТИЧЕСКОЙ 
СИНХРОНИЗАЦИИ В СВЯЗАННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ* 

A.A. Короновский, О.И. Москаленко, I1.B. Попов, А.Е. Храмов 

Исследуется синхронизация связанных хаотических осцилляторов. Предложенные 
новые подходы для выявления синхронного поведения осцилляторов применяются для 

изучения хаотической синхронизации как в системах с конечным числом степеней CBO- 
боды, так и в распределенных автоколебательных системах. 

Введение 

Синхронизация хаотических колебаний является одним из фундаментальных 
явлений нелинейной теории колебаний и волн. Она проявляется в системах раз- 

личной природы, например, в физических [1-8] и биологических [9-14] системах. 

В настоящее время выделяют несколько основных типов синхронизации связанных 

хаотических осцилляторов, которые изучались (и изучаются) как теоретически, так 

и экспериментально [15-18). 

Режим Гав-синхронизации хаотических осцилляторов со слегка различающи- 

мися значениями управляющих параметров реализуется, Korxa колебания в одной 

системе отстают от колебаний в другой на некоторый временной сдвиг T: х1 ({4 T) = 

& хо(#). С увеличением параметра связи между хаотическими системами временной 

сдвиг T уменьшается и стремится K нулю, а синхронный режим стремится K режи- 

му полной синхронизации [19-21], означающему совпадение векторов х1 (1) =2 xa(t), 
характеризующих поведение рассматриваемых хаотических динамических систем 

[22-25]. 

Обобщенная синхронизация [26—28], введенная B рассмотрение для однона- 

правленно связанных динамических CHCTEM, означает, что существует некоторая функ- 

циональная зависимость между состояниями хаотических осцилляторов, то есть 

x2(t) = Ек () 
* Статья написана по материалам доклада на УП Международной школе «Хаотические автоколеба- 

ния и образование структур», 1-6 октября 2004, Саратов, Россия. 
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Наконец, необходимо назвать фазовую синхронизацию. Для определения pe- 

жима фазовой синхронизации вводится B рассмотрение мгновенная фаза ф(#) хаоти- 

ческого сигнала [15-18, 29, 30]. Фазовая синхронизация означает, что в рассматри- 

ваемой системе связанных осцилляторов имеет место совпадение фаз хаотических 

сигналов, в то время как их амплитуды остаются независимыми. 
Также на границах различных типов хаотической синхронизации наблюдаются 

особые типы перемежающегоя синхронного поведения, в частности, перемежающи- 

еся lag- [31] и обобщенная [32] синхронизации. 

Все вышеназванные типы синхронизации хаотических осцилляторов взаимо- 
связаны друг с другом [2, 20,26, 33], однако подной ясности B этом вопросе до сих 

пор нет. Для каждого типа хаотической синхронизации существуют свои способы 

определения факта установления синхронного режима колебаний. Так, режим lag— 

синхронизации может быть выявлен с помощью функции подобия [19] 

(2t + ®) — х1 (1)) 
V@R (, () 

Если в рассматриваемой системе связанных осцилляторов реализуется режим lag— 
синхронизации, то функция подобия S(T) принимает минимальное значение G = 

ming §(t) = 0 для величины T, соответствующей временному сдвигу между век- 
торами состояния. Понятно, что функция подобия может быть использована и для 

диагностирования режима полной синхронизации. В этом случае S(t) обращается 
B ноль при T = 0. Режим полной синхронизации также можно определить непо- 
средственным сравнением векторов состояний взаимодействующих систем х () апа 

x2(t). Случай режима обобщенной синхронизации более сложный, поскольку функ- 

циональная зависимость Е, связывающая между собой вектора состояния ведущей 

и ведомой подсистем, может быть весьма сложной. Однако и здесь существуют ме- 
тоды, позволяющие определить явление синхронизации однонаправленно связанных 

хаотических осцилляторов, например, метод вспомогательной системы [34] или ме- 
тод ближайших соседей [26,35]. Режим обобщенной синхронизации может быть так- 

же диагностирован с помощью расчета старшей условной ляпуновской экспоненты 
связанной системы [36]. 

Наконец, фазовая синхронизация двух связанных хаотических осцилляторов 
имеет место в TOM случае, если разность мгновенных фаз ф(#), введенных для хаоти- 
ческих сигналов X1 2(t) тем или иным способом, остается ограниченной во времени 

01 (#) — Ф. (#)| < const. (2) 

5%(1) = () 

Возможно определить среднюю частоту 

о = о 2 = (50, ® 
которая должна быть одинаковой для обеих хаотических систем. Таким образом, 

захват фаз влечет за собой совпадение частот. При этом средняя частота ©, опреде- 
ленная из динамики мгновенной фазы ф(1) хаотического сигнала, должна совпадать 

с основной частотой {29 = 2л/о фурье-спектра. При невыполнении этого условия 

полученные результаты не могут считаться корректными (более подробно см. [37]). 
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К сожалению, не существует универсального способа введения мгновенной фазы 
хаотического сигнала. Для «хороших» динамических систем с относительно про- 

стой топологией хаотического аттрактора, фурье-спектр которых содержит одну OC- 

новную частотную компоненту! fp, существует несколько методов, позволяющих 

определить мгновенную фазу ¢(f) хаотического сигнала. Прежде всего, фаза ф ха- 
отического сигнала может быть введена как угол в полярной системе координат на 
плоскости (z,y) [19,38] 

ф = arctan У лили ф = arctan E й 4) 
x Ф 

но при этом все траектории проекции хаотического аттрактора на плоскости (, у) 
(или плоскости (2, #)) должны вращаться вокруг начала координат. Иногда возможно 
использовать преобразование координат, чтобы получить подходящую для введения 
фазы проекцию [15,38]. Другим способом определения фазы для хаотической дина- 

мической системы является введение в рассмотрение аналитического сигнала [17,29] 

С(8) = z(t) + 78(#) = 4(0е° Q) 

где функция &(#) является преобразованием Гильберта временной реализации z(t) 

+o0 . 

) = LPV. | 2 т 6) 
T t—1 

(P.V. B соотношении (6) означает, что интеграл вычисляется B смысле главного зна- 

чения). Соответственно фаза ф(#) хаотического сигнала () определяется из соотно- 
шений (5) и (6). Наконец, для определения фазы хаотического сигнала может быть 

использована поверхность сечения Пуанкаре [17,29], так что фаза определяется как 

Е- % 
ф(#) = 2m " н 2mn, & <t < ба (7 

о1 — б 

тде 1, — момент времени, соответствующий п-му пересечению поверхности сечения 

Пуанкаре фазовой траекторией. Кроме этого, мгновенная фаза хаотического сигнала 

может быть введена с помощью вейвлетного преобразования [39], однако при этом 

должны быть соответствующим образом подобраны вид и параметры вейвлетной 

функции [40]. 

Все вышеописанные «классические» подходы дают сходные корректные ре- 

зультаты для «хороших» систем [38]. В To же самое время, эти методы часто при- 

водят к некорректным результатам для систем с плохо определенной фазой (см., 

например, [15,37]). Вследствие этого, диагностика режима фазовой синхронизации 

подобных систем, как правило, затруднена. Иногда наличие фазовой синхронизации 

может быть выявлено с помощью косвенных наблюдений [38,41] и измерений [42]. 

В работах [43-48] были предложены новые подходы детектирования режимов 

хаотической синхронизации связанных хаотических осцилляторов. Для описания 

сложных хаотических динамических систем, в фурье-спектре которых отсутствует 

одна ярко выраженная компонента, предлагается анализировать поведение систе- 

мы на различных временных масштабах (анализировать синхронизацию отдельных 

*Пример хаотического аттрактора и спектра такой «хорошей» системы рассмотрен нижс. 
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KOMIIOBEHT B спектре). Это позволяет рассматривать различные виды хаотической 

синхронизации с единых позиций. _ 

В представленной работе проводится систематическое рассмотрение предло- 

женных подходов применительно K изучению совместной динамики, включая яв- 

ление хаотической синхронизации в связанных динамических системах с малым 
числом степеней свободы и распределенных автоколебательных системах. Также в 
работе обсуждаются некоторые общие закономерности установления режимов хао- 

тической синхронизации в системах с малым числом степеней свободы. 

Структура настоящей работы следующая: раздел 1 посвящен диагностиро- 

ванию синхронизации временных масштабов [44] и рассмотрению эффективности 

этого метода на примере систем с малым числом степеней свободы. Раздел 2 по- 

священ другому способу диагностирования режима хаотической синхронизации — 
через исследование синхронизации отдельных спектральных компонент связанных 
хаотических систем. В разделе 3 изучается синхронизация временных масштабов в 
распределенных автоколебательных средах. В Заключении представлены выводы и 
замечания. 

1. Синхронизация временных масшитабов 

Одним из новых W, на наш взгляд, перспективных подходов K диагностирова- 

нию хаотической синхронизации является подход, основанный на концепции син- 

хронизации временных масштабов [43, 44, 48], которая заключается в следующем. 

Для некоторого исследуемого сигнала ¢(t), который, как предполагается, порожда- 

ется некоторой колебательной системой (это может быть некоторая модельная дина- 

мическая система, экспериментальный временной ряд физической, биологической и 

т.п. системы), вводятся временные масштабы s, соответствующие частотам | фурье- 

спектра, и ассоциированные ¢ ними фазы ф,(+). 

Последнее означает, что для хаотического сигнала рассматривается некоторое 

непрерывное семейство фаз ф,(#), которые характеризуют его поведение на различ- 

ных временных масштабах. Как будет показано далее, любой тип синхронного пове- 

дения хаотических осцилляторов будет приводить к тому, что во временных реали- 

зациях х1 (#) и Xo(t) взаимодействующих систем обязательно будут присутствовать 
временные масштабы, на которых будет выполняться условие захвата фаз, аналогич- 

ное (2). 

Для введения подобного непрерывного множества фаз возможно использовать 

непрерывное вейвлетное преобразование с комплексным базисом [49-52]. Рассмот- 

рим этот вопрос более подробно. 

1.1. Определение семейства фаз хаотической системы с помощью непре- 

рывного вейвлетного преобразования. _ Непрерывное вейвлетное преобразование 

[49-55] временного ряда х(#) осуществляется при помощи свертки 

+o0 

Wis,to) = | (Эч о (t)dt, ® 
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тде Y, ; (t) — вейвлетная функция, получающаяся из материнского вейвлета Yy (t): 

]_ — 

Wy ) = =y (t t") . ©) 
5 

Временной масштаб s определяет ширину вейвлета \/, , (t), fo — временной сдвиг 
вейвлетной функции вдоль оси времени, символ «*» в соотношении (8) означает 
комплексное сопряжение. Следует отметить, что при проведении вейвлетного ана- 
лиза понятие «временной масштаб», как правило, используется вместо понятия «ча- 
стота», традиционного для фурье-преобразования. 

В качестве материнского вейвлета был использован вейвлет Морле [56] 

. ! e 

Vo) = у exp(i %) exp (—;‘—) (0) 

Выбор значения параметра вейвлета О0 = 2л обеспечивает соотношение s = 1/f 

между временным масштабом s вейвлетного преобразования и частотой f преобра- 

зования Фурье [49, 54]. 

Вейвлетная поверхность 

W (s, %) = |W(s,10)| exp(jo(s, o)) (1D 

характеризует поведение системы на каждом временном масштабе s B любой мо- 
мент времени 1о. Величина |W (s, %)| характеризует наличие и интенсивность соот- 
ветствующего временного масштаба в в момент времени #о. Как правило, в рассмот- 

рение также вводят мгновенное 

E(s,t0) = [W (s, t0)[? (12) 

И интегральное 2 

(E(s)) = [IW (s, %)? dto (13) 
распределения энергии oo временным Масштабам. 

B то же самое время‚ естественным образом оказывается определешчой фаза 

05(t) = Ф(5,%) = arg И/ (s, ) (14) 

для каждого временного масштаба $. Иными словами, оказывается возможным Xa- 
рактеризовать поведение каждого временного масштаба s ¢ помощью ассоциирован- 
ной с ним фазы O, (1). 

Если существует некоторый диапазон временных масштабов [s1; $2], такой, что 

для любого временного масштаба в € [s1; So| выполняется условие захвата фаз 

]ф31(Ё) - ¢s2(t)| < const ` (15) 

и доля энергии вейвлетного спектра, приходящаяся на этот диапазон, отлична от 

нуля 8о 

Ек = [ (B(s)) аз >0, (16) 
$1 
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TO временные масштабы з € [81; §o являются синхронизованными, а хаотические ос- 

цилляторы находятся B режиме синхронизации временных масштабов [44,48]. В со- 

отношении (15) фзш(й) — непрерывные фазы первого и второго осцилляторов, соот- 

ветствующие синхронизованным временным масштабам 5. 
В том случае, если взаимодействующие осцилляторы находятся в режиме хао- 

тической синхронизации, временные реализации х1 (#) и хо(#) обязательно содержат 
некоторый диапазон временных масштабов As, B которых фазы синхронизованы 

друг с другом. Для Toro, чтобы обнаружить синхронизацию временных масштабов, 
необходимо проверить выполнение условий (15) и (16). 

‚ Рассмотрим некоторые примеры использования вышеизложенного подхода к 
анализу различных синхронных режимов связанных хаотических осцилляторов с 

малым числом степеней свободы. 

Пример 1. Фазовая синхронизация двух связанных систем Ресслера. _ Ана- 

лиз фазовой синхронизации и ее связь с синхронизацией временных масштабов об- 

суждается подробно в работах [44, 48, 571. 

В качестве модели в работе [48] рассматривалась система двух взаимно свя- 

занных систем Ресслера со слегка отличающимися параметрами 

%12 = —Ф12у12 — 21,2 + &(T2,1 — T12), 

Y12 = W1 2712 + ay 2, (17) 

212 = р + 212(212 — ©), 

где а = 0.165, р = 0.2 и с = 10. Управляющие параметры @;,2 = Фр + А определяют 

расстройку параметров, а & является параметром связи. В работе [19] было показано, 

что при выбранных значениях управляющих параметров и значении параметра связи 

е = 0.05 в рассматриваемой системе наблюдается фазовая синхронизация. 

Для рассматриваемого случая мгновенная фаза хаотического сигнала может 

быть весьма просто введена с помощью одного из вышеупомянутых традиционных 

способов (4)-(7). Хаотический аттрактор обладает весьма простыми топологически- 

ми свойствами: проекция аттрактора на плоскость (т, у) похожа на сильно «разма- 

занный» предельный цикл, изображающая точка при этом всегда вращается вокруг 

начала координат (рис. 1, а). Фурье-спектр содержит один основной пик на часто- 

те fo = 0.163, которая совпадает со средней частотой f = О/2л, определяемой из 

поведения мгновенной фазы ф(#) с помощью соотношения (3). При этом выполня- 
ется критерий эффективности введения фазы, рассмотренный в [37]. Понятно, что 

в данном случае не возникает никаких сложностей с установлением факта фазовой 

синхронизации взаимно связанных систем Ресслера (17) с помощью традиционных 

методов анализа фазовой синхронизации. 

Метод, основанный на введении семейства фаз хаотического сигнала, показы- 

вает, что временные масшгтабы 81 = sy = 89 = 1/ /) ~ 6 обеих хаотических систем, 

соответствующие частотам О. o, синхронизованы друг с другом, а фазы g1 2(t), ac- 

социированные с этими временными масштабами, оказываются захваченными, что 

приводит K выполнению условия (15). Временные масштабы, близкие к временному 

масштабу g, также синхронизованы, однако диапазон временных масштабов, демон- 

стрирующих синхронную динамику, зависит от величины связи между системами. 
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B 10 же самое время существуют TAKMC временные масштабы, которые остаются 

несинхронизованными. Именно эти временные масштабы определяют различие в 

поведении связанных хаотических систем. 

Поведение различных временных масштабов двух связанных систем Рессле- 

ра (17) при е = 0.05 иллюстрирует рис. 1, 5. Отчетливо видно, что разность фаз 
Фэа (*) — Ф,„э(#) на временном масштабе 59 = 6 ограничена для всех значений Bpe- 

мени, а временные масштабы 89 = 6 обеих систем, соответствующие основной ча- 

стоте Фурье-спектра /), синхронизованы друг с другом. Важно также отметить, что 

спектры мощности (Е 2(s)) вейвлетного преобразования близки друг K другу и Bpe- 
менные масштабы s, близкие к основному временному масштабу $0, которые харак- 

теризуются наибольшим значением энергии (например, временной масштаб s = 5), 

также синхронизованы друг с другом. Одвовременно существуют временные мас- 

штабы, такие как в = 3.0, s = 4.0, и т.п., динамика которых остается несинхронизо- 

ванной. 

Таким образом, если для взаимно связанных хаотических осцилляторов уда- 
ется ввести единственную мгновенную фазу ф(#) и в системе с ростом параметра 
связи возникает режим фазовой синхронизации, TO одновременно в системе будет 

наблюдаться и синхронизация временных масштабов. 

1000 2000 : 

Puc. 1. а — хаотический аттрактор и спектр системы Ресслера (17) при & = 0; 6 - нормированный 

вейвлетный спектр мощности (В(в)) первой (сплошная линия) и второй (штриховая линия) систем 
Ресслера (17), зависимость разности фаз от времени # для различных временных масштабов 5 при 

& = 0.05 
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Пример 2. Синхронизация двух связанных систем Ресслера с плохо опреде- 

ленной фазой. Рассмотрим теперь более сложную задачу, когда корректно ввести 

мгновенную фазу ф(#) хаотического сигнала х(#) ¢ помощью традиционных методов 

(4)-(7) невозможно. Понятно, что B этом случае определить наличие фазовой синхро- 

низации с помощью (2) невозможно, а следовательно, необходимо для диагностики 

хаотической синхронизации использовать другие, более сложные методы (например, 

с помощью косвенных измерений [42]). B 10 же самое время подход, основанный на 

анализе фазовой динамики временных масштабов, позволяет также просто и эффек- 

тивно установить факт наличия хаотической синхронизации между системами, как 

и для ранее рассмотренного в п. 1.1. случая системы с хорошо определенной фазой 

хаотического сигнала. 

Для иллюстрации вышесказанного рассмотрим две неидентичных взаимно свя- 

занных системы Ресслера с плохо определенной фазой (рис. 2, а): 

%12 = —W1oy1,2 — 21,2 + E(T21 — 21,2), 

Y12 = 012712 + ay1,2 + 2(991 — ¥1,2)s (18) 

ё1,2 = р + 212(212 — С), 

где € — параметр связи, @©) = 0.98, о» = 1.03. Значения управляющих параметров по 

аналогии с работой [42] выбраны следующими: а = 0.22, р = 0.1, с = 8.5. Там же с 

у т т т ы ы lg S, 

. ab 

-10 

051 

000 5 12 015602000 ; 
7 

Рис. 2. а - хаотический аттрактор и спектр системы Ресслера (18) при £ = 0; 6 — нормированный 

вейвлетный спектр мощности (Ё(5)} для первой (сплошная линия) и второй (штриховая линия) систем 
Ресслера (18), зависимость разности фаз на различных временных масштабах з от времени # при 
е = 0.05 
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помощью метода косвенных измерений было показано, что при значении параметра 

связи € = 0.05 в системе двух связанных систем Ресслера (18) с плохо определен- 

ной фазой имеет место хаотическая синхронизация. Анализ поведения временных 

масштабов дает аналогичный результат (см. подробнее работы [44, 48]): для вре- 

менных масштабов § = 5.25, характеризующихся наибольшим значением энергии B 
вейвлетном спектре (F(s)) наблюдается захват фаз (рис. 2, 6), а следовательно, эти 

временные масштабы синхронизованы друг с другом. Одновременно, ряд других 

масштабов (например, s = 4.5,6.0 и др.) остаются несинхронизованными, и, соот- 

ветственно, разность фаз на этих масштабах с течением времени возрастает неогра- 

ниченно. 

Таким образом, анализ поведения различных временных масштабов однознач- 

но свидетельствует O СИНХРОНЁИЗЭ‚Т.ШИ связанных хаотических осцилляторов C плохо 

определенной фазой (18). Очевидно, что механизм возникновения явления синхро- 

низации остается тем же самым, что и в ранее рассмотренном случае (см. п. 1.1.). 

Синхронизация хаотических осцилляторов обусловлена существованием временных 

масштабов s, на которых динамика обеих систем синхронна. Таким. образом, несмот- 

ря на TO, что B рассматриваемой системе невозможно корректно определить мгновен- 

ную фазу ф(#) хаотического сигнала, с помощью введенного семейства фаз ф,(#) в 

данном случае можно говорить о существовании режима синхронизации временных 

масштабов. 

Пример 3. Обобщенная синхронизация системы Ресслера и системы Ло- 

ренца. — Перейдем теперь к рассмотрению другого типа синхронного поведения ха- 
отических осцилляторов — обобщенной синхронизации. В качестве примера веду- 

щего хаотического осциллятора выбрана система Ресслера, а в качестве ведомого — 
система Лоренца. Уравнения, описывающие поведение ведущей системы, имеют вид 

$1 = —y — 21, ‚ . 

71 = @71 + ayy, (19) 

21 = р + 2z — ©). 

Ведомая система задана уравнениями 

Фэ = —0(z2 — ), 

99 = ru(t) — y2 — u(t)ze, (20) 

29 = u(t)y2 — Бг2о. 

Здесь управляющий сигнал u(t) и значения управляющих параметров по аналогии 

с работой [27] выбраны B виде: u{t) = 21 + у1 + 21, р = 2, с = 4, ® = 1, а =1, 
с = 10, r = 28, b = 2.666. Там же аналитически было показано, что ведомая систе- 

ма (20) является асимптотически стабильной для любого управляющего сигнала u(t) 
и произвольных начальных условий, H, соответственно, несмотря на TO, что ведущая 
и ведомая системы совершенно различны, B данном случае всегда будет реализовы- 
ваться режим обобщенной синхронизации. Очевидно, что наличие обобщенной син- 

хронизации может быть также установлено с помощью других методов, например, 
метода вспомогательной системы [34] или расчета спектра условных ляпуновских 

экспонент [36]. 
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Вид хаотических аттракторов и спектров мощности однонаправленно связан- 

ных систем Ресслера и Лоренца представлены на puc. 3, а и 6. Отчетливо видно, 

что в снектре ведомой системы Лоренца присутствуют компоненты, соответствую- 

шщие частотам спектра системы Ресслера. Если динамика хаотических осцилляторов 

синхронизована на некоторых временных масштабах s, то на этих масштабах будет 

иметь место явление захвата фаз ¢, 5(t), соответствующих этим масштабам. 

18 S —- 

-10 iz'z; \ 
т " 

-20 1 Л И 

ol M 
- 'k 4T W i 

-0 | 
-50 

10 х 00 02 04 06 / 

-100 

й -1 . ‚ ‚ 

8 12 s 500 1000 2000 : 

Рие. 3, Хаотический аттрактор и спектр систем Ресслера (19) (а) и Лоренца (20) (6); нормирован- 

ные вейвлетные спектры мощности (F(s)) систем Ресслера (19) (линия 1) и Лоренца (20) (линия 2), 

разность фаз ф„ (#) — ¢, (#) между связанными системами (20) и (19) (в) 
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Зависимость разности фаз ¢, (f) — ¢ ,(f) от времени для различных времен- 

ных MacmTaboB s показана на рис. 3, в. Отчетливо видно, что существует диапазон 

временных масштабов (s ~ 5 <+ 7), динамика систем на которых синхронизована. 

В то же самое время, как и ранее в случае фазовой синхронизации (ср., например, с 
рис. 1, 6), часть временных масштабов остается несинхронизованной. 

Итак, обобщенная синхронизация двух однонаправленно связанных совершен- 

но различных хаотических систем проявляется как синхронное поведение некоторых 

временных масштабов s, на которых наблюдается явление захвата фаз ф,(#). Таким 

образом, из проведенного рассмотрения следует, что различные типы хаотической 

синхронизации (такие как фазовая и обобщенная синхронизации) оказываются весь- 

ма похожими, если анализировать динамику временных масштабов взаимодейству- 

ющих хаотических систем. Так, временные масштабы однонаправленно связанных 

систем Ресслера и Лоренпа, демонстрирующих режим обобщенной синхронизации, 

ведут себя так же, как и временные масштабы двух связанных систем Ресслера (17) 

B случае фазовой синхронизации, хотя в данном случае невозможно корректно вве- 

сти мгновенную фазу ф(#) хаотического сигнала ни для системы Ресслера, ни для 

системы Лоренца (см. рис. 3,а и 6). Очевидно, что возникает необходимость pac- 

смотреть вопрос о том, как соотносятся друг с другом различные типы хаотической 

синхронизации и как осуществляются переходы от одного типа синхронного пове- 

дения к другому. Использование анализа поведения систем на различных временных 

масштабах в этом смысле оказывается очень удобным, так как позволяет взглянуть 

с единых позиций на различные типы хаотической синхронизации. Это проблема 

детально рассматривается в следующем пункте. 

1.2. От несинхронных колебаний к режиму полной синхронизации. B ра- 

боте [19] было показано, что существуют определенные соотношения между фазо- 

вой, 1ав- и полной синхронизацией в связанных хаотических осцилляторах со слег- 

ка различающимися параметрами. При увеличении параметра связи в такой системе 

сначала осуществляется переход от несинхронных колебаний к режиму фазовой син- 

хронизации?. С последующим ростом параметра связи в системе возникает режим 

Тав-синхронизации, а затем, по мере дальнейшего увеличения связи, хаотические ос- 

цилляторы стремятся к режиму полной синхронизации, что находит свое отражение 

в уменьшении практически до нуля временного сдвига T. 

Рассмотрим поведение различных временных масштабов 5 двух неидентич- 

ных взаимно связанных систем Ресслера (18). Если рассматриваемые оспилляторы 

He находятся в режиме фазовой синхронизации, то их поведение является несин- 

хронизованным на всех временных масштабах s. Рис. 4, а иллюстрирует поведение 

фаз временных масштабов двух связанных систем Ресслера для достаточно малого 

параметра связи. Спектры мощности вейвлетного преобразования (E(s)) довольно 

сильно отличаются друг от друга для первой и второй систем (см. подробнее рабо- 

ту [48]), однако максимальное значение энергии в обоих случаях приходится при- 

мерно на один и TOT же временной масштаб s. Очевидно, что B этом случае разность 

фаз o, (t) — ¢,,(t) растет неограниченно на всех временных масштабах. Это озна- 

?Последнее имеет место только в том случае, если существует возможность корректно ввести фазы 

хаотических сигналов, генерируемых каждым из связанных хаотических ОСЦШШЯТОРОВ. 
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Рис. 4. Зависимость от времени разности фаз для систем Ресслера (18) на различных временных мас- 

штабах при увеличении параметра связи €: а — 0.025; 6 — 0.07; в - 0.25 

чает, что в рассматриваемых системах не существует таких временных масштабов, 

которые были бы синхронизованы друг с другом, следовательно и сами системы 

являются несинхронизованными. 

Как только какие-либо из временных масштабов рассматриваемых динамиче- 

ских систем синхронизуются (например, при увеличении параметра связи между 

системами), возникает режим фазовой синхронизации. Очевидно, что при этом B 

первую очередь оказываются синхронизованными те временные масштабы, на кото- 

рые приходится наибольшая доля энергии вейвлетного спектра (F(s)). Остальные 

временные масштабы по-прежнему остаются рассинхронизованными (см. рис. 2, 6). 

С дальнейшим увеличением параметра связи между связанными динамиче- 

скими системами, все большее количество временных масштабов оказываются син- 

хронизованными и можно сказать, что степень синхронизации® увеличивается. Так, 

в рассмотренной системе, с дальнейшим увеличением параметра связи (например, 

при € = 0.07) временные масштабы, бывшие ранее несинхронизованными, синхро- 

низуются (рис. 4, 6). Видно, что, например, временные масштабы s = 4.5 в обеих 

системах синхронизованы друг с другом, B отличие от предыдущего случая & = 0.05 

(см. puc. 2, 6), когда они были несинхронизованы. Количество временных масшта- 

бов, на которых наблюдается захват фаз, увеличивается, но в TO же самое время 

некоторые временные масштабы (например, s = 3.0 и s = 6.0) остаются несинхро- 

низованными, как и ранее. 

Возникновение режима Тав-синхронизации [19] между осцилляторами означа- 

€T, что BCE временные масштабы s двух рассматриваемых систем стали синхронизо- 

ванными. Действительно, M3 условия Тав-синхронизации 21 (# — 4) ~ z2(t) следует, 
что Wi(s,t — 1) = Wa(t, в) и, соответственно, ф,1(# — T) ~ O o(t). Очевидно, что B 
этом случае для всех временных масштабов $ должно выполняться условие захвата 

фаз (15). При этом вейвлетные спектры обеих систем совпадают друг с другом и 

захват фаз наблюдается на всех временных масштабах s (рис. 4, 6, построенный для 

& = 0.25). При этом важно отметить, что разность фаз для случая 1ар-синхронизации 

не равна нулю и обуславливается величиной временного запаздывания T. 

3 В данном случае под «степенью синхронизации» понимается диапазон временных масштабов, на 
которых связанные системы демонстрируют синхронное поведение, приводящее к захвату фаз (15). 
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По мере увеличения параметра связи € разность фаз O, (1) — §,,(T) (также 

как и время запаздывания T) уменышается и стремится K нулю [19] и в системе 

устанавливается режим полной синхронизации. 

Итак, режимы фазовой, lag- и полной синхронизадии естественным образом 

связаны друг с другом и тип синхронного поведения, реализующийся в системе, 

определяется числом синхронизованных временных масштабов. В то же самое время 

соотнощение между фазовой и обобщенной синхронизацией к настоящему времени 

до конца не выяснено. Существуют работы (см., например, [2,20]), B которых рас- 

сматривается вопрос O TOM, как соотносятся между собой эти типы синхронизации. 

Например, в [20] показано, что две однонаправленно связанные системы Ресслера 

могут демонстрировать режим обобщенной синхронизации, в то время как фазовая 

синхронизация не наблюдается. Подобный эффект может быть легко пояснен с помо- 

щью анализа поведения временных масштабов. Уравнения, описывающие динамику 

однонаправленно связанных систем Ресслера, имеют следующий вид: 

21 = — @1211 — 21, 

Y1 = 0121 + ау) 

- Ё1 =р+21(Ш1—С)‚ 

21) 
Ty = — 099 — 29 + 8(331 — :122)‚ 

у'2 = @0002 + ау2, 

22 = р + 22( — С, 

тде ха = (z1,%1,21)7 и хо = (то,уз, о)Т — вектора состояний первой (ведущей) 
и второй (ведомой) CHCTEM, соответственно. Значения управляющих параметров вы- 

браны следующими: @; = 0.8, @о = 1.0, а = 0.15, р = 0.2, с = 10 и € = 0.2. При 

данных значениях управляющих параметров в системе реализуется режим обобщен- 

ной синхронизации (см. подробнее [20]). Почему B данном случае невозможно вы- 

явить режим фазовой синхронизации, хотя имеет место обобщенная синхронизация, 

становится ясно из анализа поведения временных масштабов. 

Рассмотрим фурье-спектры связанных хаотических осцилляторов (рис. 5). Вид- 

но, что в спектре присутствуют основные спектральные компоненты с частотами 

Л = 0.125 и fo = 0.154 (отмечены на рисунке стрелками). Анализ поведения вре- 
менных масштабов показывает, что временные масштабы 51 = 1/f; = 8 связанных 

осцилляторов, соответствующие частоте fi (и масштабы, близкие к 81 ), оказываются 

синхронизованными, в то время как временные масштабы 89 = 1/ 75 ~ 6.5 и близкие 

к ним демонстрируют несинхронное. поведение. 

Причина такого поведения временных масштабов становится понятной из ана- 

лиза вейвлетных спектров (E(s)) обеих систем. Временной масштаб 51 ведущей 

системы Ресслера характеризуется ббльшим значением энергии, в то время как до- 

ля энергии, приходящейся на этот масштаб B ведомой системе, достаточно мала. 

Вследствие этого, ведущая система навязывает свою динамику ведомой системе на 

временном масштабе s;. Напротив, доля энергии, приходящейся на временной мас- 

штаб s, ведущей системы, мала, а ведомой — велика. Ведущая система не может 

навязывать свою динамику ведомой системе, и временные масштабы 52 ОСТаются 

несинхронизованными. 
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Рис. 5. Фурье-спектры для ведущей и ведомой систем Ресслера (21) при € = 0.2 (a); нормированное 

распределение энергии в вейвлетном спектре (E(s)) для первой (линия 1) и второй (линия 2) систем 

Ресслера (18), разность фаз ¢, (t) — 0,,(¢) для различных временных масштабов (6) 

Итак, обобщенная синхронизация однонаправленно связанных систем Рессле- 

ра проявляется как синхронное поведение временных масштабов, точно так же, как 

до этого было с фазовой синхронизацией. Совершенно понятно, почему в данном 

случае He наблюдается явление фазовой синхронизации. Из рис. 5 видно, что MTHO- 

венная фаза ¢y o(f) хаотических сигналов х1,2(#), определенная при помощи тра- 

диционных методов (4)-{7), обуславливается частотами fi и fp, из которых только 

частоты fi оказываются синхронизованными. Соответственно, наблюдение за мгно- 

венной фазой ф э(#) не даст возможности определить наличие фазовой синхрониза- 
ции в данном случае. 

1.3. Мера синхронизации хаотических осцилляторов. Введение в рас- 

смотрение непрерывного множества временных масштабов з с ассоциированными с 

нами фэ‚зами хаотического сигнала и выделение диапазона CHHXPOHHEIX масштабов 

As = 82 — $1 IIO3BOJILET ввести количественную характеристику меры хаотической 

синхронизации связанных систем. Она определяется как относительная доля энергии 
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вейвлетного спектра, приходящаяся на синхронные временные масштабы [43,44], 

82 infty 

у= | (8(6)) & | | (B(s)) ds, 22) ) | 

где (E(s)) — интегральное распределение энергии вейвлетного спектра по масшта- 

бам, определяемое формулой (13). При у = 0 режим хаотической синхронизации 

связанных подсистем отсутствует. При ¥ # 0 в системе реализуется режим син- 

хронизации временных масштабов. При у = 1 колебания в каждой из подсистем 

идентичны или сдвинуты друг относительно друг друга на некоторый интервал вре- 
мени 1T, а системы находятся в режиме Тав-синхронизации [15]. Рост у от 0 до 1 

свидетельствует об увеличении доли энергии, приходящейся на синхронные Bpe- 
менные масштабы 5. Фактически, величина Y характеризует насколько близки друг 

другу хаотические колебания в каждой из связанных активных сред. Важно отме- 
тить, что с точки зрения синхронизации временных масштабов и введенной меры 
синхронизации, режимы полной синхронизации и Тар-синхронизация оказываются 

идентичными. По сути дела, они являются одним и тем же синхронным режимом. 

Если синхронное поведение наблюдается отдельно на нескольких диапазонах 
временных масштабов As;, то можно ввести меры синхронизации '/; соответствен- 

HO для каждого из диапазонов временных масштабов As;, а также интегральную 
характеристику меры синхронизации по всем диапазонам синхронных временных 
масштабов 

у= У 7 (23) 
i 

На рис. 6 приведена зависимость 
меры хаотической синхронизации у от Y 

параметра связи € для изучавшихся pa- 

нее взаимно связанных систем Рессле- — ®® | 

ра (18) (для определенности приведе- 06 

на зависимость для первой U3 связан- 

ных систем). С ростом параметра свя- 04 | 

зи доля энергии колебательного процес- 

са, приходящаяся на синхронизованные — 02 

масштабы, увеличивается. Для значения 0 

параметра связи € = 0.039, соответству- 0 605 01 015 02 & 
ющего возникновению режима фазовой 

синхронизации, относительная  доля — Рис. 6. Зависимость меры синхронизации у для пер- 
энергии, приходящаяся на синхронизо- вой системы Ресслера (18) от параметра связи & 

ванные временные масштабы, равна 

у = 0.21. При больших значениях параметра связи (€ > 0.2) величина Y стремится 

к единице. Последнее означает, что вся энергия хаотических автоколебаний прихо- 

дится на синхронизованные временные МЭ.СШТЭ.бЫ, и B CHCTEME, как уже отмечалось 

выше, устанавливается режим Гар-синхронизации. 

Аналогичное поведение меры хаотической синхронизации наблюдалось И o4 

других связанных хаотических систем, рассмотренных B статье выше, и мы HE при- 

водим их для экономии места (подробнее см. работу [44]). 
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2. Синхронизация спектральных компонент 

связанных хаотических систем 

2.1. Взаимосвязь между фурье- и вейвлетным преобразованиями.  Вве- 

дение множества фаз хаотического сигнала возможно HE только при помощи непре- 

рывного вейвлетного преобразования, но с использованием преобразования Фурье. 

Так как временной масштаб s, введенный B рассмотрение при помощи непре- 

рывного вейвлетного преобразования, связан с частотой, определяемой при помо- 

щи преобразования Фурье (это соотношение § = 1// выглядит достаточно просто 

для морлет-вейвлета с параметром ©) = 2л), синхронизация хаотических колебаний 

должна быть также связана с появлением фазового соотношения между частотными 

компонентами f соответствующих фурье-спектров S(f). 

Следует также отметить, что непрерывное вейвлетное преобразование облада- 

ет более слабым разрешением в частотном диапазоне, чем преобразование Фурье. 

Вейвлетное преобразование как бы сглаживает фурье-спектр, при этом динамику 

временного масштаба в определяет не только спектральная составляющая фурье- 

спектра f = 1/s, но и соседние частотные компоненты, при этом степень их влияния 

определяется как расположением этих компонент в фурье-спектре, так и их интен- 

сивностью. Таким образом, из того факта, что связанные хаотические осцилляторы 

синхронизованы на временном масштабе в вейвлетного спектра, еще He следует, что 

соответствующие частотные компоненты / = 1/s фурье-спектра рассматриваемых 

систем также синхронизованы. 

С целью выявления взаимосвязи между непрерывным вейвлетным преобразо- 

ванием и преобразованием Фурье рассмотрим несколько модельных примеров. 

В качестве первого примера рассмотрим периодический синусоидальный сиг- 

нал f(t) = sin(®t). Фурье-спектр такого сигнала характеризуется наличием одного 
четко выраженного максимума на частоте f = @/Эл, равной собственной часто- 

те периодического сигнала. Вейвлетный спектр в данном случае представляет собой 

колокообразную кривую, имеющую один максимум на временном масштабе s = 1// 

(если в качестве материнского вейвлета используется морлет-вейвлет с параметром 

©Э = л). B 10 же самое время ширина вейвлетного спектра намного больше чем у 

фурье-спектра, что связано с менышим разрещением вейвлетного преобразования по 

масштабам. При этом фаза вейвлетного спектра на всех временных масштабах будет 

меняться периодически с периодом Т = 1//. Фурье- и вейвлетный спектры, а так- 

же зависимость амплитуды и фазы вейвлетного спектра от времени (для временного 

масштаба s = 1) показаны на рис. 7 для периодического сигнала при @ = Э. 

В качестве второго примера рассмотрим периодический сигнал f(t) = 

= sin(w1t) + sin(wyt), представляющий собой сумму двух синусов с кратными ча- 

стотами @1 и . Для определенности выберем @1 = 2T и @» = Ап. Теперь B фурье- 

спектре присутствуют два четко выраженных максимума приблизительно одинако- 

вой амплитуды на частотах / = ©1/2% и fo = @0/2л (рис. 8, а), а вейвлетный 
спектр по прежнему представляет собой колокообразную кривую, HO уже с двумя 

максимумами на временных масштабах s; = 1/ Л и 8э = 1/ fo; причем чем болыше 
частота, тем меньше амилитуда вейвлетного спектра на временном масштабе‚ соот- 

ветствующем этой частоте (рис. 8, 6). Теперь весь диапазон временных масштабов 

можно разделить на две части, между которыми наблюдается четкая граница: вбли- 
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0.03 : 

й (в) и фаза (г) периоди- ‚ а также веивлетные поверхность Рис. 7. Фурье- (@) и вейвлетный (6) спектры, 

ческого сигнала 

Й 

Рис. 8. Фурье- (а) и вейвлетный (6) спектры, а также вейвлетные поверхность (в) и фаза (2) суммы 

двух периодических сигналов с кратными частотами 
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зи временного масштаба в1 (показано серым цветом) фаза меняется периодически с 

периодом Т, = 1/ f1, вблизи 5э (показано черным цветом) — с периодом Т5 = 1 / fa. 

Зависимости амплитуды и фазы вейвлетного спектра от времени, приведенные на 

рис. 8, в.г, соответствуют временным масштабам s = 1 (сплошная линия) и s = 0.4 

(штриховая линия). 

Если частоты ©1 и (9 находятся в иррациональном соотношении, причем они 

расположены друг к другу достаточно близко, то есть в системе наблюдается квази- 

периодическая динамика, ситуация будет аналогичной. Однако, если сильно умень- 

шить амплитуду синуса на частоте (g, то фаза будет совершать колебания с перио- 

дом Т) = дп/0, на всех временных масштабах (рис. 9, а). Такая ситуация связана с 

TEM, что амплитуда вейвлетного спектра на временном масштабе Sp, обусловленная 

спектральной компонентой с частотой @, становится столь малой, что HE оказыва- 

€T почти никакого влияния на поведение системы (рис. 9, 6). В вейвлетном спектре 

имеется только один максимум на временном масштабе в51. Чтобы проявилась вто- 

рая компонента фурье-спектра с частотой (g, нужно увеличивать параметр вейвлета; 

например, в роли материнского вейвлета использовать морлет-вейвлет с параметром 

©Э = 16 (вейвлетный спектр для такого случая приведен на рис. 9, в). Конечно, в 

таком случае не будет наблюдаться такое простое соотношение между частотой и 

временным масштабом, HO, тем нё менее, этот метод позволяет достаточно хорошо 

уловить вторую частоту и наблюдать фазовую динамику с периодами 11 = л/0 

(показано черным) и Т5 = 2п/@» (показано серым) на различных временных мас- 

штабах. 

А 

0.04 

Рис. 9. Фурье- (а) и вейвлетные (6) спектры сум- 

мы двух сигналов с близкими частотами; фурье- 
спектр квазипериодического сигнала при ©; = 27 
и @2 = 1.94л, амплитуда сигнала на частоте ©1 

в пять раз превышает амплитуду на частоте @2. 
Вейвлетный спектр при @о = 16 (штрихпунктир- 
ная линия), а также вейвлетные спектры сигналов 
sin(2nf1t) (сллошная линия) и 510 (2л.)51) (штрихо- 
вая линия) (в) 

… ~J
 

=N



2.2. Критерий синхронизации спектральных компонент фурье-спектров 
связанных динамических систем.  Пусть 21 (#) и z2(t) — временные реализации, 
порождаемые связанными хаотическими осцилляторами. Фурье-спектры соответ- 
ствующих колебаний будут определяться соотношением 

“+-oc 

Si2(f) = [ ma(t)e 7t @. 24 
— с 

Для каждой спектральной компоненты / фурье-спектра S(f) может быть вве- 

дена в рассмотрение мгновенная фаза q)f(t) = 0 + 2nft. Однако, B силу TOTO, что 

фаза ¢() линейно растет с течением времени, разность фаз взаимодействующих 
осцилляторов для этой частоты ф/1(#) — Фуэ(#) = Фуо: — O oo ОКазывается всегда 
ограниченной, и условие захвата фаз (2), традиционно используемое для опреде- 

ления режима фазовой синхронизации, в данном случае оказывается бесполезным. 
Очевидно, критерий синхронизации связанных осцилляторов на частотной состав- 
ляющей / должен быть иным. 

В работе [47] в качестве установления критерия возникновения хаотической 

синхронизации предложен следующий подход. Поскольку в режиме 1ав-синхро- 

низации поведение взаимодействующих хаотических осцилляторов, как было пока- 

зано выше, оказывается синхронизованным на всех временных масштабах s вейвлет- 
ного преобразования, то следует ожидать, что и все частотные компоненты фурье- 
спектров рассматриваемых систем тоже должны быть синхронизованными. В этом 
случае 1 (# — T) ~ гэ (#), и следовательно, B силу (24), ДоЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬся COOTHO- 

шение 59(7) ~ 51(/)е***7. Поэтому, B том случае, когда два связанных хаотических 
осциллятора находятся B режиме 1ас-синхронизации, их мгновенные фазы, соответ- 
ствующие спектральной компоненте / фурье-спектров 51,2(/), будут связаны между 

собой как ¢ ;o (t) = ¢ (#) + 2лт}, а разность фаз ф /о(#) — Ф (1) должна подчиняться 

соотношению 

Аф; = ф) () — Фуо(#) = лл (25) 

Таким образом, на плоскости (f, Аф,) точки, отвечающие разности фаз спектраль- 
ных компонент хаотических осцилляторов, находящихся B режиме Тар-синхронизации, 

должны располагаться вдоль прямой, имеющей угловой коэффициент & = 2лт. Раз- 

ность фаз Аф, может быть подсчитана способом, изложенным в работе [58], либо с 

помощью вычисления взаимной спектральной плотности [59]. 

Так как при разрушении режима 1ар-синхронизации (например, с уменьшени- 

€M параметра связи между осцилляторами) часть временных масштабов s вейвлет- 

ных спектров, как мы видели ранее, выходит из синхронизма, то можно ожидать, что 

и часть спектральных компонент фурье-спектров в режиме синхронизации времен- 

ных масштабов (но He в режиме lag- или полной синхронизации) также будет pac- 

синхронизована, что будет проявляться в отклонении точек на плоскости (f, Аф f) от 

прямой линии. При этом разумно полагать, что B первую очередь будут выходить их 

синхронизма те спектральные компоненты, на долю которых приходится малая доля 

энергии, тогда как спектральные компоненты B фурье-спектрах, характеризующиеся 

большей долей энергии, будут оставаться синхронизованными, и соответствующие 

им точки на плоскости (f, Аф у) будут по-прежнему располагаться вдоль прямой 
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линии. По Mepe дальнейшего уменьшения параметра связи, все большая часть спек- 

тральных компонент будет выходить из состояния синхронизма, HO до тех пор, пока 

наиболее «энергетические» компоненты будут синхронизованы, связанные системы 

будут демонстрировать режим хаотической синхронизации. ' 

Проиллюстрируем данный подход на примере взаимосвязанных слабонеиден- 

тичных систем Ресслера (18). 

Рис. 10, а иллюстрирует возрастание числа синхронизованных спектральных 

компонент фурье-спектров 51,2(/) при увеличения параметра связи: € = 0.05 соот- 
ветствует возникновению режима фазовой синхронизации, & = 0.1 — режиму фазо- 

вой синхронизации, & = (.15 — режиму Тав-синхронизации, когда все спектральные 

компоненты оказываются синхронизованными. 

На рис. 10, 6 для значения управляющего параметра € = 0.05 (режим фа- 

зовой синхронизации) приведены распределения разности фаз Аф, спектральных 

компонент f, мощность которых превышает заданный уровень L (L — пороговый 

уровень мощности, начиная с которого учитывались спектральные компоненты /; 

фурье-спектров St 2(f)). Видно, что по мере «отсечения» частотных компонент, об- 

ладающих малой долей энергии, доля синхронизованных спектральных компонент 

будет возрастать. Таким образом, при возникновении режима фазовой синхрониза- 

ции наиболее «энергетичные» спектральные компоненты синхронизуются B первую 

очередь, и наоборот, при разрушении режима Тав-синхронизации первыми выходят 

из синхронизма спектральные компоненты, на которые приходится малая доля энер- 

гии колебаний. 

Ady е=0.05 1АФ в=0.10 14% е=0.15 

Рис. 10. Разность фаз Аф у для различных частотных компонент фурье-спектров систем Ресслера (18): 

а - при увеличении параметра связи €, L = —40 дБ; 6 — при увеличении уровня мощности L, & = 0.05 
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2.3. Количественная характеристика степени хастической синхрониза- 

ции. — Аналогичная характеристика степени хаотической синхронизации (22) может 

быть введена и для спектральных компонент. В данном случае меру синхрониза- 
ции можно определить как долю энергии, приходящуюся на синхронизованные fg 

спектральные компоненты, 

р= У^ S(f;i,) А/ / > S(£)Af, (26) 
jS .7 

где суммирование в числителе ведется по синхронизованным [, спектральным ком- 

понентам фурье-спектров S(f), а B знаменателе — [0 всем частотным компонентам 
fj3 Af - шаг дискретизации по частоте. 

При отсутствии синхронизации BCE спектральные компоненты рассинхронизо- 

ваны, и доля энергии P, приходящаяся на синхронизованные спектральные компо- 

ненты, естественно, равна нулю. 3aTeM, при установлении режима фазовой синхро- 

низации, по мере увеличения параметра связи, увеличивается число спектральных 

компонент, и соответственно, растет до- 

ля энергии, приходящаяся на синхрони- 

зованные спектральные компоненты. 

В тот MOMEHT, когда все спектральные 

компоненты синхронизуются (устанав- 

ливается режим 1ав-синхронизации), 

доля энергии синхронизованных компо- 

нент р будет равна единице. 

На рис. 11 показана зависимость 

меры синхронизации р от величины па- 

раметра связи €, полученная для рас- . ‘ | ‚ 

сматриваемой системы (18). Длина вре- 0 0.05 0.1 0.15 02 £ 

менных реализаций 21,2(#), по которым 

определялись фурье-спектры связанных — Рис. П. Зависимость доли энергии P, приходящей- 

наотических осцилляторов, составляла _ онмянасовтые he L o 
2000 единиц безразмерного времени 

(что соответствует примерно 12500 характерным периодам колебаний в системах), 

шаг дискретизации по времени был выбран h = 0.2. Спектральные компоненты 

фурье-спектров считались синхронизованными, если для разности фаз Ad # ВЫПОЛ- 

нялось соотношение 

|Аф, —2mtf| <8, (27) 

тде величина 6 = 0.04 характеризует точность, с которой определялось, являются ли 

рассматриваемые спектральные компоненты f синхронизованными. 

Как видно из рис. 11, доля энергии, приходящаяся на синхронизованные ча- 

стотные компоненты, действительно увеличивается от значений, близких K нулю B 

случае отсутствия режима хаотической синхронизации, до значений, близких к еди- 

нице при значениях параметра связи €, соответствующих режиму 1ар-синхронизации. 

179



2.4. Поведение спектральных компонент B режиме хаотической синхро- 

низации. — Теперь рассмотрим, каким образом ведут себя близкие частотные компо- 

ненты двух связанных осцилляторов при увеличении связи между ними. В качестве 

модели осцилляторов, демонстрирующих поведение, близкое K одночастотному, рас- 

смотрим два взаимно связанных генератора Ван дер Поля со слегка различающимися 

параметрами 

%12 — (0 — =12) &12 + ЭТ 710 = 6(тод — T12), (28) 

где О12 = ©@ + А — слегка различающиеся парциальные частоты; т1,з — перемен- 

ные, описывающие поведение первого и второго автогенераторов, соответственно; & 

— параметр связи. Параметр нелинейности A = 0.1 был выбран малым для TOTO, что- 

бы колебания автогенераторов были близки K одночастотным, асимметричный вид 

связи обеспечивает установление в системе (28) синхронного режима, аналогичного 

режиму 1ав-синхронизации в хаотических системах, когда колебания в генераторах 

происходят на одной частоте, при этом имеет место небольшая разность фаз колеба- 

ний, уменьшающаяся с ростом параметра связи. 

Используя метод медленно меняющихся амплитуд, будем искать решение (28) 

в виде 212 = A7 26 + AT,Qe_i“’t, А зе*®* 1 Аі‘де_і“”5 = (), где символ «*» означает 

комплексное сопряжение, () — частота, на которой происходят колебания в системе 

(28). Проводя усреднение по быстро изменяющимся переменным, получаем уравне- 

ния для KOMIUIEKCHEIX амплитуд 

1 ; 1 Аа =5 2 -14Р) A+ig (002 — @°) Ат2 Е е(Аод - 412)|. — @9) 

Выбирая комплексную амплитуду в виде 

А2 =r0e¥12, (30) 

получаем уравнения для амплитуд г1,з и фаз Ф „ связанных осцилляторов 
3 

€2y 

Условием синхронных колебаний генераторов (28) на частоте @ является равенство 

нулю производных ?1,2 И ф1‚2- Полагая, что разность фаз колебаний Аф = @, — @ 

достаточно мала, удерживая члены первого порядка малости по Аф в соотноше- 
нии (31), получаем следующие зависимости для разности фаз 

M2 + А? + 2 /OATe + QA) 
28 + 40А 

@12 = \/92 + A2 + 2/ОД(е + ОД), (33) 

которые соответствуют устойчивому и неустойчивому решениям системы (31). Из 

соотношений (32), (33) видно, что при малых значениях параметра расстройки А 

А‘Р1‚2 = (32) 

и частоты 
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разность фаз Аф колебаний связанных осцилляторов на частоте () прямо пропорци- 

ональна частоте колебаний @ и обратно пропорциональна параметру связи € 

Ло 
0= (34) 

Таким образом, у взаимно связанных осцилляторов со слегка различающимися 

нпараметрами происходит захват близких частотных компонент фурье-спектров, при 

этом разность фаз между ними определяется соотнощением (34). Важно подчерк- 

нуть, что временное запаздывание между снектральными компонентами 

Аф 1 
т = — - > Е° 

[0 

не 3aBHCHT от частоты, а следовательно, оказывается одинаковым для всех спектраль- 

ных компонент. Именно благодаря этому факту становится возможным установление 

режима 1ав-синхронизации хаотических осцилляторов, когда динамика связанных 

систем на всех частотах отличается на один и тот же сдвиг по времени. Закономер- 

ность (35) имеет место для целого ряда динамических систем, и по всей видимости, 

носит универсальный характер. 

(35) 

На рис. 12 приведена зависимость T 

временного сдвига T между OCHOBHEI- € 

ми частотными компонентами фурье- l 

спектров взаимодействующих хаотиче- 

ских систем Рёсслера от параметра cBi-  1¢-!} 

зи &. Основная частота B спектре близка 

к @ = 1 и слегка изменяется с увеличе- 

нием параметра связи. Отчетливо вид- 

но, что после того, как основные CIIEK- |[0-2| , . . . . ‘ : 

тральные компоненты фурье-спектров 10' 2510° 3x10" € 

взаимодействующих осцилляторов ока- — Рис, 12. Зависимость временного сдвига T между 
зываются синхронизованными (ЧТО CO-  OCHOBHBIMH компонентами фурье-спектров от пара- 
OTBCTCTByeT yCTaHOBJIe}H/IIO pCJKI/IM& CHH- метра связи E£; стрелкой на рисунке показанво значе- 

ние параметра связи € = 0.15, при котором насту- 
хронизации временных масштабов), Bpe- ... режим |ад-синхронизации 

менной сдвиг между ними подчиняется 

универсальному степенному закону (35). В работах [45,47] численно было показа- 
HO, что полученная зависимость временного сдвига между ОСНоВНЫМИ частотными 

компонентами выполняется H для других связанных хаотических CHCTEM, которые 

с POCTOM параметра связи имеют тенденцию переходить K режимам lag- и полной 

синхронизации. 

3. Синхронизация временных масштабов 

в однонаправленно связанных электронных системах 

с обратной волной и кубичной фазовой нелинейностью 

Рассмотрим пример приложения данного метода K анализу хаотической CHH- 

хронизации распределенной автоколебательной системы. В качестве исследуемой 

модели рассмотрим систему двух электронно-волновых сред со ВЗЭ‚Щ[ОДеЙСТВУЕО- 

щими встречными электронной и электромагнитной волнами и кубичной фазовой 
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нелинейностью (модель лампы обратной волны ¢ поперечным полем). Подробно pe- 

зультаты исследования подобной связанной системы представлены в работах [60,61]. 

Процессы в системе связанных ЛОВ с поперечным полем описываются следу- 

ющей системой уравнений (см. подробнее работы [62-64], в которых были получены 

уравнения модели ЛОВ с поперечным полем): 

0F o д о Ы — 3 = __А I 36 

Эт 9Ё 1,201,2, (36) 

дГ ‚ 
2 + лэ e = — Ay 2Py 0, (37) 
д 

где индекс «1» соответствует ведущей, а индекс «2» — ведомой активным средам. 
Здесь Р = |Р|ехр[7Фу] и Г = |I|exp[j@;] — соответственно безразмерные мед- 

ленно меняющиеся во времени и пространстве по сравнению с ехр (j (oot — ke“,)) 

амплитуды электромагнитной и электронной волн; T и & — безразмерные время и 

координата; ® и & - частота и волновое число, соответствующие точке пересече- 

ния дисперсионных кривых невзаимодействующих электронной и электромагнитной 

волн; А — безразмерный управляющий параметр, который можно рассматривать как 

безразмерные длину системы или ток электронного пучка. 

Однонаправленная связь между автоколебательными системами записывается 

B виде нестационарного граничного условия для медленно меняющейся амилитуды 

поля £ ведомой активной среды, при этом граничное условие для первой ведущей 

активной среды остается неизменным 

LE=00=0, F(=10,17=0, (38) 
]2(& = 011:) =0, FQ(& = 1.0, T) = pFl(& = 0'031)7 (39) 

где р = Rexp[j0] - комплексный коэффициент связи (R — амплитуда и 0 — фаза 

коэффициента связи). Подобное введение связи, когда управляющий сигнал воздей- 

ствует только на границе распределенной активной системы является естественным 

и физически просто реализуемым. 

Для ведущей и ведомой систем значения управляющих параметров были за- 

фиксированы равными A; = 4.2 и Ay = 4.9, что соответствует режимам хаотиче- 

ской автомодуляции поля B активных средах. Величина фазы коэффициента связи @ 

не влияла на процессы в связанной системе и была выбрана постоянной @ = T. 

Колебания электрического поля ведущей системы характеризуются сплошным 

спектром, B котором присутствуют два основных временных масштаба s; (близок к 

величине 2л/@, где @ — частота синхронизма линейных невзаимодействующих элек- 

тронной и электромагнитной волн в распределенной системе взаимодействующих 

встречных волн) и Sy, (определяет характерную частоту низкочастотной модуляции 

амплитуды поля ведомой системы). С ростом бифуркационного параметра А колеба- 

ния в системе усложняются и для ведомой системы (As = 4.9) в спектре невозможно 

выделить какие-либо характерные частоты колебаний в активной среде. 

С ростом параметра связи R (рост параметра R означает, что мощность внеш- 

него сигнала увеличивается как В?) спектр генерации неавтономной ведомой систе- 

мы изменяется. При В < 0.3 в спектре ведомой системы на фоне развитого шумо- 

вого пьедестала появляется слабо выраженная частота, соответствующая основной 
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частоте Л, B спектре ведущей системы. При больших значениях В > 0.3 в спектре 

ведомой системы возрастает энергия спектральных компонент, соответствующих ба- 

зовым частотам в спектре мощности ведущей системы. На рис. 13 показаны границы 

81 и 52 диапазонов синхронизированных временных масштабов на плоскости (R, s). 

Особенностью динамики системы двух связанных электронно-волновых сред 
является то, что синхронизация временных масштабов хаотических сигналов каж- 
дой из подсистем при сравнительно большой амплитуде коэффициента связи В на- 

блюдается для двух диапазонов вблизи базовых временных масштабов s, = 1// 

и Sy = 1/fn, соответственно. На рис. 13 соответствующие диапазоны синхронных 

масштабов показаны для области вблизи базового масштаба s, BHH3Y, и масштаба 

$т, — BBepxy. При величинах амплитуды коэффициевта связи В Е (0,0.29) в си- 

стеме не наблюдается режим хаотической синхронизации. Последнее означает, что 
не существует ни одного временного масштаба #, для динамики фазы которого вы- 
полнялось бы условие синхронизма (15). С ростом параметра связи В возникает 

диапазон синхронных временных масштабов As = 52 — 51. В связанных активных 
средах устанавливается режим синхронизации временных масштабов. 

Отметим, что с ростом связи R вначале происходит синхронизация времен- 

ных масштабов вблизи базового масштаба 5 (на которые приходится большая часть 

энергии вейвлетного спектра) при R = В, (отмечен на рис. 13), и только с дальней- 

шим увеличением коэффициента связи при R = Е, > В, имеет место захват фаз 

временных масштабов в области базового масштаба s,,, соответствующего частоте 

модуляции амплитуды выходного поля ЛОВ. 

Таким образом, синхронизация временных масштабов хаотических колебаний 

поля в связанных активных средах наблюдается в первую очередь для тех мас- 

штабов S, энергия которых в спектре мощности колебаний значительна. С увели- 

чением связи диапазон временных масштабов, для которых выполняются условия 
(15) и (16), начинает расширяться. В синхронную динамику начинают вовлекаться 

масштабы, которые находятся вблизи наиболее интенсивных масштабов и энергия 

которых тоже значительна. Последнее иллюстрирует рис. 14, на котором показана 

6.8— ба 

6.4 

6.0 ' у - 
56 1 S й 

— 5% 

T T ' Ы Т T T T T T 

0.3 0.4 0.5 R 0.25 0.35 045 055 R 

Рис. 13. Диапазоны синхронных временных Mac- Рис. 14. Относительная доля энергии ¥, приходяща- 

штабов (S15;825) И (Sim;S2m) В ЗАВИСИМОСТИ OT па- яся на синхронные временные масштабы для систе- 

раметра связи Я системы (36), (37) мы (36), (37) 
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интегральная доля энергии 7Y, приходящаяся на синхронные временные масштабы. 

W3 рисунка видно, что мера синхронизации монотонно растет ¢ ростом амплиту- 

ды коэффициента связи. Однако даже при большйх величинах R, когда на ведомую 

активную среду воздействует сигнал ведущей системы весьма значительной мощ- 
ности (В? ~ 0.3 + 0.4), доля энергии, приходящаяся на синхронные масштабы, не 

превышает величины Y ~ 0.3. 

Таким образом, при хаотической синхронизации двух однонаправленно свя- 

занных ЛОВ с поперечным полем при увеличении коэффициента связи В вначале 

наблюдается синхронизация временных масштабов колебаний вблизи наиболее ин- 

тенсивного в вейвлетном спектре мощности временного масштаба sp, близкого K 
частоте синхронизма электронной и электромагнитной волн. С ростом Ё& происхо- 
дит увеличение энергии синхронизованных масштабов в области базового масштаба 
Sp и, одновременно, возникает синхронизация временных масштабов Азт, ОПИСЫ- 

вающих низкочастотные модуляционные колебания амилитуды поля F' в ЛОВ. С 

дальнейшим увеличением связи рост энергии колебательных процессов, приходя- 
щейся на синхронные временные масштабы, происходит только за счет увеличения 

диапазона синхронных масштабов As,,. Данное поведение двух связанных ЛОВ ко- 

личественно описывает мера взаимной хаотической синхронизации у = Y(R). 

4. Выводы 

VI3 проведенного рассмотрения видно, что существует очень тесная взаимо- 
связь между всеми типами хаотической синхронизации. К сожалению, до конца не 
ясно, каким образом можно различить фазовую* и обобщенную синхронизации, ис- 

ходя из анализа только динамики временных масштабов, не прибегая K другим Me- 
тодам, а также каково именно соотношение между этими двумя типами хаотиче- 
ской синхронизации. По всей видимости, в ряде случаев оба этих типа эквивалент- 

ны, однако данный вопрос требует дальнейшего всестороннего изучения. Обсудим 

несколько важных аспектов синхронизации временных масштабов. 

Во-первых, традиционный подход по выявлению режима фазовой синхрониза- 
ции, основанный на введении мгновенной фазы ф(#) хаотического сигнала, является 
корректным для таких временных рядов, которые характеризуются фурье-спектром 
с ярко выраженной основной частотой fy. В этом случае фаза ¢y, введенная для 

временного масштаба в0, приближенно совпадает ¢ фазой ф(1) хаотического сигна- 

ла, введенной традиционным способом (см. также [40]). Действительно, поскольку 

остальные частоты (или, можно сказать, остальные временные масштабы) не игра- 
ют значительной роли в фурье-спектре, фаза ф(#) хаотического сигнала близка к фазе 

ф,о(#) основной частотной компоненты fq (и, соответственно, основного временно- 

го масштаба sp). Очевидно, что B этом случае средние частоты f = (ф(#))/2л и 
fso = (Ф„о(#))/2л должны совпадать друг с другом и с основной частотой fi фурье- 

4 Y] ( 

В данном случае под фазовой синхронизацией понимается ситуация, когда с помощью традици- 
онных методов (4)--(7) могут быть KODPEKTHO введены мгновенные фазы ф) „(#) хаотического сигнала, 

для которых будет выполняться условие захвата фаз (15). 
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спектра (см. также [37]) 

#= Ло = р. (40) 

БЕсли же хаотическая временная реализация характеризуется фурье-спектром, B ко- 

тором отсутствует ярко выраженная основная спектральная компонента (как, напри- 

мер, спектр для системы Ресслера, приведенный на рис. 2), TO традиционный подход 

(4)-(7) уже не работает и может давать некорректные резульгаты. Очевидно, что в 

этом случае необходимо рассматривать поведение системы на различных временных 

масштабах, что B принципе невозможно сделать, используя понятие мгновенной фа- 

зы ф(#) хаотического сигнала, определяемой соотношениями (4)—(7). Предложенный 

в [44] подход, основанный на введение в рассмотрение непрерывного множества фаз 

исследуемого сигнала, напротив, может быть использован для любого типа хаотиче- 

ского сигнала. 

Во-вторых, предложенный подход может быть использован для анализа экс- 

периментальных данных, поскольку он не требует каких-либо априорных знаний 

об изучаемой системе. Более того, в ряде случаев применение вейвлетного преоб- 

разования может уменьшить влияние шума (см. [49, 65, 66]). Представляется вполне 

вероятным, что описанная методика может быть полезной и эффективной для анали- 

за временных рядов, порождаемых физическими, биологическими, геологическими 

и другими системами, такими как описанные в [11,39,40]. 

В-третьих, важно отметить, что анализ поведения системы на всех времён- 

ных масштабах, основанный на непрерывном вейвлетном преобразовании, позво- 

ляет рассматривать различные типы поведения связанных осцилляторов (полная 

синхронизация, Тар-синхронизация, фазовая синхронизация, асинхронные колеба- 
ния и т.д.) с единой точки зрения. Очевидно, что количество синхронизованных 

временных масштабов однозначно определяют тип поведения. Вышеизложенный 

подход с незначительными изменениями может быть применен для описания 

поведения динамических систем под внешним (например, гармоническим) воздей- 

ствием. 

В-четвертых, показано, что аналогичные подходы возможны при использова- 

нии He вейвлетного, а фурье-анализа при правильном выборе  критерия 

наличия хаотической синхронизации спектральных компонент. Подобный подход 

позволил установить некоторые общие закономерности поведения связанных дина- 

мических CHCTEM, в частности, степенной закон изменения временного запаздывания 

между спектральными компонентами при изменении параметра связи между систе- 

мами. 

Итак, в настоящей работе предложен новый подход для описания явления син- 

хронизации, основанный на рассмотрении динамики систем на различных времен- 

ных масштабах. По всей видимости, можно говорить о некотором новом типе хао- 

тической синхронизации — синхронизации временных масштабов динамических си- 

стем, который тесным образом связан с другими типами синхронизации. Введение 

B рассмотрение такого тина синхронизации хаотических систем позволяет взглянуть 

на явление синхронизации с единых позиций. Стоит отметить, что данный подход 

может быть применен к любым динамическим системам (в том числе и к динами- 

ческим системам с плохо определенной фазой) и экспериментальным временным 

рядам. 
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Новый подход был проиллюстрирован на примере связанных систем Рёсслера, 

Рёсслера и Лоренца, а также связанных распределенных сред электронно-волновой 

природы с обратной волной. 
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SOME APPROACHES FOR CHAOTIC SYNCHRONIZATION ANALYSIS 

IN COUPLED DYNAMICAL SYSTEMS 

A.A. Koronovskii, O.1 Moskalenko, РИ Popov, A.E. Hramov 

In this paper synchronization in coupled chaotic oscillators is investigated. New 

approaches proposed to the detection of synchronous behavior of oscillators are applied 

for the research of chaotic synchronization both in systems with a small number of freedom 

degrees as in spatially extended self-oscillated systems. 
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