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Аннотация. Цель настоящего исследования — изучить влияние стохастических возмущений типа белый шум на
устойчивость захвата в авторезонанс в осциллирующих системах с переменной амплитудой и частотой накачки, при
которых в соответствующей предельной автономной системе имеет место бифуркация центр–седло. Определить
зависимость интервалов стохастической устойчивости авторезонанса от интенсивности шума. Методы. Существование
авторезонансных режимов с растущей амплитудой доказывается путем построения и обоснования асимптотических
решений в виде степенных рядов с постоянными коэффициентами. Устойчивость решений по вероятности относительно
шума обосновывается с помощью стохастических функций Ляпунова. Результаты. Описаны условия, при которых
авторезонансный режим сохраняется и исчезает при прохождении параметров через бифуркационные значения. Найдена
зависимость интервалов стохастической устойчивости авторезонанса от степени затухания интенсивности шума.
Показано, что для сохранения устойчивости решений при бифуркационных значениях параметров требуются более
жесткие ограничения. Заключение. На уровне дифференциальных уравнений, описывающих захват в авторезонанс,
исследовано влияние затухающих стохастических возмущений на бифуркацию центр–седло. Полученные результаты
указывают на возможность использования затухающих осциллирующих возмущений для устойчивого управления
нелинейными системами.
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Abstract. The purpose of this work is to investigate the effect of stochastic perturbations of the white noise type on the stability
of capture into autoresonance in oscillating systems with a variable pumping amplitude and frequency such that a center–saddle
bifurcation occurs in the corresponding limiting autonomous system. The another purpose is determine the dependence of
the intervals of stochastic stability of the autoresonance on the noise intensity. Methods. The existence of autoresonant regimes
with increasing amplitude is proved by constructing and justificating asymptotic solutions in the form of power series with
constant coefficients. The stability of solutions in terms of probability with respect to noise is substantiated using stochastic
Lyapunov functions. Results. The conditions are described under which the autoresonant regime is preserved and disappears
when the parameters pass through bifurcation values. The dependence of the intervals of stochastic stability of autoresonance
on the degree of damping of the noise intensity is found. It is shown that more stringent restrictions are required to preserve
the stability of solutions for the bifurcation values of the parameters. Conclusion. At the level of differential equations
describing capture into autoresonance, the effect of damped stochastic perturbations on the center–saddle bifurcation is studied.
The results obtained indicate the possibility of using damped oscillating perturbations for stable control of nonlinear systems.
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Введение

В работе рассматривается модельная система дифференциальных уравнений, описываю-
щая захват в авторезонанс в нелинейных осциллирующих системах с малой чирпированной
накачкой [1]. Явление авторезонанса, связанное с устойчивой подстройкой фазы системы под
фазу накачки и значительным ростом амплитуды колебаний, имеет широкий круг приложений и
активно исследуется в последнее время [2]. В работе обсуждается специальный случай, когда ам-
плитуда и частота накачки согласованы таким образом, что при вариации параметров имеет место
бифуркация центр–седло для резонансных решений в соответствующей предельной автономной
системе. Влияние детерминированных возмущений на такую бифуркацию обсуждалось в [3],
где описаны условия, при которых соответствующая бифуркация сохраняется или разрушается.
При этом влияние стохастических возмущений не рассматривалось. В настоящей работе исследу-
ются существование и устойчивость авторезонанса относительно стохастических возмущений
при прохождении параметров через бифуркационные значения.

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Nonlinear days in Saratov for young scientists – 2023”.
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1. Постановка задачи

Рассматривается неавтономная система двух нелинейных дифференциальных уравнений

𝑑ρ
𝑑τ

+ α(τ)ρ = β(τ) sinφ,(︂
𝑑φ
𝑑τ
− ρ2 + λ(τ)

)︂
ρ = β(τ) cosφ

(1)

с гладкими функциями α(τ), β(τ) и λ(τ), определенными при всех τ > 0 и имеющими следующее
асимптотическое поведение на бесконечности:

α(τ) ∼ τ−1
∞∑︁
𝑘=0

α𝑘τ
−𝑘, β(τ) ∼ τ𝑏−1

∞∑︁
𝑘=0

β𝑘τ
−𝑘, λ(τ) ∼ τ2𝑏

∞∑︁
𝑘=0

λ𝑘τ
−𝑘, τ→∞,

где α𝑘, β𝑘, λ𝑘 ∈ R, α0, λ0 ∈ R+, β0 = 1 и 2𝑏 ∈ Z+. Система (1) возникает при изучении явления
авторезонанса в широком классе нелинейных осциллирующих систем с малой чирпированной
накачкой и слабой диссипацией [1]. Функция α(τ) связана с диссипацией в системе, β(τ) и λ(τ) —
с амплитудой и частотой возмущения соответственно. Решения системы ρ(τ) и φ(τ) играют
роль амплитуды и расстройки фазы нелинейного осциллятора. Интерес представляют решения
ρ(τ)→∞ и φ(τ) = 𝒪(1) при τ→∞, которые соответствуют синхронизации фазы осциллятора
с фазой возмущения и захвату системы в авторезонанс. При этом решения с ρ(τ) = 𝒪(1) и
|φ(τ)| → ∞ при τ → ∞ соответствуют явлению фазового дрейфа и отсутствию авторезонанса.
В качестве простейшего примера, приводящего к системе (1), рассмотрим

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑈 ′(𝑥) = −𝐴(𝑡)𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ ε̃𝐵(𝑡) cosΛ(𝑡), (2)

где 𝐴(𝑡) ≡ 𝐴0(1 + ε̃𝑡)−1, 𝐵(𝑡) ≡ 𝐵0(1 + ε̃𝑡)𝑏−1, Λ(𝑡) ≡ 𝑡 − 2𝑡2𝑏+1, 𝑈(𝑥) = 𝑥2/2 − 𝑥4/4 +𝒪(𝑥6)
при 𝑥→ 0, 𝐴0, 𝐵0,2, ε̃ ∈ R+. Правая часть уравнения представляет собой возмущение с малыми
параметрами 0 < 𝐴0, ε̃≪ 1. Заметим, что автономная система, соответствующая (2) с ε̃ = 𝐴0 = 0,
имеет устойчивое по Ляпунову равновесие (0, 0) типа центр (см., например, [4, §4.1]). При этом
решения возмущенного уравнение с ε̃ ̸= 0, 𝐴0 ̸= 0 и начальными данными вблизи точки (0, 0),
для которых энергия 𝐸(𝑡) ≡ (𝑥′(𝑡))2/2 + 𝑈(𝑥(𝑡)) значительно увеличивается со временем, а фаза
Ψ(𝑡) = arctan(𝑥′(𝑡)/𝑥(𝑡)) подстраивается под фазу возмущения Ψ(𝑡)− Λ(𝑡) = 𝒪(1), соответству-
ют захвату в авторезонанс. Для асимптотического описания таких решений на начальном этапе
захвата введем медленную и быструю переменные τ = ε𝐵0𝑡/(2κ) и ζ = Λ(𝑡) с κ = (4𝐵0/3)

1/3.
Нетрудно проверить, что подстановка 𝑥(𝑡) = ε̃1/3κρ(τ) cos(φ(τ) − ζ) + 𝒪(ε̃) при ε̃ → 0 в урав-
нение (2) и усреднение по быстрой переменной (см., например, [5]) приводят к системе (1)
с α(τ) ≡ κ𝐴(𝑡)𝐵−1

0 ε̃
−2/3, β(τ) ≡ 𝐵(𝑡)𝐵−1

0 и λ(τ) ≡ 2(1 + 2𝑏)(2κε̃−2/3𝐵−1
0 )2𝑏+1τ2𝑏. Аналогичный

переход к системам типа (1) имеет место при изучении авторезонанса в бесконечномерных
системах, описываемых нелинейными уравнениями в частных производных [1]. Отметим, что
системы вида (1) возникают, в частности, в задачах по управлению динамикой доменных стенок
в ферромагнитных пленках в слабом внешнем магнитном поле [6].

В работе исследуется влияние стохастических возмущений на устойчивость авторезонанс-
ных решений системы (1). Возмущенную систему будем рассматривать в виде

𝑑ρ
𝑑τ

+ α(τ)ρ = [β(τ) + 𝜀σ1(τ)ξ1(τ)] sinφ,(︂
𝑑φ
𝑑τ
− ρ2 + λ(τ)

)︂
ρ = [β(τ) + 𝜀σ1(τ)ξ1(τ)] cosφ+ 𝜀σ2(τ)ξ2(τ)ρ,

(3)

Султанов О. А.
Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 2 149



где ξ1(τ) и ξ2(τ) — независимые стохастические процессы, определенные на вероятностном
пространстве (Ω,F,P). Предполагается, что E[ξ𝑖(τ)] = 0 и E[ξ𝑖(τ)ξ𝑖(τ′)] = δ(τ − τ′) для всех
𝑖 ∈ {1, 2}, где δ(τ) — δ-функция Дирака. Детерминированные функции σ1(τ) и σ2(τ) с пара-
метром 𝜀 ∈ R+ используются для контроля интенсивности шума. Положим ξ𝑖(τ) = �̇�𝑖(τ), где
𝑊1(τ),𝑊2(τ) — независимые винеровские процессы. Тогда систему (3) можно рассматривать
в форме стохастических дифференциальных уравнений Ито [7, Гл. 5]. Цель работы — описать
условия, при которых захват в авторезонанс сохраняется в возмущенной системе с вероятностью,
близкой к единице.

2. Резонансные решения невозмущенной системы

Выделим растущую со временем компоненту в амплитуде и сделаем подстановку

ρ(τ) =
√︀
λ(τ) + τ−

1
2𝑅(𝑠(τ)), φ(τ) = Ψ(𝑠(τ)), 𝑠(τ) =

2

𝑞
τ
𝑞
2 , 𝑞 = 2𝑏+ 1 (4)

в невозмущенной системе (1). Тогда для новых переменных 𝑅(𝑠), Ψ(𝑠) система примет вид

𝑑𝑅

𝑑𝑠
= 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠),

𝑑Ψ

𝑑𝑠
= 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑠), (5)

где

𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠(τ)) ≡ τ−
𝑞−3
2

(︃
β(τ) sinΨ− α(τ)

√︀
λ(τ)− λ′(τ)

2
√︀
λ(τ)

)︃
+ τ−

𝑞−2
2

(︂
1

2
τ−1 − α(τ)

)︂
𝑅,

𝐺(𝑅,Ψ, 𝑠(τ)) ≡ 2τ−𝑏
√︀
λ(τ)𝑅+ τ−

𝑞
2𝑅2 +

β(τ)τ−
𝑞−2
2 cosΨ√︀

λ(τ) + τ−
1
2𝑅

.

Заметим, что

λ
𝑚
2 ∼ τ𝑏𝑚λ

𝑚
2
0

∞∑︁
𝑘=0

τ−𝑘ζ𝑚𝑘 , βλ−
1
2 ∼ λ−

1
2

0

∞∑︁
𝑘=0

τ−𝑘γ𝑘, τ−
𝑞−3
2

(︂
α
√
λ+

λ′

2
√
λ

)︂
∼

∞∑︁
𝑘=0

τ−𝑘µ𝑘

при τ→∞, где ζ𝑚𝑘 , γ𝑘, µ𝑘 = const. В частности, ζ𝑚0 = γ0 = 1, µ0 =
√
λ0(1+ 𝑏) > 0, ζ𝑚1 = 𝑚λ1/λ0,

γ1 = β1 + ζ
−1
1 , µ1 =

√
λ0α1 + λ1/

√
4λ0. Нетрудно проверить, что имеют место асимптотические

разложения 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠) ∼
∑︀∞

𝑘=0 𝑠
−𝑘/𝑞𝐹𝑘(𝑅,Ψ), 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑠) ∼

∑︀∞
𝑘=0 𝑠

−𝑘/𝑞𝐺𝑘(𝑅,Ψ) при 𝑠 → ∞,
где

𝐹𝑘(𝑅,Ψ) ≡ 𝑓𝑘/2(Ψ) +𝑅ν(𝑘−𝑞)/2, 𝐺𝑘(𝑅,Ψ) ≡ 𝑅η𝑘/2 + 𝑔𝑘−𝑞(𝑅,Ψ),

𝑓𝑘(Ψ) ≡ (β𝑘 sinΨ− µ𝑘)
(︂
2

𝑞

)︂ 2𝑘
𝑞

, ν𝑘 =

(︂
1

2
δ𝑘,0 − α𝑘

)︂(︂
2

𝑞

)︂ 2𝑘
𝑞
−1

,

𝑔𝑘(𝑅,Ψ) ≡ δ𝑘,0
2𝑅2

𝑞
+

∑︁
𝑞𝑙+2(𝑚+𝑛)=𝑘

(−1)𝑙𝑅𝑙 cosΨλ
− 𝑙+1

2
0 ζ−𝑙

𝑚 γ𝑛

(︂
2

𝑞

)︂1+ 𝑘
𝑞

, η𝑘 = 2
√︀
λ0ζ1𝑘

(︂
2

𝑞

)︂ 2𝑘
𝑞

.

Заметим, что 𝑞 ∈ Z+ и 𝑞 ⩾ 2. Предполагается, что 𝑓𝑘(Ψ) ≡ 𝑔𝑘(𝑅,Ψ) ≡ 0 и ν𝑘 = η𝑘 = 0, если
𝑘 ̸∈ N0. Таким образом, система (5) является асимптотически автономной [8]. Соответствующая
предельная система

𝑑𝑅

𝑑𝑠
= sinΨ− µ0,

𝑑Ψ

𝑑𝑠
=
√︀
4λ0𝑅 (6)
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имеет две неподвижные точки 𝑧𝑠 = (0, arcsin µ0) — седло и 𝑧𝑐 = (0,π− arcsin µ0) — центр, если
µ0 ∈ (0, 1). При µ0 = 1 седло и центр сливаются в вырожденную неподвижную точку 𝑧0 = (0, 1),
которая исчезает при µ0 > 1. Если µ0 > 1, то все траектории предельной системы оказываются
неограниченными.

Заметим, что функции 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠) ≡ 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠) − 𝐹0(𝑅,Ψ) и �̃�(𝑅,Ψ, 𝑠) ≡ 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑠) −
−𝐺0(𝑅,Ψ) играют роль затухающих возмущений системы (6). Нетрудно проверить, что в окрест-
ности седла такие добавки не приводят к качественному изменению поведения траекторий
(см., например, [3]). При этом динамика вблизи центра и вырожденной точки зависит от парамет-
ров возмущений.

Дадим определение устойчивости резонансных решений с растущей амплитудой, которое
будет использоваться ниже.

Определение 1. Решение ρ*(τ), ψ*(τ) системы (1) называется устойчивым, если ∀ ε > 0 су-
ществуют δ0 > 0 и τ0 > 0 такие, что при любых 40 и 30: |ρ*(τ0) − 40| + |ψ*(τ0) − 30| ⩽ δ0,
для решения ρ(τ), ψ(τ) системы (1) с начальными данными ρ(τ0) = 40, ψ(τ0) = 30 имеет место
неравенство

sup
τ⩾τ0

{︁
τ
1
2 |ρ(τ)− ρ*(τ)|+ |ψ(τ)− ψ*(τ)|

}︁
⩽ ε.

Рассмотрим сначала поведение траекторий вблизи точки 𝑧𝑐. Справедлива

Теорема 1. Пусть 0 <
√
λ0(1+𝑏) < 1 и α0 >

1

2
− 4(𝑏+ 1)

(2𝑏+ 1)2
. Тогда система (1) имеет устойчивое

решение ρ𝑐(τ) ≡
√︀
λ(τ) + τ−1/2𝑅𝑐(𝑠(τ)), φ𝑐(τ) ≡ Ψ𝑐(𝑠(τ)), где 𝑠(τ) = (2/𝑞)τ𝑞/2,

𝑅𝑐(𝑠) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑠
− 𝑘

𝑞 𝑟𝑘, Ψ𝑐(𝑠) ∼ ψ0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑠
− 𝑘

𝑞ψ𝑘, 𝑠→∞, (7)

с коэффициентами 𝑟𝑘,ψ𝑘 = const, ψ0 = π− arcsin µ0, 𝑞 = 2𝑏+ 1.

Доказательство. Подстановка (7) в систему (5) и группировка выражений при одинаковых
степенях 𝑠 приводят к системе рекуррентных уравнений:√︀

4λ0𝑟𝑘 = 𝒜𝑘, −
√︁

1− µ20ψ𝑘 = ℬ𝑘, 𝑘 ⩾ 1, (8)

где 𝒜𝑘 и ℬ𝑘 выражаются через 𝑟1,ψ1, . . . , 𝑟𝑘−1,ψ𝑘−1. В частности,

𝒜1 = −𝐺1(0,ψ0), 𝒜2 = −𝐺2(0,ψ0)− 𝑟1𝜕𝑅𝐺1(0,ψ0)− ψ1𝜕Ψ𝐺1(0,ψ0),

ℬ1 = −𝐹1(0,ψ0), ℬ2 = µ0ψ21/2− 𝐹2(0,ψ0)− 𝑟1𝜕𝑅𝐹1(0,ψ0)− ψ1𝜕Ψ𝐹1(0,ψ0).

Так как λ0 ̸= 0 и 0 < µ0 < 1, то система (8) разрешима. Для доказательства существования
решения системы (7) определим функции 𝑅𝑁 (𝑠) ≡

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑠

−𝑘/𝑞𝑟𝑘, Ψ𝑁 (𝑠) ≡ ψ0 +
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑠
−𝑘/𝑞ψ𝑘

с некоторым целым 𝑁 ∈ N. Из построения вытекает, что

𝑅′
𝑁 (𝑠)− 𝐹 (𝑅𝑁 (𝑠),Ψ𝑁 (𝑠), 𝑠) = 𝒪(𝑠−

𝑁+1
𝑞 ), Ψ′

𝑁 (𝑠)−𝐺(𝑅𝑁 (𝑠),Ψ𝑁 (𝑠), 𝑠) = 𝒪(𝑠−
𝑁+1

𝑞 )

при 𝑠→∞. Подстановка 𝑅(𝑠) = 𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑟(𝑠), Ψ(𝑠) = Ψ𝑁 (𝑠) + ψ(𝑠) в (5) приводит к системе

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= ℱ𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠),

𝑑ψ
𝑑𝑠

= 𝒢𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠), (9)
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где ℱ𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝐹 (𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑟,Ψ𝑁 (𝑠) + ψ, 𝑠) − 𝑅′
𝑁 (𝑠) и 𝒢𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝐺(𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑟,Ψ𝑁 (𝑠) +

+ ψ, 𝑠)−Ψ′
𝑁 (𝑠). Нетрудно проверить, что

ℱ𝑁 =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞
{︀
𝑓𝑘/2(ψ+Ψ𝑁 )− 𝑓𝑘/2(Ψ𝑁 ) + δ𝑘,𝑞ν0𝑟

}︀
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

𝑞+1
𝑞 ) +𝒪(𝑠−

𝑁+1
𝑞 ),

𝒢𝑁 =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞
{︀
𝑟η𝑘/2 + δ𝑘,𝑞

(︀
𝑔0(𝑟 +𝑅𝑁 ,ψ+Ψ𝑁 )− 𝑔0(𝑅𝑁 ,Ψ𝑁 )

)︀}︀
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

𝑞+1
𝑞 ) +𝒪(𝑠−

𝑁+1
𝑞 )

при 𝑠 → ∞ и 𝑑 := 𝑑(𝑟,ψ) ≡
√
𝑟2 + ψ2 → 0. В качестве функции Ляпунова рассмотрим

𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑉𝑐(𝑟,ψ, 𝑠; Ψ𝑁 (𝑠),2), где

𝑉𝑐(𝑟,ψ, 𝑠; Ψ𝑁 ,2) =
𝑞∑︁

𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞

⎧⎨⎩η𝑘/𝑞 𝑟22 −
ψ∫︁

0

𝑓𝑘/2(φ+Ψ𝑁 ) 𝑑φ+ ψ𝑓𝑘/2(Ψ𝑁 )

⎫⎬⎭+ 𝑠−12𝑟ψ.

Заметим, что 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) = (η0𝑟2+
√︀
1− µ20ψ2)/2+𝒪(𝑑3)+𝒪(𝑑2)𝒪(𝑠−1/𝑞) при 𝑠→∞ и 𝑑→ 0, где

η0 =
√
4λ0 > 0. Производная функции 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) на траекториях системы (9) имеет следующий

вид:

𝑑𝑉

𝑑𝑠

⃒⃒⃒
(9)

= 𝑠−1
(︁
−𝐴2𝑟2 −𝐵2ψ

2 +𝒪(𝑑3) +𝒪(𝑠−
1
𝑞 )𝒪(𝑑2)

)︁
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

𝑁+1
𝑞 )

при 𝑠→∞ и 𝑑→ 0 с параметрами 𝐴2 = η0(𝑞(2α0 − 1)/4− 2) и 𝐵2 =
√︀
1− µ20(2+2µ0/

√︀
𝑞2λ0).

Выберем параметр 2 = 2𝑐, удовлетворяющий неравенствам −2µ0/
√︀
𝑞2λ0 < 2𝑐 < 𝑞(2α0 − 1)/4,

тогда 𝐴2 > 0 и 𝐵2 > 0. Следовательно, найдутся 𝑑1 > 0 и 𝑠1 > 0 такие, что

𝑚−𝑑
2 ⩽ 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ 𝑚+𝑑

2,
𝑑𝑉

𝑑𝑠

⃒⃒⃒
(9)

⩽ −𝑠−1𝐶𝑑2 + 𝑠
−𝑁+1

𝑞 𝐷𝑑 (10)

при 𝑠 ⩾ 𝑠1 и 𝑑 ⩽ 𝑑1 с положительными параметрами 𝑚−, 𝑚+, 𝐶 = min{𝐴2, 𝐵2}/2 и 𝐷. Выберем
𝑁 ⩾ 𝑞, тогда для любого ε ∈ (0, 𝑑1) найдутся

δε = min

{︃
𝑑1,

2𝑠
−1/𝑞
ε

𝐶
, ε
√︂

𝑚−
2𝑚+

}︃
, 𝑠ε = max

{︂
𝑠1,

(︂
4

𝐶ε

)︂𝑞}︂

такие, что 𝑑𝑉 /𝑑𝑠|(9) = −𝑠−1(𝐶𝑑2 − 𝑠
−1/𝑞
ε δ−1

ε 𝐷𝑑2) ⩽ −𝑠−1𝐶𝑑2/2 < 0 для всех 𝑠 ⩾ 𝑠ε и (𝑟,ψ)
таких, что δε ⩽ 𝑑(𝑟,ψ) ⩽ ε. Отсюда и из неравенств sup𝑑⩽δε 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ 𝑚+δ2ε ⩽ 𝑚−ε2 =
= inf𝑑=ε 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) для всех 𝑠 ⩾ 𝑠ε следует, что любое решение системы (9) с начальными
данными 𝑑(𝑟(𝑠ε),ψ(𝑠ε)) ⩽ δε не покидает ε-окрестность нуля 𝑑(𝑟(𝑠),ψ(𝑠)) ⩽ ε при 𝑠 ⩾ 𝑠ε. Более
того, из (10) следует, что 𝑑𝑉 /𝑑𝑠|(9) ⩽ 𝑠−1−(𝑁+1−𝑞)/𝑞ε𝐷 для всех 𝑠 ⩾ 𝑠ε и 𝑑 ⩽ ε. Интегрируя
последнее неравенство, мы получаем 𝑑(𝑟(𝑠),ψ(𝑠)) = 𝒪(𝑠−(𝑁+1−𝑞)/(2𝑞)) при 𝑠→∞ для любого
𝑁 ⩾ 𝑞. Отсюда вытекает существование устойчивого решения системы (9) с асимптотикой (7).
Учитывая подстановку (4), мы получаем доказательство теоремы 1. □

Если µ0 = 1, система (8) оказывается неразрешимой, и асимптотическое решение в фор-
ме (7) вблизи вырожденной точки 𝑧0 не строится. В этом случае в зависимости от параметров
возмущений возможно появление либо устойчивого режима с траекториями, стремящимися к
равновесию предельной системы (6), либо неустойчивого режима с неограниченно растущими
траекториями.
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Справедлива

Теорема 2. Пусть
√
λ0(𝑏 + 1) = 1, β1 > µ1 и α0 >

1

2
− 4𝑏− 1

(2𝑏+ 1)2
. Тогда система (1) имеет

устойчивое решение ρ0(τ) ≡
√︀
λ(τ) + τ−1/2𝑅0(𝑠(τ)), φ0(τ) ≡ Ψ0(𝑠(τ)), где 𝑠(τ) = (2/𝑞)τ𝑞/2,

𝑅0(𝑠) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑠
− 𝑘

𝑞 𝑟𝑘, Ψ0(𝑠) ∼
π
2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑠
− 𝑘

𝑞ψ𝑘, 𝑠→∞, (11)

с коэффициентами 𝑟𝑘,ψ𝑘 = const, ψ1 =
√︀

2(β1 − µ1)(2/𝑞)1/𝑞, 𝑞 = 2𝑏+ 1.

Доказательство. Подстановка (11) в систему (5) и приравнивание выражений при одинаковых
степенях 𝑠 приводят к уравнению

ψ21
2

= (β1 − µ1)
(︂
2

𝑞

)︂ 2
𝑞

. (12)

Остальные коэффициенты 𝑟𝑘, ψ𝑘 определяются из системы уравнений√︀
4λ0𝑟𝑘 = 𝒜𝑘, −ψ1ψ𝑘+1 = 𝒞𝑘+1, 𝑘 ⩾ 1, (13)

где 𝒜𝑘 и 𝒞𝑘 выражаются через 𝑟1,ψ1, . . . , 𝑟𝑘−1,ψ𝑘−1. Например,

𝒜1 = −𝐺1

(︁
0,
π
2

)︁
, 𝒜2 = −𝐺2

(︁
0,
π
2

)︁
− 𝑟1𝜕𝑅𝐺1

(︁
0,
π
2

)︁
− ψ1𝜕Ψ𝐺1

(︁
0,
π
2

)︁
,

𝒞2 = −δ𝑞,2ν0𝑟1, 𝒞3 = −
ψ41
24

+
ψ22
2

+ β1
ψ21
2

(︂
2

𝑞

)︂ 2
𝑞

− δ𝑞,3ν0𝑟1 + (µ2 − β2)
(︂
2

𝑞

)︂ 4
𝑞

.

Так как λ0 ̸= 0 и β1 > µ1, то существует решение системы (12), (13), которое зависит от выбора
корня уравнения (12).

Рассмотрим функции 𝑅𝑁 (𝑠) ≡
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑠
−𝑘/𝑞𝑟𝑘, Ψ𝑁 (𝑠) ≡ π/2 +

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑠

−𝑘/𝑞ψ𝑘. Подстановка
𝑅(𝑠) = 𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑠−3/(2𝑞)𝑟(𝑠), Ψ(𝑠) = Ψ𝑁 (𝑠) + 𝑠−1/𝑞ψ(𝑠) в (5) приводит к системе (9) с

ℱ𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
3
2𝑞

(︁
𝐹 (𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ𝑁 (𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠)−𝑅′

𝑁 (𝑠)
)︁
+ 𝑠−1 3𝑟

2𝑞
,

𝒢𝑁 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
1
𝑞

(︁
𝐺(𝑅𝑁 (𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ𝑁 (𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠)−Ψ′

𝑁 (𝑠)
)︁
+ 𝑠−1ψ

𝑞
.

Нетрудно проверить, что

ℱ𝑁 =

𝑞+2∑︁
𝑘=0

𝑠
− 2𝑘−3

2𝑞

{︁
𝑓𝑘/2(𝑠

− 1
𝑞ψ+Ψ𝑁 )− 𝑓𝑘/2(Ψ𝑁 )

}︁
+ 𝑠−1

(︂
ν0 +

3

2𝑞

)︂
𝑟+

+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−
𝑞+1
𝑞 ) +𝒪(𝑠−

2𝑁−1
2𝑞 ) = 𝑠

− 1
2𝑞 (−ψ1ψ+𝒪(𝑑2) +𝒪(𝑠−

1
𝑞 )),

𝒢𝑁 =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 2𝑘+1

2𝑞 𝑟η𝑘/2 + 𝑠
−1+ 1

𝑞

(︁(︀
𝑔0(𝑠

− 3
2𝑞 𝑟 +𝑅𝑁 , 𝑠

− 1
𝑞ψ+Ψ𝑁 )− 𝑔0(𝑅𝑁 ,Ψ𝑁 )

)︀)︁
+ 𝑠−1ψ

𝑞
+

+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−
𝑞+1
𝑞 ) +𝒪(𝑠−

𝑁
𝑞 ) = 𝑠

− 1
2𝑞 (η0𝑟 +𝒪(𝑠−

1
𝑞 ))

при 𝑠→∞ и 𝑑(𝑟,ψ)→ 0.
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Пусть ψ1 > 0. В этом случае предельная система, соответствующая (9), имеет неподвиж-
ную точку типа центр. Рассмотрим функцию Ляпунова для системы (9) в виде 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡
≡ 𝑉0(𝑟,ψ, 𝑠; Ψ𝑁 (𝑠),2), где 2 — некоторый параметр и

𝑉0(𝑟,ψ, 𝑠,Ψ𝑁 ,2) ≡
𝑞∑︁

𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞 η𝑘/𝑞
𝑟2

2
−

𝑞+2∑︁
𝑘=0

𝑠
− 𝑘−2

𝑞

⎧⎨⎩
ψ∫︁

0

𝑓𝑘/2(𝑠
− 1

𝑞φ+Ψ𝑁 ) 𝑑φ− ψ𝑓𝑘/2(Ψ𝑁 )

⎫⎬⎭+

+ 𝑠
− 2𝑞−1

2𝑞 2𝑟ψ.

Заметим, что 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) = (η0𝑟2 + ψ1ψ2)/2 + 𝒪(𝑑3) + 𝒪(𝑑2)𝒪(𝑠−1/𝑞) при 𝑠 → ∞ и 𝑑 → 0, где
η0 =

√
4λ0 > 0. Производная функции 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) на траекториях системы (9) имеет вид

𝑑𝑉

𝑑𝑠

⃒⃒⃒
(9)

= 𝑠−1
(︁
−𝐴2𝑟2 −𝐵2ψ

2 +𝒪(𝑑3) +𝒪(𝑠−
1
𝑞 )𝒪(𝑑2)

)︁
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

2𝑁−1
2𝑞 )

при 𝑠→∞ и 𝑑→ 0 с параметрами 𝐴2 = η0(𝑞(2α0 − 1)/4− 3/(2𝑞)− 2), 𝐵2 = ψ1(2µ0/
√︀
𝑞2λ0 −

− 𝑞−1 + 2). Выберем 2 = 20, удовлетворяющий неравенствам (
√
λ0 − 2)/

√︀
𝑞2λ0 < 20 <

< (𝑞2(2α0− 1)− 6)/(4𝑞), тогда 𝐴2 > 0 и 𝐵2 > 0. Следовательно, найдутся 𝑑1 > 0 и 𝑠1 > 0 такие,
что 𝑚−𝑑

2 ⩽ 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ 𝑚+𝑑
2, 𝑑𝑉 /𝑑𝑠|(9) ⩽ −𝑠−1𝐶𝑑2 + 𝑠−2𝑁−1/(2𝑞)𝐷𝑑 при 𝑠 ⩾ 𝑠1 и 𝑑 ⩽ 𝑑1

с положительными параметрами 𝑚−, 𝑚+, 𝐶 = min{𝐴2, 𝐵2}/2 и 𝐷. Выберем 𝑁 ⩾ 𝑞 + 1, тогда,
повторяя рассуждения теоремы 1, мы получим доказательство теоремы 2. □

Заметим, что выбор отрицательного корня уравнения (12) соответствует неподвижной точке
типа седло в предельной системе. В этом случае затухающие возмущения существенно не влияют
на поведение близких траекторий и асимптотический режим, соответствующий (11) c ψ1 < 0,
оказывается неустойчивым.

Если µ0 = 1 и β1 < µ1, то асимптотическое решение в форме (11) не строится. Более того,
в этом случае траектории системы (5) ведут себя так же, как и решения предельной системы (6)
при µ0 > 1 и являются неограниченными [3].

3. Стохастическая устойчивость резонансных решений

В настоящем разделе обсуждается устойчивость авторезонансных решений системы (1)
относительно стохастических возмущений при 0 < µ0 < 1 и при µ0 = 1. Известно, что даже
малые стохастические возмущения могут приводить к потере устойчивости решений [9, Гл. 10]
и появлению новых устойчивых состояний [10]. Опишем условия, при которых гарантируется
сохранение устойчивости авторезонанса по вероятности по крайней мере на асимптотически
больших временных интервалах.

Заметим, что подстановка (4) приводит систему (3) к следующему виду (см. [7, §8.5]):

𝑑𝑅 = 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑠) 𝑑𝑠+ 𝜀σ1,1(𝑅,Ψ, 𝑠) 𝑑𝑤1(𝑠),

𝑑Ψ = 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑠) 𝑑𝑠+ 𝜀σ2,1(𝑅,Ψ, 𝑠) 𝑑𝑤1(𝑠) + 𝜀σ2,2(𝑅,Ψ, 𝑠) 𝑑𝑤2(𝑠),
(14)

где (𝑤1(𝑠), 𝑤2(𝑠)) — некоторый двумерный винеровский процесс,

σ1,1(𝑅,Ψ, 𝑠(τ)) ≡ τ
4−𝑞
4 σ1(τ) sinΨ, σ2,1(𝑅,Ψ, 𝑠(τ)) ≡ τ

2−𝑞
4 σ1(τ) cosΨ√︀
λ(τ) + τ−1/2𝑅

,

σ2,2(𝑅,Ψ, 𝑠(τ)) ≡ τ
2−𝑞
4 σ2(τ).

154
Султанов О. А.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 2



Из теоремы 1 следует, что система (14) при 𝜀 = 0 и 0 < µ0 < 1 имеет устойчивое решение
𝑅𝑐(𝑠), Ψ𝑐(𝑠) с асимптотикой (7). Покажем, что решение остается устойчивым относительно
стохастических возмущений при 𝜀 ̸= 0 при определенных ограничениях на класс возмущений
𝒦𝑎1,𝑎2 := {(σ1(τ), σ2(τ)) : σ1(τ) = 𝒪(τ𝑎1), σ2(τ) = 𝒪(τ𝑎2) при τ → ∞}. Определим функцию
𝑑(𝑟,ψ) ≡

√
𝑟2 + ψ2. Тогда справедлива

Теорема 3. Пусть 0 <
√
λ0(1 + 𝑏) < 1, α0 >

1

2
− 4(𝑏+ 1)

(2𝑏+ 1)2
и (σ1(τ), σ2(τ)) ∈ 𝒦𝑎1,𝑎2 c парамет-

рами 𝑎1 ⩽ −1 + (2𝑏+ 1)𝐾/4, 𝑎2 ⩽ −1/2 + (2𝑏+ 1)𝐾/4, 𝐾 ⩽ 1. Тогда существует τ0 > 0 такое,
что для любых ε1 > 0 и ε2 > 0 найдутся δ1 > 0 и δ2 > 0 такие, что любое решение ρ(τ), ψ(τ)
системы (3) с 𝑑(ρ(τ0)− ρ𝑐(τ0),ψ(τ0)− ψ𝑐(τ0)) ⩽ δ1 и 0 < 𝜀 < δ2 удовлетворяет оценке

P
(︂

sup
0⩽τ−τ0⩽𝒯

𝑑
(︁
τ
1
2 (ρ(τ)− ρ𝑐(τ)),ψ(τ)− ψ𝑐(τ)

)︁
⩾ ε2

)︂
⩽ ε1 (15)

с параметром 𝒯 = 𝜀−1 при 0 < 𝐾 ⩽ 1, 𝒯 = 𝑠(τ0)(exp 𝜀−1 − 1) при 𝐾 = 0 и 𝒯 =∞ при 𝐾 < 0.

Доказательство. Подстановка 𝑅(𝑠) = 𝑅𝑐(𝑠) + 𝑟(𝑠), Ψ(𝑠) = Ψ𝑐(𝑠) + ψ(𝑠) в (14) приводит
к системе

𝑑𝑟 = ℱ(𝑟,ψ, 𝑠) 𝑑𝑠+ 𝜀σ̃1,1(𝑟,ψ, 𝑠) 𝑑𝑤1(𝑠),

𝑑ψ = 𝒢(𝑟,ψ, 𝑠) 𝑑𝑠+ 𝜀σ̃2,1(𝑟,ψ, 𝑠) 𝑑𝑤1(𝑠) + 𝜀σ̃2,2(𝑟,ψ, 𝑠) 𝑑𝑤2(𝑠),
(16)

где ℱ(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝐹 (𝑅𝑐(𝑠) + 𝑟,Ψ𝑐(𝑠) +ψ, 𝑠)− 𝐹 (𝑅𝑐(𝑠),Ψ𝑐(𝑠), 𝑠), 𝒢(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝐺(𝑅𝑐(𝑠) + 𝑟,Ψ𝑐(𝑠) +

ψ, 𝑠)−𝐺(𝑅𝑐(𝑠),Ψ𝑐(𝑠), 𝑠), σ̃𝑖,𝑗(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ σ𝑖,𝑗(𝑅𝑐(𝑠) + 𝑟,Ψ𝑐(𝑠) + ψ, 𝑠) и (𝑅𝑐(𝑠),Ψ𝑐(𝑠)) — решение
системы (5) с асимптотикой (7). Нетрудно проверить, что

ℱ =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞
{︀
𝑓𝑘/2(ψ+Ψ𝑐)− 𝑓𝑘/2(Ψ𝑐) + δ𝑘,𝑞ν0𝑟

}︀
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−1− 1

𝑞 ),

𝒢 =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 𝑘

𝑞
{︀
𝑟η𝑘/2 + δ𝑘,𝑞

(︀
𝑔0(𝑟 +𝑅𝑐,ψ+Ψ𝑐)− 𝑔0(𝑅𝑐,Ψ𝑐)

)︀}︀
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−1− 1

𝑞 ),

σ̃𝑖,𝑗 = 𝒪(𝑠−1+𝐾)

при 𝑠→∞ и 𝑑→ 0.
Определим оператор

ℒ = 𝜕𝑠 + ℱ𝜕𝑟 + 𝒢𝜕ψ +
𝜀2

2

(︀
σ̃21,1𝜕

2
𝑟 + 2σ̃1,1σ̃2,1𝜕𝑟𝜕ψ + (σ̃22,1 + σ̃

2
2,2)𝜕

2
ψ

)︀
,

связанный с (16) и играющий ключевую роль при исследовании стохастической устойчивости
(см. [11, § 3.6]). Рассмотрим вспомогательную функцию 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑉𝑐(𝑟,ψ, 𝑠; Ψ𝑐(𝑠),2𝑐) с
параметром 2𝑐, определенным при доказательстве теоремы 1. Заметим, что найдутся 𝑑0 > 0 и
𝑠0 > 0 такие, что

𝑚−𝑑
2(𝑟,ψ) ⩽ 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ 𝑚+𝑑

2(𝑟,ψ),

ℒ𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ −𝑠−1𝐶𝑑2(𝑟,ψ) + 𝑠−1+𝐾𝜀2𝑀
(17)
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при 𝑠 ⩾ 𝑠0 и 𝑑(𝑟,ψ) ⩽ 𝑑0 с положительными константами 𝑚−, 𝑚+, 𝐶 и 𝑀 . Тогда функцию
Ляпунова для системы (16) можно взять в следующем виде [12, 13]: 𝑈(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) +
+ 𝜀2𝑀θ𝐾(𝑠) с

θ𝐾(𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑠−1+𝐾
0 (𝒯 + 𝑠0 − 𝑠), 0 < 𝐾 ⩽ 1,

log(𝒯 + 𝑠0)− log 𝑠, 𝐾 = 0,

𝒯 +𝑠0∫︀
𝑠
ς𝐾−1 𝑑ς, 𝐾 < 0.

Заметим, что

𝑈(𝑟,ψ, 𝑠) ⩾ 𝑚−𝑑
2(𝑟,ψ), ℒ𝑈(𝑟,ψ, 𝑠) ⩽ 0 (18)

для всех (𝑟,ψ, 𝑠) ∈ 𝒟(𝑑0, 𝑠0, 𝒯 ) := {(𝑟,ψ, 𝑠) : 𝑑 ⩽ 𝑑0, 0 ⩽ 𝑠− 𝑠0 ⩽ 𝒯 }. Зафиксируем параметры
ε1 ∈ (0, 𝑑0) и ε2 > 0. Пусть (𝑟(𝑠),ψ(𝑠)) — решение системы (16) при 𝑑(𝑟(𝑠0),ψ(𝑠0)) ⩽ δ1
и 0 < 𝜀 < δ2. Обозначим через 𝑠𝒟 момент первого выхода траекторий из области 𝒟(δ1, 𝑠0, 𝒯 ),
и положим ς𝑠 ≡ min{𝑠𝒟, 𝑠}. Тогда (𝑟(ς𝑠),ψ(ς𝑠), ς𝑠) является процессом, остановленным в момент
первого выхода из области𝒟(δ1, 𝑠0, 𝒯 ). Более того, из (18) следует, что 𝑈(𝑟(ς𝑠),ψ(ς𝑠), ς𝑠) является
неотрицательным супермартингалом [11, § 5.2], и имеют место оценки

P( sup
0⩽𝑠−𝑠0⩽𝒯

𝑑(𝑟(𝑠),ψ(𝑠)) > ε1) = P(sup
𝑠⩾𝑠0

𝑑(𝑟(ς𝑠),ψ(ς𝑠)) > ε1)

⩽ P(sup
𝑠⩾𝑠0

𝑈(𝑟(ς𝑠),ψ(ς𝑠), ς𝑠) > 𝑚−ε21) ⩽
𝑈(𝑟(𝑠0),ψ(𝑠0), 𝑠0)

𝑚−ε21
.

(19)

Последняя оценка вытекает из неравенства Дуба для супермартингалов. Заметим, что
𝑈(𝑟(𝑠0),ψ(𝑠0), 𝑠0) ⩽ 𝑚+δ21 + 𝜀2𝑀θ𝐾(𝑠0). Выберем δ1 = ε2

√︀
ε2𝑚−/(2𝑚+) и

δ2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑚+δ21𝑀

−1𝑠1−𝐾
0 , 0 < 𝐾 ⩽ 1,

𝑚+δ21𝑀
−1, 𝐾 = 1,

𝑚+δ21𝑀
−1|𝐾|𝑠−𝐾

0 , 𝐾 < 0.

Отсюда, из (4) и (19) вытекает оценка (15). □

Теорема 4. Пусть
√
λ0(1 + 𝑏) = 1, β1 > µ1, α0 >

1

2
− 4𝑏− 1

(2𝑏+ 1)2
и (σ1(τ), σ2(τ)) ∈ 𝒦𝑎1,𝑎2

c параметрами 𝑎1 ⩽ −7/4 + (2𝑏 + 1)𝐾/4, 𝑎2 ⩽ −1 + (2𝑏 + 1)𝐾/4, 𝐾 ⩽ 1. Тогда существует
τ0 > 0 такое, что для любых ε1 > 0 и ε2 > 0 найдутся δ1 > 0 и δ2 > 0 такие, что любое решение
ρ(τ), ψ(τ) системы (3) с 𝑑(ρ(τ0) − ρ0(τ0),ψ(τ0) − ψ0(τ0)) ⩽ δ1 и 0 < 𝜀 < δ2 удовлетворяет
оценке

P
(︂

sup
0⩽τ−τ0⩽𝒯

𝑑
(︁
τ
5
4 (ρ(τ)− ρ0(τ)), τ

1
2 (ψ(τ)− ψ0(τ))

)︁
⩾ ε2

)︂
⩽ ε1

с параметром 𝒯 = 𝜀−1 при 0 < 𝐾 ⩽ 1, 𝒯 = 𝑠(τ0)(exp 𝜀−1 − 1) при 𝐾 = 0 и 𝒯 =∞ при 𝐾 < 0.
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Доказательство. Подстановка 𝑅(𝑠) = 𝑅0(𝑠) + 𝑠−3/(2𝑞)𝑟(𝑠), Ψ(𝑠) = Ψ0(𝑠) + 𝑠−1/𝑞ψ(𝑠) в (14) при
µ0 = 1 приводит к системе (16) с

ℱ(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
3
2𝑞

(︁
𝐹
(︁
𝑅0(𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ0(𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠

)︁
− 𝐹 (𝑅0(𝑠),Ψ0(𝑠), 𝑠)

)︁
+ 𝑠−1 3𝑟

2𝑞
,

𝒢(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
1
𝑞

(︁
𝐺
(︁
𝑅0(𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ0(𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠

)︁
−𝐺(𝑅0(𝑠),Ψ0(𝑠), 𝑠)

)︁
+ 𝑠−1ψ

𝑞
,

σ̃1,1(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
3
2𝑞 σ1,1

(︁
𝑅0(𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ0(𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠

)︁
,

σ̃2,𝑗(𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑠
1
𝑞 σ2,𝑗

(︁
𝑅0(𝑠) + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ0(𝑠) + 𝑠

− 1
𝑞ψ, 𝑠

)︁
,

где 𝑅0(𝑠), Ψ0(𝑠) — решение системы (5) при µ0 = 1 с асимптотикой (11). Нетрудно проверить,
что

ℱ =

𝑞+2∑︁
𝑘=0

𝑠
− 2𝑘−3

2𝑞

{︁
𝑓𝑘/2(Ψ0 + 𝑠

− 1
𝑞ψ)− 𝑓𝑘/2(Ψ0)

}︁
+ 𝑠−1

(︂
ν0 +

3

2𝑞

)︂
𝑟 +𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

𝑞+1
𝑞 ),

𝒢 =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝑠
− 2𝑘+1

2𝑞 𝑟η𝑘/2 + 𝑠
− 𝑞−1

𝑞

(︁(︀
𝑔0(𝑅0 + 𝑠

− 3
2𝑞 𝑟,Ψ0 + 𝑠

− 1
𝑞ψ)− 𝑔0(𝑅0,Ψ0)

)︀)︁
+

+ 𝑠−1ψ
𝑞
+𝒪(𝑑)𝒪(𝑠−

𝑞+1
𝑞 ),

σ̃𝑖,𝑗 = 𝒪(𝑠−1+𝐾)

при 𝑠 → ∞ и 𝑑(𝑟,ψ) → 0. Заметим, что функция 𝑉 (𝑟,ψ, 𝑠) ≡ 𝑉0(𝑟,ψ, 𝑠; Ψ0(𝑠),20) с парамет-
ром 20, определенным в теореме 2, удовлетворяет (17). В этом случае построение функции
Ляпунова для стохастической системы (16) и дальнейшее обоснование проводятся так же, как
и в доказательстве теоремы 3. □

Заключение

Таким образом, описаны условия, при которых авторезонансный режим сохраняется и исче-
зает при прохождении параметров накачки через бифуркационные значения в соответствующей
предельной системе. Исследовано влияние затухающих стохастических возмущений и найдена
зависимость интервалов стохастической устойчивости авторезонанса от степени затухания ин-
тенсивности шума. Показано, что для сохранения устойчивости решений при соответствующих
бифуркационных значениях параметров требуются более жесткие ограничения.

Полученные результаты расширяют возможность использования явления авторезонанса для
устойчивого управления нелинейной динамикой. Доказана возможность значительного изменения
энергии осциллирующих систем с помощью малого чирпированного возмущения при наличии
слабой диссипации и шума. В частности, показано, что стохастические возмущения не разрушают
захвата в авторезонанс при прохождении параметров накачки через бифуркационные значения.
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