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Исследованы параметры предельных циклов, возникающих B системе второго 
порядка с нелинейным. сумматором. Рассматриваются квантования двух тилов; 
округление и усечение по величине. Предложены новые методы (аналитический и 

параметров — предельных — циклов — от 
коэффициентов системы. При помощи первого из них лолучены ограничения в виде 
рациональных функций от коэффициентов системы на амплитуды предельных циклов. 
Эти ограничения подтверждены при помощи второго метода. 

численный)  исследования — зависимостей 

Введение 

Рассматриваются свободные колебания в цифровой рекурсивной системе 
второго порядка прямой формы реализации [1]. Система содержит сумматор, два 
элемента задержки z-1 и два умножителя - а и b (рис. 1). Практически реализуемая 
цифровая система имеет конечную разрядность машинного слова, вследствие чего 
обладает конечным числом состояний, а ее выходной сигнал квантован по уровню. 
Исследуются два метода квантования результатов суммирования: усечение по 
величине и округление. Оба метода реализуются при построении системы, 
использующей двоичный дополнительный код [2]. Ниже полагаем, что параметры 
системы выбираются внутри треуголь- 
ника устойчивости [3] 

А = [(а,5) 1Ы < 1 п Ь + а! < 1}. 

Квантование выходного сигнала при— 
водит к возвикновению нежелательных 
автоколебаний — предельных циклов. В 
известных — работах — даются — либо 
отрывочные, — либо — приближенные 
сведения о влиянии эффектов кванто- 
вания на динамику цифровых фильтров. 
Так, в работах [2,4—6] описаны анали- 
тические методы исследования дина— 
мики конкретных структур рекурсив— 
ных — цифровых — фильтров — второго 
порядка с фиксированными нелиней— 
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Рис. 1. Структурная схема рекурсивной цифро- 
вой системы 



ностями квантования, а также приводятся результаты моделирования узкого 
класса таких структур. При этом авторы ограничиваются рассмотрением 
небольших интервалов значений параметров систем, малых длин периодов (до 4—X) 

‚ и не предлагают более универсальных методов исследования. параметров 
° прёдельных циклов. Это обусловливает необходимость создания более общих и 
более точных методик исследования таких проблем. 

Для достижения поставленной задачи предлагаем новые методы (аналити— 

ческий и численный) исследования зависимостей параметров предельных циклов 
от коэффициентов системы. 

1. Аналитическое иселедование 

Определим параметры предельных циклов. Без потери общности положим 
шаг квангования равным единице. При этом свободные колебания цифровой 
системы второго порядка с одним квантователем после сложения описываются 
разностным уравнением 

Ф(2) ) 

Ха = (p(axn—‘r'l + bxn - С)‚ (1) 

где при усечении по величине с=0, при 
округлении  c=-1/,, а  функция  Ф(2) 
определена следующим образом: 

o(z)=L, если 15 z<L+1, (2) 

где L — penoe число. Вид функции (2) 
показан на рис. 2. Все движения системы 
вследствие характерного ступенчатого 
вида функции ф(г) суперустойчивы. 

Условием сушествования 
предельного цикла периода N является 
разрешимость — системы — нелинейных 
уравнений 

[ хо = Ф(аху. + bxy, — С), 

Х) = (p(axo + bXN—I — (_*)’ 

Xy = Ф(ах, + bxy — ¢), (3) 

` 

Хм-; = Ф(ахусз + Бху-з — С), 

где х; — целые числа, а ie [0,N-1]. Ступенчатый характер функции ф(:) позволяет 
преобразовать эти условия в систему линейных неравенств 

C‘l < ахм-1 + Ьх„_2 — хо <Csy, 

C1 .‚<_ ахо + be—l — X < С2‚ 

С| & ах, + Бх) — х› < С, (4) 

Cl < ах м- + be_3 — Xy < Cz. 
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Запишем 3Ty систему B векторном виде 

Cl < Сх < Cz, (5) 

где 
-1 0 0 O 0 b a Xy 
a-1 0 0 .. 0 0 b Xy 
b a-1 0 0 06 0O Х 
0 ь а -1 0 0 0 X3 

С = I S T ае оьь ‚ Х -= ..° . (6) 

o 0 0 0o ...-1 0 0 Х3 
0O 0 0 0 ... a -1 0 Xyn_2 
O О О 0 b a "1 Хм-1 

Все компоненты векторов С, и C; равны с и 1+с, соответственно, а компоненты 
вектора X являются отсчетами некоторого периода длины М. Размерности всех 

векторов равны N, а матрицы © — NxN. Cucrema неравенств (5) определяет 

№-мерный многогранник, образованный пересечением пространственных слоев, 
заключенных между параллельными плоскостями (4). Пространство векторов X 
есть пространство всевозможных периодов длины N, а многогранник (5) 
ограничивает в этом пространстве множество допустимых периодов этой длины 
при заданных коэффициентах (a,b) и фиксированном методе квантования. 

Рассмотрим семейство векторов [\7}, je[0,/-1], определяющих координаты 
вершин этого многогранника (J — количество вершин). Заметим, что компоненты 
У этих векторов являются рациональными функциями коэффициентов (a,b), где 
порядок полиномов в знаменателе равен N, а в числителе не превышает N-1. 
Получим функции У/ решением (например, методом Крамера) набора линейных 

уравнений 
СУ = //, (7) 

где #/е й Множество Z строится следующим образом. Образуем семейство 

всевозможных BEKTOPOB размерности N, компоненты которых принимают 
значения, РЭВНЬ16 с U 1+с. Из этого семейства исключим BCe векторы Z ‚ ДЛЯ 

которых найдется такая пара Z/, что 

7= - т 
7^ = о®[ 7], 

ИЛИ 

тде / — целое число, отличное от нуля; преобразовгпше O имеет ВиИд 

G[Z] = G[(ZO,ZI,Zz,. . .,ZN_-I)T] = (ZN—-DZO’Z'I?' . .,ZN_z)T, 

а символ T обозначает операцию транспонирования. Из полученного множества 
исключим векторы, компоненты которых образуют периодическую на интервале 
[0,М-1} последовательность. Итоговое семейство векторов составит множество £ 

Функциия \/, полученные при фиксированном векторе 7/е #, определяют 

оценку амплитуц _ _ 
A(Z),a,b) = max {IV/(a,b)l} 

ie[0N-1] 

предельных циклов периода N, подобных такому вектору-шаблону. При этом 
верхняя оценка амплитуды допустимых предельных циклов равна 

Apadab) = max {A(Z/,a,b)}. 
z
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Puc. 3. Распределение амплитуд предельных циклов для Ne (3:4;5} 

Таким образом, сугщцность предлагаемого аналитического метода заклю- 
чается в следующем. Зафиксируем длину периода N, выберем интересующий THIT 
квантования. Построим множество £ по описанным выше правилам. Для векторов 

данного множества вычислим их компоненты (функции V{(a,b)) при помощи 
уравнения (7). Огибающая модулей этих функций есть оценка амплитуд 
предельных циклов периода М. Полную картину зависимости амплитуд предельных 
циклов от коэффициентов (a,b) получим, рассмотрев другие значения М. Следует 
отметить, что для систем прямой формы реализации этот метод легко 
распространяется на более высокие (без ограничений) порядки. 

Рассмотрим применение данного метода к системе (1). Положим М=3, а в 
качестве метода квантования выберем округление. При этом определитель 
матрицы © равен 

detC(a,b) = —1 + 3ab + a3 + b3. 

Для вектора Z=(1/7,~1/.15)", которым исчерпывается множество # при заданных 

условиях, получим три функции следующего вида: 

Viola,b) = (1+a—b-ab—a2+b2)/(2det C(a,b)), 

Vi(a.b) = (-1+a+b+ab+a?+b2)/(2det C(a,b)), 

Va(a,b) = (1-a+b-ab+a?-b2)/(2det C(a,b)). 

График огибающей модулей этих функций (при фиксированном b=—0.92) показан 
на рис. 3. На этом же рисунке показаны огибающие для периодов №={4,5}. 

2. Численный метод поиска предельных циклов 

Описанный выше аналитический метод применим только к системам прямой 
формы реализации. Недостатком прямой формы является высокая чувствитель- 
ность к эффектам квантования при высоких порядках. Это обусловливает 
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использование на практике других (неканонических) форм реализаций цифровых 
фильтров [1]. Следовательно, существует необходимость исследования цифровых 
фильтров произвольной формы реализации. В связи со  значительными 
сложностями аналитического описания процессов, предлагается  численное 
решение этой задачи. K сожалению, применение известной процедуры вычисления 
амплитуд  циклов при  заданных — (а,5) крайне — ограничено, — поскольку 
рассматриваемые СУГУбО нелинейные системы весьма чувствительны к начальным. 

условиям и требуют большого количества вычислений. В общем случае при L 
уровнях квантования требуется Г?М№ вычислений, где N — длительность реализации 
динамического пропесса. 

Для повышения эффективности вычислительного процесса предлагается 
новый метод. Заметим, что исследуемая система имеет бесконечное число 
дискретных состояний. Однако амплитуды предельных циклов ограничены,й для 
анализа периодических движений достаточно рассмотреть конечное число 
состояний. В целях повышения эффективности алгоритма введем в исследуемую 
систему нелинейность, ограничивающую число . необходимых состояний. В 
качестве такой нелинейности можно выбрать, например, нелинейность насышения 

Smin: 2 < Smim 

S(2) =) Smax> & > лак 

Z, B остальных случаях. 

При этом функция /(г), описывающая нелинейность сумматора, принимает вид 

К) = 5(Ф(2-с)), 
а количество уровней квантования вычисляется по формуле 

L =80 — Эт + 1. 

B данном случае поведение системы удобно описать при помощи двумерного 
двухпараметрического отображения 

Xo Xy Yo 
й: \ — ( = й 

Yo } Y1 Sbxy + а)’о)) 

где Xo,Y0 X1 V1€ {SminsSmint oo Smax—1Smax) — COCTOSIHES системы на  фазовой 
илоскости (X,Y). 

Вследствие дискретности состояний и ограниченности функции S(z) система 
имеет конечное количество состояний. Графически эти состояния могут быть 
представлены как узлы конечной квадратной решетки с шагом 1 1o обеим 
координатам и равным количеством строк и столбцов. Нижний левый узел 
решетки имеет координаты (Spin:Smin)» @ верхний правый — ($дакопах). ЭТО 

позволяет перейти от отображения „7 к алгебраической перестановке [7]. При 

построении перестановки производится последовательная нумерация состояний по 
следующему принципу. Узлу нижнего левого угла присвайвается номер «О», 
следующему узлу, выше на одну строку, присваивается номер «1» и Т.д. до 
последней строки первого столбца. По достижении последней строки первого 
столбца осуществляется переход к первой строке второго столбца с продолжением 
последовательной нумерации. В результате получаем следующую перестановку: 

n:i—mn(i), ie{0,L2-1], (8) 

i=(yo— Swin) + L% — аа)» 

ТЕ([) = (yl - Smin) + L(X1 - Smin)' 

где 
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Полученная перестановка представляет собой одномерную целочисленную зались 
движений системы. Для восстановления реальных движений на фазовой плоскости 

необходим обратный переход к отображению F Возможность такого перехода 

обусловлена TeM, что в перестановке (8) сохранено взаймно  однозначное 
соответствие номеров состояний г и их координат (хо,уо). Для его осущцествления 
необходимо определить по номеру состояния содержащие его строку и столбец и, 
сместив их вомера на значения З, ПОЛУчитЬ соответствующие координаты 
COCTOSTHUS на плоскости 

ло = Q(iIL) + 5ь л, = O(iIL) + 5 
и 

Yo= i = LOUIL) + 5а » =®() — Lom(i)/L) + 5ь 
Для анализа перестановки (8) предлагаем следующий алгоритм. 
1. Сформируем множество U={m: m=zn(n) тпе [0,72-1]}. Исключим из пере- 

становки (8) все переходы с номерами !Е U. 
2. Если множество U пусто — работа алгоритма завершена. В противном 

случае повторим шаг 1. 
Полученная в результате операций 1 и 2 перестановка П содержит 

информацию обо всех предельных циклах. При помощи формул (9) определим 
максимальную амплитулу предельного цикла 

Amax = max “XO(])I} 
jen 

©) 

Величина A, МОЖет использоваться кКак количественный критерий динамических 

свойств различных структур рекурсивных цифровых фильтров. Таким образом, 

предлагаемый метод сводится к пошаговому поиску инвариантных траекторий 
(предельных циклов).вместо используемого в известной процедуре анализа [2 
реализаций динамического пропесса. 

Результаты применения вышеописанного алгоритма при использовании 
округления и уссчевия по модулю приводятся на рис. 4 в виде ступенчатых 
функций. На рис. 4, а B виде плавной кривой показан график аналитической оценки 
максимальной амплитуды предельных циклов периода 3. Рисунок подтверждает 
высокую точность полученных первым методом аналитических оценок. 

Предлагаемый численный метод применим к любым структурам цифровых 
фильтров с конечной длиной машинного слова. Выбранная в качестве примера 
нелинейность насыщения может быть заменена любой другой ограниченной 
функцией. 

?ЁЁЪ | ГЁЁЁЧ | 
о (PRI 
у )4‘ W _'ЁП“ Ы@П“„ U i „ 

il 1 НО T T 
Oor“‘fl“*rfis ` Т Т T - 

-1.44 —0.72 0.0 0.72 1.44 -1.44 ° -0.72 0.0 072 1.4 

o)
) 

a 

Рис. 4. Распределение амплитуд предельных циклов: а — квантование округлением, 6 — кван- 
тование с усечением по величине 
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Заключение 

`Исследованы параметры предельных циклов, возникающих в системе 
второго порядка с нелинейным сумматором. Рассмотрены квантования двух типов: 
округление и усечение по величине. Предложены новые методы (аналитический и 
численный) исследования зависимостей параметров предельных циклов от 
коэффициентов системы. При помощи первого метода получены ограничения (в 
виде раниональных фувкций от коэффициентов системы) на; амплитуды 
предельных циклов. Эти ограничения подтверждены при помощи, второго метода.: 

Результаты работы могут использоваться при анализе устойчивости 
нелинейных цифровых фильтров второго порядка и синтезе систем цифровой 
обработки информации. 

Работа выполнена при финансовой поддержке  Российского фонда 
фундаментальных исследований (грант № 99-02-17939). ВЕ 
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PARAMETERS ОЕ LIMIT CYCLE IN RECURSIVE SECOND-ORDER 

DIGITAL SYSTEM WITH ONE QUANTIZER 

Y.A. Bryuhanov, E.A. Myasnikov 

Parameters оё limit cycles in second—order digital system with non—linear adder 
are investigated. Two kinds of quantization way are considered: rounding and value 
truncation. New analytical and computer aimed methods are proposed for investigation of 
limit cycles parameters dependencies upon the system coefficients. Upper bounds of limit 
cycles amplitudes are obtained by the first method. These bounds are rational functions of 
system coefficients and are verified by the second method. 
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