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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ПО ХАОТИЧЕСКИМ ВРЕМЕННЫМ РЯДАМ 
краткий обзор 

О.Л. Anocos, О.Я. Бутковский, Ю.А. Kpasyos 

Дан краткий обзор проблем, возникающих при восстановлении динамических 
уравнений из хаотических временных рядов. Описаны наиболее употребительные 
процедуры восстановления, включающие в себя оценку размерности системы, выбор 
типа уравнений, определение параметров нелинейных функций путем подгонки 
дифференциальных уравнений к временным рядам, селекцию ненадежных коэффи- 
циентов, испытание восстановленной системы на глобапьную устойчивость. Приведе— 
ны примерыгвосстановления динамических уравнений. 

Предложен эффективный критерий различения динамических` и случайных 
процессов, опирающийся на понятие степени предсказуемости. Указаны принципиаль- 
ные ограничения, налагаемые влиянием шумов, в частности, ограничения на время 
предсказуемости (наличие «горизонта предсказуемости»), на длину анализируемой 
выборки, на количество определяемых коэффициентов и др. Изложен «дискриминант- 
ный» (двухоконный) подход, ПОЗВОЛЯЮЩИЙ ВЫЯВЛЯТЬ нестационарности в динамической 
системе. Наконец, указана важная роль малоразмерных моделей для выявления 

нестационарностей в системах высокой размерности. В заключение перечислены.- 
перспективные области применения процедур восстановления. 

Введение 

Проблема восстановления динамических уравнений процессов M3 временных 
рядов возникла в теории динамических систем около 40-50 net ToMy назад и 
связана с именами А.Н. Колмогорова и Дж. Габора. Оесновной подход к решению 
этой проблемы, которая известна также как обратная задача нелинейной 
динамики, состоит в «подгонке» дифференциального уравнения определенного 
класса к экспериментальным данным. Состояние вопроса O восстановлении 
дифференциальных уравнений в «дохаотическую» эпоху отражено в монографиях 
1-4|. 
=) Особенность хаотических систем, которые стали предметом всеобщего 
интереса в 80—90-х годах, состоит B их исключительно высокой чувствительности 
K малым возмущениям, B TOM числе K шумовым воздействиям, присутствующим B 
любых физических системах. Малые возмущения в хаотических системах 
нарастают по экспоненциальному закону и довольно быстро достигают размеров 
аттрактора. Эта особенность хаотических систем получила название локальной 
неустойчивости. Несмотря на свойство локальной неустойчивости, хаотические 

системы все же допускают восстановление динамических уравнений на OCHOBE



стратегии подгонки, разработанной ранее для нехаотических динамических систем. 
Разумеется, свойство локальной неустойчивости не может не отразиться на 
качестве восстановления дифференциального уравнения: время предсказуемости, 
TO есть. интервал времени, на котором восстановленное уравнение обеспечивает 
удовлетворительное предсказание поведения наблюдаемой системы, для хаоти- 
ческих систем оказывается заметно более коротким, чем для нехаотических 
систем. 

Данная статья написана по материалам доклада, сделанного авторами на 
саратовской школе XAOC’98 [5], и представляет собой попытку кратко изложить 
основные проблемы восстановления дифференциальных уравнений, описывающих 
хаотическую систему. 

Ранние попытки восстановить динамические уравнения системы M3 
хаотических временных рядов в отсутствие шумов были предприняты Кремерсом и 
Хублером [6], Кратчфильдом и МакНамарой [7], Бриденом и Хублером [8], Гусбэ 
9], Брашем и Кадтке {10]. В последующих работах, в частности, в публикациях 
11-13], реконструкция уравнений производилась с учетом шумов. Различные 
подходы к проблеме восстановления уравнений U3 зашумленных эксперименталь- 
ных данных и некоторые частные результаты освещены B работах [14-16], а также 
B отдельных — статьях — монографического сборника — [17],  посвященного 
предсказуемости сложных динамических систем. Общая характеристика методов 
восстановления дана также в представительном обзоре Павлова и Янсон [18], 
посвященном задачам восстановления динамики из электрокардиограмм. Одни из 
первых примеров восстановления уравнений для ряда медико-биологических 
объектов (сердце человека и др.) содержатся в работах Анищенко и Смирновой 
[19], Янсон и Анищенко [20,21]. 

Основные алгоритмы восстановления динамики описаны в разделе 1. 
Иллюстративные примеры приведены в разделе 2. Принципиально важный вопрос 
о критериях различения случайного и детерминированного, от решения которого 
зависит стратегия восстановления динамики, обсужден в разделе 3. В качестве 
основного критерия выявления динамических закономерностей предлагается 
выбрать время предсказуемости наблюдаемого процесса на основе принятой 
нелинейнсй модели. В разделе 4 анализируется новый вопрос O влиянии шумов на 
число восстанавливаемых коэффициентов и сделан вывод о существовании 
оптимальной длины выборки. Кроме того, в разделе 5 затронут вопрос O 
возможности выявления нестационарности в хаосе при помощи дискриминантного 
(двухоконного) подхода, а в разделе 6 — проблема скрытой передачи информации с 
использованием процедур восстановления динамических уравнений. Полезность 
низкоразмерных динамических моделей для выявления нестационарности в 
процессах высокой размерности отмечена в разделе 7. Наконец, B разделе 8 мы 
перечислим — перспективные  области  применения — методов — восстановления 
динамических ураьнений. 

1. Процедуры восстановления динамических уравнений 13 временных рядов 

11. Выбор вектора состояния. Пусть датчик регистрирует значения 
наблюдаемой  величины  ¥(f), которая может — характеризовать — процессы 
произвольной физической природы (механические, электрические, химические, 
биологические и др.}. Величина у(!) называется наблюдаемой или реализацией 
процесса. 

При выявлении динамических закономерностей в экспериментальных 
временных рядах опираются либо на дискретные — модели, описывасмые 
разностными уравнениями (отображениями), либо на непрерывные модели, 
описываемые  обыкновенными дифференциальными уравнениями. В первом 
случае  экспериментальные данные изначально представлены — дискретными 
отсчетами у, j=1,2,..,n. Bo втором случае для компьютерной обработки данных 

производится дискретизация экспериментальной непрерывной реализации у(г) с 
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некоторым (обычно постоянным) шагом по времени A, то €CTh вместо непрерыв— 

ного процесса у(#) записываются дискретные значения у, 

у;= УЮ + (7-1)4], j=1...n D 

где ) — номер отсчета, 0 — момент начала измеревий; величина А обычно 
называется шагом дискретизации, а набор значений у; — временным рядом. 

Предположим, что наблюдаемая величина у порождается некоторой 
динамической системой и является либо одной M3 ее переменных состояний, либо 
скалярной функцией от них. Набор переменных, характеризующих состояние ди— 
намической системы B данный момент времени, называется вектором состояния. 

Задача состоит в TOM, чтобы по одномерному временному ряду 
(а) восстановить фазовый портрет (аттрактор) изучаемой системы, 
(6) восстановить динамические уравнения, в KAKOM—TO приближении опи-— 

сывающие поведение исходной системы. ' 
Для решения задачи (а) в работе [22] был предложен метод задержки, 

согласно которому вектор состояния восстанавливался по формуле 

У(2) = {у(0, y(1+4), у(1+24),..., у(Н+(М-1)А)}, @) 

где N — размерность вложения, A’ -— задержка вложения. Для дискретного 
векторного ряда задержка вложения выражается через целое число k шагов 
дискретизации A'=kA, а вектор состояния записывается следующим образом: 

Yj = {У;‚ Уню Ук o 2 Yirv-1 )k.}- 

Такенс [23] углубил этот результат, HOKasas, что B OTCYTCTBHE шумов и при 
размерности вложения N22d+1, где а — фрактальная размерность исследуемой 
хаотической системы, множество (2) топологически эквивалентно аттрактору 
системы (см. также [24]). Теорема Такенса подготовила почву для построения 
алгоритмов предсказания хаотических процессов с использованием сведений O 
динамической природе наблюдаемого временного ряда [25-28). 

Вектор состояния (2), составленный M3 дискретных отсчетов (1), взятых с 

задержкой А’, имеет преимущества при построении — конечно-разностных 
уравнений, описывающих исследуемую систему. Для больышинства физических 
систем, которые  описываются HE  разностными, а — дифференциальными 
уравнениями, в качестве вектора состояния вместо (2) удобнее брать совокупность 
производных исследуемого процесса 

Y’ = [у©, у0), ..., y®}, (3) 

где o0 означает производную л-го порядка 

у®0(0) = @у(г/а, 

а под производной нулевого порядка понимается сама наблюдаемая функция y(r). 
Метод последовательного дифференцирования, использующий вектор состояния 
(3), довольно часто используется в литературе (см., например, [7,8, 11-14,29]). 

Фактически производные V(1) наблюдаемого процесса Y(f) вычисляются через 
конечные разности, скажем 

уЭ( = [(а - О. @ 
Очевидно, точность вычисления производных TEM хуже, чем больше уровень 
тшнумов и больше интервал дискретизации А. Поэтому алгоритм (4) является самым 
ненадежным — элементом во всей процедуре восстановления  динамических 
уравнений. 

Кроме упомянутых, имеются и другие возможности введения вектора 
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состояния. Так, наряду с эквидистантными отсчетами (1) в принципе можно 
использовать также неэквидистантные измерения [30]. В работе [31] (см. также 
[20]) в число компонент вектора состояния предложено ввести еще интеграл от 
наблюдаемой переменной  y(f), что способствует стабилизации — численных 
процедур. 

Относительно оптимального выбора интервала дискретизации А единого 
мнения B литературе не существует. Так, при работе с вектором задержанных 
переменных рекомендуется выбирать интервал А из условия минимизации функции 
взаимной информации [32, 33] или же логарифма корреляционного интеграла [34]. 
В обоих случаях мы имеем дело с интервалами порядка времени корреляции Ty opp В 
руководствах по методам идентификации динамических систем (см., например, [1]) 
интервал A рекомендуется выбирать равным  (0.2-0.3)t,,,. Такой выбор 
согласуется с требованием теоремы Котельникова, согласно которой интервал 
дискретизации А не должен превышать величину 1/(2f), где 2f — эффективная 
ширина спектра сигнала: А<1/(2}) Для сигналов со сплошным спектром, B 
частности, для хатических сигналов, ширина спектра 2/ сравнима с обратным 
временем корреляции  Tyopy~1/(2f), так что неравенство A<1/(2f) эквивалентно 
требованию А<торр» В противном случае, то есть при слишком редких отсчетах 
(А2 Ткорр) МЫ рискуем потерять существенную информацию о системе. В то же 
время слишком частые отсчеты с А<<тоо, нежелательны из-за резкого увеличения 
массива данных, не  сопровождаемого — соразмерным - ростом — получаемой 
информации. Эта особенность подчеркивается во множестве публикаций. B 
частности, в недавно вышедшей книге [80]. Оценка А-(0.2—0.3)торр ЯВЛЯСТСЯ 
компромиссной. В конкретных расчетах имест смысл оптимизировать выбор 
интервала дискретизации А на фактически имеющемся массиве данных, руковод- 
ствуясь критерием (18), о котором речь пойдет ниже (см. разд. 3). 

Независимо от метода восстановления модели (при помощи вектора 
состояния (2), восстановленного методом задержки, или же при помощи вектора 
(3). составленного из производных исследуемого процесса) речь идет o 
восстановлении динамических уравнений (разностных или дифференциальных) во 
всем фазовом пространстве, то есть о восстановлении глобальной модели. 

1.2. Оценка размерности хаотического npoyeccd. Важным элементом 
восстановления динамических уравнений по экспериментальным данным является 
оценка размерности исследуемого процесса, то есть оценка эффективного числа 
степеней свободы, вовлеченных в динамический процесс. 

Как известно, хаотические аттракторы характеризуются фрактальной 
размерностью d [35,36]. Вычислению фрактальной размерности ¢ непосредственно 
из экспериментальных данных посвящена обширная литература, представление O 
которой дают работы [37—43]. Располагая фрактальной размерностью @, можно 
оценить размерность N (ee называют размерностью вложения) по формуле 
Такенса N22d+1, хотя эта оценка часто оказывается завышенной [43]. В этих 
условиях часто прибегают K упрощенным оценкам размерности вложения, 
используя, например, корреляционную размерность [18,32,34,44-47]. 

Эффективный способ оценки размерности опирается на вычисление 
ковариационной матрицы, которая составляется M3 отсчетов у/#=у[/+(7-1)4], 
сделанных в момевты времени /#. Ковариационная матрица 

Cu=Ziyfy/ (5) 

имеет размерность пхл. Удобные алгоритмы оценки размерности по матрице были 

предложены Грассбергером и Прокаччиа [48], Брумхэдом и Кингом [49], Ланда и 
Розенблюмом [46]. Простой и не требующий больших массивов алгоритм Ланда и 

Розенблюма опирается на вычисление собственных значений , ковариационной 
матрицы (5). 

Численным моделированием было установлено, что зависимость логариф-



ма нормированных собственных чисел 

O,=M/ZR; OT размерности [ испытывает 

излом наклона при некотором значении 
М (рис. 1), которое и рекомендуется 
принять — за — размерность — системы 

(размерность вложения). Считается, что 
при переходе от малых значений i, для 
которых характерен большой наклон 

кривой Шшб, к болышим значениям (>N, 

где наклон кривой Ind; меньше, происхо— 

дит уменьшение удельного веса «новых» 
переменных у& ¢ i>N по сравнению с 
«базовыми» переменными у/, отвечаю- 

щими <М. ‹ 
Имеются и другие  способы 

оценки — размерности,  например, с 
использованием «старых» приемов, 

развитых в математической статистике 
[50]. Во всех случаях оценка размер- 
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Рис. 1. K оценке размерности системы N при по- 

мощи — собственных — чисёел — корреляционной 
матрицы. Кривая 1 — зависимость логарифма 
собственных чисел OT - размерности [ для 
случайного процесса. Кривая 2 — зависимость 
собственных чисел для х-компоненты системы 
Ресслера в хаотическом режиме. Вертикальные 
линии показывают границы излома, MO кото- 
рому оценивается размерность вложения N. 

ности выступает как эксперименталь- 
ная величина. В расчетах, проведенных с участием авторов данной работы [11-14], 
использовались оценки размерности как 1o методу Брумхэда и Кинга [49], так и 
методом, описанным в [46]. 

1.3. Модельное уравнение порядка N ¢ полиномиальной нелинейностью. 
Оценив размерность системы, можно приступить K подгонке модельного 
уравнения к временным рядам. При такой подгонке нелинейные слагаемые в 
дифференциальных уравнениях чаще всего аппроксимируются полиномами, хотя 
возможны и иные аппроксимации нелинейных функций, например, кусочно- 
линейными или кусочно-непрерывными функцииями. Выбор аппроксимирующих 
функций диктуется, прежде всего, априорными сведениями O системе. 

Если априорные данные O структуре системы отсутствуют, TO полино— 
миальная аппроксимация выступает как разумное начальное приближение, 
которое может быть уточнено (или даже заменено иным, лучшим, приближением) 
o Mepe накопления данных O системе в процессе пПодгонки. Конечным 

результатом подгонки является определение коэффициентов при нелинейных 
слагаемых в уравнениях определенного класса. Таким образом, решение обратной 
задачи нелинейной динамики сводится, в сущности, K параметризации модельного 
уравнения заданного класса путем наилучшего (B том или ином смыксле) 
согласования модели с экспериментальными данными. 

Ниже мы — будем — говорить — преимущественно O — восстановлении 
дифференциальных уравнений системы. Отметим, однако, что приемы BOCCTAHOB— 

ления разностных уравнений во многом подобны приемам реконструкции 
дифференциальных уравнений [18]. 

Весьма общее модельное уравнение системы может быть представлено B 
форме полинома от компонент модельного вектора состояния 

Z = (го, 215 + --› 2м), 

где под г„ понимается л-я производная модельного процесса z(f) 

г„ = z(0) = @а, 

а под zp — cama переменная z(r): zy(f)=z(f). Компактная запись модельного 
дифференциального уравнения имеет вид 

F(z,A) = X,A,G,(2) = 0. (6) 
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Здесь G, — MOHOMBI (одночлены), составленные W3 степеней  Zy,Zy,....Zx" 

А=(А|,...А„) — М-компонентный вектор коэффициентов, подлежащих определе- 

нию. 
В силу однородности уравнения (6) относительно 4, один из коэффициентов 

А„ может быть выбран произвольно. Чаще всего полагают равным единице 
коэффициент при старшей производной zy(f). Остальные — коэффициенты 
находятся M3 уравнения (6), если в качестве модельных значений вектора #(г) 
подставить в (6) экспериментальные данные у(/)=(»,у),....у?), соответствующие 
моментам времени (1, 

2'тАт ‚„(2)[7(/‚) У(‘/ =0. 
<7) 

Число М неизвестных козффициентов A,, быстро растет с увеличением порядка 
дифференциального уравнения N и степени нелинейности 5. Например, полное (с 
учетом всех возможных комбинаций) уравнение третьего порядка (N=3) с 
кубичной нелинейностью (5=3) имеет вид 

F(Z,A) = A0 4+ (Aoz() + A-]Z] + Azlz + A3-3) + 

+ (Аоо20? + Ар 2021 + o+ Азз zi?) + (8) 

+ (Agoo 20° + Agpr 2021 + ... + Азаз 23) = 0. 

Это уравнение содержит 35 коэффициентов, а если положить Аз=1, чтобы третья 

производная z3=d3z/d3 вошла в уравнение (8) с единичным коэффициентом, TO 
число неопределенных коэффициентов составит 34. 'Таким образом, число 
отсчетов в данном случае He может быть менее M=34. 

По мере увеличения N и $ число коэффициентов М, подлежащих 
определению, катастрофически (факториально) возрастает: оно оценивастся как 
М=(№+5+1)/[(5+1)!М!]. При переходе от М=5=3 к N=s=4 оно увеличивается от 35 
до 126, при N=s=5 достигает 462, а’при N=s=0 переваливает за тысячу М=1716. 
Столь стремительный рост числа неопределенных коэффициентов приводит не 
только к значительным техническим трудностям при их вычислении (фактически 
речь идет об обращении матриц высокой размерности), но и к принципиальным 
затруднениям познавательного характера. Если бы технические трудности удалось 
преодолеть, то есть если бы имелась возможность быстро и надежно вычислить 
огромное число коэффициентов, TO польза от такой громоздкой модели была бы 
сомнительной, поскольку сама модель становится чрезвычайно  сложным 
объектом для изучения. 'Гакая модель имсла бы плохо обозримое пространство 
параметров, которым, K TOMY же, весьма трудно придать определенный 
физический смысл. Сказанное заставляет ограничиваться  малоразмерными 
модельными уравнениями и максимально использовать всю доступную априорную 
информацию об исследуемой системе, чтобы предельно упростить модельное 
уравнение и уменьшить число коэффициентов, подлежащих определению. 

В идеале число временных отсчетов л должно соответствовать числу М 
неопределенных  коэффициентов. ВЕсли учесть необходимость — определения 
производных до М--го порядка, то к М следовало бы добавить еще 2N отсчетов (по 
М донолнительных отсчетов в начале и конце выборки), так что минимальная 
длительность выборки должна составить 

йп = М + 2М. (9) 

В действительности из-за присутствия шумов длительность выборки приходится 
увеличивать MO сравнению ¢ (9), поскольку восстанавливаемые коэффициснты 4,, 
могут испытывать существенные флуктуации. В этих условиях для оценки неиз- 
вестных коэффициентов A, приходится либо усреднять значения А„ по нескольким 
соседним выборкам длиной M+2N [11-13], либо брать избыточное (по сравнению с 
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M) число отсчетов л и оценивать затем A, по методу наименьших квадратов, как 
это было предложено еще B ранних работах [6,7], а также в работе [18]. 

1.4. Модельная система N уравнений первого порядка. Кроме описанного- 
подхода, использующего одно модельное уравнение М-го порядка (6), возможен 1 - 
несколько иной подход K выбору модельных уравнений, опирающийся на теорему 
Такенса [23]. Согласно этой теореме, решение X(f) динамической системы весьма 
общего вида 

аХ/а = F(X), 

допускающей существование аттрактора размерности d, может быть плавным 
образом отображено на решение х(г) более простой системы 

dxiddt = x5, фо/@ =x3, ... dxyldt = Х) (10) 

размерности N22d+1. Поэтому система уравнений (10) тоже может служить 
удовлетворительной моделью для многих динамических систем. 

Указанный подход можно реализовать, например, следующим образом 
[11,12,16]. Пусть S; — собственные векторы ковариационной матрицы (5). Тогда 
произвольный вёктор состояния Y можно разложить IO собственным векторам 
корреляционной матрицы S; («оптимальный» базис) и ограничиться в этом 
разложении членами, соответствующими размерности системы N, 

YET“SI‘(’T]QSz'*‘ ...+T]NSN. (]_1) 

Коэффициенты этого разложения Ty, найденные из временного ряда у}, могут 

служить новыми переменными вместо у, Поведение коэффициентов 1); можно 

тогда моделировать при помощи переменных С, подчиняющихся системе 

уравнений первого порядка вида (10) 

аС/а! =Gy, 

а/а = G, (12) 

dCN/dt = (D(C,B)/g(t_,,C) ’ 

Нелинейность системы  описывается здесь дробно-рациональной функцией 
®(C,B)/g((,C), где Ф и g представляют собой полиномы от компонент вектора 

£=(Cy,....Ly) с неопределенными коэффициентами В, и С, объединенными B 

векторы В и С. Пля полинома #(6,С) можно ограничиться невысокой (скажем, 
второй) степенью нелинейности. Общее число коэффициентов В, и С, подлежа— 
щих определению, может оказаться даже меныше, чем число коэффициентов A, B 
уравнении (6). 

При численном решении системы уравнений (12) приходится преодолевать 

технические трудности, связанные с наличием полюсов у функции ®/g. Специаль-- 
ные процедуры, необходимые для преодоления этих трудностей, описаны, 
например, в работе [28]. На практике дробно-рациональные функции в уравнении 
(12) нелесообразно использовать только при наличии априорной информации, да и 
в 9TOM случае  дробно-рациональную функцию часто можно — успешно 
аппроксимировать полиномом. 

1.5. Другие подходы. Указанными двумя подходами (уравнение порядка № 
вида (6) и система N уравнений первого порядка вида (12)), использующими 
полиномиальные аппроксимации нелинейных Ффункций, не исчерпывается все 
разнообразие приемов, предложенных к настоящему времени. Упомянем еще 
метод краевых задач, облегчающий подгонку дифференциальных уравнений к 
экспериментальным данным [51], использование критерия минимальной длины 

35



описания для выбора оптимальной модели [15.52-36), метод раднальных функций 
15], использование ортогональных полиномов для аппроксимации нелинейностей 
6], критерий минимума энтропии модели [7], процедуру синхронизации модели 
экспериментальными данными [57). 

КРОМС полиномиальных Модепей иногда применяются также кусочно- 

линейные функции, HO их использование, как правило, обусловлено наличием 
априорной информации [58,59,80]. 

В РЯДС СЛУЧ&СВ‚ когда ИЗМСРЯСТСЯ не одна, а несколько KOMIIOHCHT 

исследуемого процесса (CKH)KCI\I, скорость и температура, W1 TOK и НаПРЯ)КСНИВ)‚ 

модельную систему уравнений следует видоизменить таким образом, чтобы 
появилась  возможность  согласовать  систему  уравнений ¢ несколькими 
временными рядами [60]. Разумеется, наличие дополнительного информационного 
канала СПОСОбСТВУбТ улучшению качества восстановления. 

В случае неавтономных CHCTEM задача восстановления ураВНСНИЙ 

существенно усложняется. B настоящее время нам известно только © IBYX 

удавшихся попытках восстановления неавтономной системы [61,62]. 

1.6. Дополнительные процедуры. Кроме перечисленных, иногда применяют 
и другие процедуры. Прежде всего, упомянем предварительную фильтрацию 
экспериментальных  данных, применяемую иногда для  снижения — влияния 
высокочастотных шумов [49,63,64,11-14]. 

При _ анализе — зашумленных  данных  или K€  при — использовании 
малоразмерных моделей в анализе заведомо  высокоразмерных процессов 
восстановленные коэффициенты A,, часто проявляют сильные флуктуации. В этих 
условиях кроме усреднения коэффициентов A, по нескольким выборкам, 
целесообразно  применять — также — процедуру — исключения — «ненадежных» 
коэффициентов, флуктуации которых AA,, заметно превышают среднее значение 

А„ [11-14]. Практический опыт показывает, что исключение (TO €CTh, фактически, 
зануление) ненадежных коэффициентов часто уменьшает вариации других, более 
надежных, коэффициентов. 

Наконец, в тех случаях, когда целесообразно проверять восстановленные 

уравнения на глобальную устойчивость [11-14,16]. 

2 . Примеры 

В качестве первого примера рассмотрим аттрактор Рёсслера, находящийся 
под внешним шумовым воздействием [60,65], 

у=х+ ау + ), (13) 

з = Ь - са + ха + В. 

где fi23 — шумовые компоненты. Для получения исходной реализации интегриро— 
валась система уравнений (13) с учетом шумовых компонент / 55 на каждом шаге 
интегрирования. 

Уравнение третьего порядка, эквивалентное системе трех уравнений (13), 
описывающих аттрактор Рёсслера, B отсутствие шумов имеет вид 

(~z+az-z)(z—c-a)+(c+a)(az—z~z-b)~b(z~c~a)2+(z—c—a)(z—c)(az-z—z—b)=0.  (14) 

Ниже приведены результаты применения процедуры, подробно описанной B [66], к 
восстановлению — зашумленной — системы — Рёсслера — (13),  характеризуемой
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Рис. 2. Исходная незашумленная (/) и восстановленная (2) компоненты аттрактора РЕсслера при 

a=0.15, 6=0.2, с=10.0 и уровне шумов 1072. Система восстанавливалась по зашумленной 
компоненте (3) 

параметрами а=0.15, b=0.2, с=10.0, при среднеквадратичном уровне шума 10-2 по 
реализации {z;}. B результате параметризации первоначальной модели, содержащей 
производные до третьего порядка и Bce нелинейные комбинации до третьей 
степени включительно, фактически было получено уравнение (14). Остальные 
коэффициенты в полном уравнении (8) оказались близкими к нулю и были 
отброшены в силу их статистической незначимости. Затем, преобразованием 
данного уравнения в систему дифференциальных уравнений первого порядка 
получаем систему (13) со значениями а=0.149, 5=0.229 и с=9.904. Время 
предсказуемости рёсслеровского аттрактора на основе восстановленных уравнений 
по наблюдаемой х-компоненте оказалось достаточно большим: оно в 3.5 раза 

превышало интервал корреляции Ty, КОТОрый составлял примерно 12 единиц 

безразмерного времени. 
Приведенный выше пример восстановления BCeX TpeX KOMIIOHEHT 

рёсслеровского процесса x(f), у(!) и z(f) показан на рис. 2. Восстановленные 
компоненты, обозначенные на рисунке цифрой 2, неплохо онисывают реально 
наблюдаемые — осцилляции — исходных — незашумленных  реализаций — процесса 
примерно до 35-го отсчета безразмерного времени. 

Восстановленные значения процесса 2(#)=20(0) и его производных г)=аг/@ и 

zy=dz/dt позволяют реконструировать трехмерный фазовый портрет аттрактора 

Рёсслера. Восстановленный портрет (рис. 3, а) качественно совпадает с исходным 
портретом (рис. 3, 6). 

Разнообразные иные примеры восстановления приведены в публикациях [6— 
17]. В частности, пример восстановления аттрактора Лоренца на основе 
«оптимального» базиса описан в работе [11], а также B работах [28,57]. 

В больышинстве публикаций описано восстановление процессов, которые 
тенерировались компьютером в присутствии шумов. В этих условиях «наблюдае— 
мый» процесс y(f) описывался уравнениями заведомо невысокого порядка, что и 
гарантировало успех восстановления. 
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Рис. 3. Исходный (а) и восстановленный (6) фазовый портрет аттрактора Рёсслера при a=0.15, 
b=0.2, с=10.0 и уровне шумов 10-2 

Гораздо более трудную проблему представляет восстановление уравнений 
для реальных процессов, в первую очередь, для медико-биологических объектов. 
Попытки такого рода были предприняты, в частности, сотрудниками кафедры 
радиофизики Саратовского государственного университета [19—21,29,67| под 
руководством профессора В.С.Анищенко. Анализ полученных  результатов, 
проведенный в обзорной работе [18], показал, что процедуры восстановления B 
состоянии выявить «основную», «устойчивую» часть математической модели, 
тогда как многие детали остаются не раскрытыми. В конечном итоге главная 
трудность COCTOUT B TOM, что исследуемые медико-биологические процессы, как 
правило, имеют более сложную природу, чем это заложено B моделях: более 
высокая размерность, нестационарность, неавтономность и др. Разумеется, эти 
препятствия не должны порождать у исследователя чувство обиды: в конце концов. 
выявление сложной природы процессов и составляет предмет науки. 

Поучительные примеры и аспекты восстановления динамики имеются также 
в работах [67-71,80]. 

3. Динамические критерии различения случайных и 
динамических процессов 

Один из главных вопросов, которые возникают при выявлении динамики 
непосредственно из временных рядов, COCTOUT B выработке критериев различения 
случайных и детерминированных (динамических) процессов. Новый подход к 
решению этой проблемы, предложенный в работах [72,73], предполагает введение 
понятия стелени предсказуемости наблюдаемого процесса у(/) на основе модели 
z(#). Степень предсказуемости определяется как нормированная корреляционная 
функция наблюдения y(t) и прогноза 2(г) 

Р(х) = y(Dz()VIGHD) ()], (15) 

Здесь T={—10 представляет собой время, протекшее после начала наблюдения ©. 
Статистическое усреднение в (15) производится по совокупности начальных 
моментов 10, которые «открывают» выборки из временного ряда у(/). Начальные 
значения модельного процесса 2(70) «подгоняются» к у(/0) в начале каждой такой 
выборки, так что в результате усреднения в (15) сохраняется только зависимость 

от разности T=i—10. 
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При т=0 (в (15) это соответствует D7) A 
моменту — времени — #=0) — степень — 
предсказуемости обращается в единицу — 1.0 
в силу привятого условия 2(0)=у(г). 
Напротив, при достаточно больших 
интервалах т степень предсказуемости 
спадает до малых значений в силу 05 — — — — — — — 
рассогласования — временного — хода ] 
прогноза z(f) и наблюдения y(r). Общий | 
характер зависимости D(T) показан на 0.0 : 

й Эв— 
рис. 4. Характерное время, отвечающее Tapen т 
уменышению D(1) до уровня 0.5, может 
служить удобной оценкой BpeMeHH Puc. 4. Зависимость степени предсказуемости D 
предсказуемости — процесса y(f) на от времени 1={-0, прошедшего после начала 
основе модели z(f). Для хаотической  испытания. Время предсказуемости Typey ОТВе- 
системы время предсказуемостиИ — чает спаданию D до уровня 0.5 

оценивается как [72,73] 

Tapen = [1/(2^.)ЩА(ог + 6,2 + С, (16) 

где А — размер аттрактора, о7 — уровень шумов в самой физической системе, с,2 — 

вклад шумов измерительного прибора, а Oy, характеризует неточность выбранной 
модели (это слагаемое иногда называют «шумом незнания»). Важно, что время 

предсказуемОсти Ty, MOXKET превышать время корреляции Т,орр И TEM болыше, чем 

меньше уровни шумов о,2, G2 и неточность моОдели биод?. 
Очевидно, чем больше время предсказуемости, тем лучше предсказательная 

сила модели. Исходя из этого, мы предлагаем принять отношение 

Y = Фпред /бкорр (17) 

в качестве меры эффективности восстановления динамических уравнений. Если 

для восстановленной модели отношение у=Тиред/Ткорр HE превышает единицы, у<1, TO 
попытку восстановления динамических уравнений следует признать неудачной. В . 
этом случае динамический прогноз обеспечивает такое же время предсказания, как 

и простейший «консервативный» прогноз по правилу 2(Ю+т)=у(0), то есть IO 
правилу «завтра, как сегодня». ТГакой прогноз, очевидно, никоим образом не 
учитывает динамические свойства прогнозируемого процесса. 

Существует убеждение, что некоторое улучшение прогноза по сравнению с 
консервативной моделью могут дать авторегрессионные модели, но, как показано в 
работе [74], такие модели принципиально HE могут преодолеть барьер Таред”бкорр* 
'Гаким образом, при yS1 динамические связи в наблюдаемом процессе y(f), даже 
если они и существуют, не вскрываются, а сам процесс квалифицируется как 
случайный. Разумеется, утверждение о случайности наблюдаемого процесса y(f) 
при у<1 справедливо, строго говоря, по отношению только к тем классам моделей, 
которые подвергались испытаниям. Здесь мы сталкиваемся с типичной для 
естествознания ситуацией, когда неудачные попытки вскрыть динамические 
закономерности в наблюдаемом явлении при помощи данной модели BOBCE не 
исключают _ возможности  успеха  при  помощи HHBIX — моделей,  скажем, 
неполиномиальных, неавтономных и др. Грубо говоря, речь идет o подборе 
«интеллектуальных отмычек» K исследуемому процессу, что эквивалентно 
выявлению кода, при помощи которого зашифрованы данные. 

Очевидно, чем сложнее исследуемый процесс, тем труднее ero дешифровка, 
и TeM о ценнее - представляется - положеительный — результат — дешифровки, 

характеризуемый неравенством Y>1, когда время предсказуемости Ty, ХОТЯ бы 
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ненамного превышает время корреляции. В этом случае уже можно говорить O 
выявлении следов динамической природы исследуемого процесса. Наконец, при 
у>>1 динамическую природу процесса несомненно следует считать выявленной. 

В отличие от времени корреляции Т,орр КОТОрое всегда можно измерить по 

стандартной процедуре, время предсказусемОстИ T, Заранее не известно. Оно 
определяется в процессе подгонки дифференциального уравнения к временному 
ряду и существенно зависит как от уровня шумов, так и от вида модели. Скажем, B 
случае системы с «негладкой» нелинейвостью типа lx| модельное уравнение с 
полиномиальной нелинейностью имеет меныше шансов на успех, чем уравнение с 
кусочно-линейной аппроксимацией нелинейных функций. Оценивая время 
предсказуемости для различных испытуемых моделей, мы можем приблизиться K 
оптимальной модели, руководствуясь указанным выше критерием максимизации 
времени предсказуемости 

= тах. (18) 

Ecnu разные модели обеспечивают одно и TO же время предсказуемости, TO 
их следует признать эквивалентными, как бы сильно ни отличались они по 

внешнему виду. Сама по себе задача восстановления динамического уравнения не 
имеет однозначного решения: в пределах заданной погрешмости к одному и TOMY 
же временному ряду можно подогнать много (и даже бесконечно много) 
уравнений. Однако при наличии нескольких эквивалентных (B указанном выше 

‚ смысле) моделей допустимо говорить O полном решении задачи восстановления, 
поскольку различные эквивалентные модели обеспечивают одинаковое качество 
предсказания. Пальнейшая селекция моделей возможна лишь при привлечении 
«физической» информации о наблюдаемом процессе. 

Хитред 

4. Оптимальная длина выборки и ограничения на количество 
восстанавливаемых коэффициентов 

Как известно, точность определения параметров обычных (то есть 
нехаотических) сигналов повышается при увселичений длины выборки л. В случас 
же сигналов хаотической природы эта закономерность нарутнается: увеличение 

° ДЛИНЫ ВЬ[бОРК_И сверх определенного оптимального значения Лошт не только не 

улучшает, но даже ухудшает точность восстановления параметров. Объясняется 
это свойством локальной неустойчивости хаотических систем: малые флуктуации, 

которые всегда присутствуют в реальных физических системах, при A>T, ... 
нарастают до размеров аттрактора и тем самым существенно искажают сигнал 
у(1). Очевидно, коэффициенты А„, «извлекаемые» M3 искаженной реализации 
процесса y(1), также будут подвергаться искажениям, что нежелательно. 

ОП‘ТИМЭЛЬНУЮ длину ВЬібОРКИ MOXHO оценивать как отношение времени 

предсказуемости Тпрсд к илительности интервала дискретизации А 

Й опт = Тпрсп/А' (19> 

Как более короткие, так и более длинные по сравнению с /gy, ВЫборки лишьъ 
увеличивают погрешность определения коэффициентов. 

Оценка (19) важна потому, что она ограничивает число коэффициентов М, 
которые можно надежно найти при подгонке модельного уравнения к временному 
ряду. Согласно (9) M~ng,,—2N. 

Поскольку интервал между отсчетами A выбирается равным (0.2+0.3) 70, 

оптимальная длина выборки в 3+5 раз превышает отношение У=Тирс/Ткорр, ТО ©СТЬ -, 

Moy (3 - S)Y 
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При y=(5+7), что отвечает относительному уровню погрешностей 10-3, для Лопт 

получаем  оценку: лом<(15+35). Таким образом, лаже при  оптимальной 
длительности выборки можно рассчитывать на определение не более чем двух или 
трех десятков коэффициентов A,. Это требовавие налагает принципиальные 

ограничения на сложность моделей, используемых для подгонки к временным 
рядам. Насколько известно авторам, ограничения вида (19) до сих пор не 
принимались во внимание. 

5. Дискриминантная процедура 

Дискриминантная процедура, разработанная в статистическом анализе, 
направлена на выявление нестационарности в наблюдаемом случайном процессе 
путем сравнения (дискриминации) статистических характеристик процесса в двух 
смежных временных окнах |[/-Т,!] и [£,t+T], каждое из которых имеет длительность 
Т. Модификация минимаксной процедуры, предложенная в работах [60,75—77], 
заключается в использовании компонент модельного уравнения наблюдаемого 
процесса в качестве признаков дискриминантной функции d(f). Важно, чтобы 
дискриминантная функция была линейна относительно входящих в модельное 
уравнение коэффициентов. Например, при восстановлении системы Рёсслера или 
выявлении изменений управляющего параметра в качестве d(f) выступало 
расширенное уравнение типа (14) 

d(l‘) = Alzm+ . A[ZZZ"l' +An =0. 

Входящие сюда коэффициенты A, определялись из минимаксного условия: 
разность средних значений дискриминантных функций B двух временных окнах а() 
и а(+Т) должна быть максимальной, а сумма квадратов дисперсий минимальна. 

Минимаксный критерий сводит задачу нахождения коэффициентов A, к задаче на 
собственные — значения взаимно-ковариационной матрицы  дискриминантных 
функций и позволяет создать алгоритм для решения ‘задач восстановления, 
работающий B реальном времени. Кроме того, данный критерий, вычисляемый на 
обновляющейся последовательности, оказался наиболее чувствительным при 
обнаружении нестационарностей [60]. 

Таким образом, в результате применения дискримипантной процедуры 
удается не только восстанавливать разностные или дифференциальные уравнения 
системы, HO й выявлять изменения коэффициентов A,, во времени. 

В качестве примера на рис. 5, а представлена реализация последователь- 
ности, подчиняющейся логистическому отображению 

Ун1 = rnyu(l_yn) (20) 

с переменным управляющим параметром г,. В данном случае параметр r, (рис. 5, 6) 
скачком меняет свою величину от значения 3.80 до значения 3.82, а затем 
возвращается к первоначальному значению 3.80. Такие изменения не удается 
выявить ни визуально, ни путем анализа последовательности Y, при помощи 
статистического критерия Фишера 

Н :(M] — М2)2/(512 + Szz), (21) 

где M, и M, — средние значения у, B первом и втором окнах, а 512 и 552 — дисперсии 
y, в этих окнах. Иными словами, методы, разработанные в статистическом 
анализе, HE  позволили — вскрыть — изменения B  динамике — хаотической 
последовательности у 

Между тем, если в качестве дискриминантной функции взять не саму 
последовательность у,„‚ а функцию d,=y,.—7,v,{1-y,), которая в отсутствие шумов 
в силу (20) обращается в нуль, то критерий Фишера (21) продемонстрирует легко 
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обнаружимые всплески B моменты скачкообразного увеличения или уменыпения 
управляющего параметра г, (ср. рис. S, в и 2). Увеличение интенсивности шума с 
0.1% до 1% уменьшает величину всплеска примерно до единицы (рис. 3, д), что в 
данном случае не воспрепятствовало дискриминации скачков управляющего 
параметра ,. 

Пругие примеры эффективности дискримивантной процедуры имеются в 
работах [76] (синусоидальное — изменение — управляющего — параметра — в 
логистическом отображении) и [66,77] (система Рёсслера с  переменным 
параметром). 

6. Передача сигналов с использованием процедур 
восстановления динамических уравнений 

БЕсли структура динамической системы известна, а неизвестными являются 
переменные во времени величины нескольких коэффициентов, то алгоритмы 
восстановления динамики в состоянии выявить модуляцию параметров системы и 
тем самым реализовать канал связи с использованием хаотических процессов. 
Выявление модуляции параметров можно осуществить двумя способами: при 
помощи дискриминантной процедуры, как это показано на рис. 5 (см. также 
работы [60,75—77]), так и путем прямого восстановления динамических уравнений, 
как это было реализовано в недавних работах Анищенко и Павлова |78] и 
Анищенко, Павлова и Явсон [59]. В последних работах, а также в монографии |80] 
описанный выше принцип передачи сигналов был эффектно продемонстрирован на 
примере системы, преобразующей изображение в последовательность чисел на 
передающем конце и восстанавливающей изображение на приемном конце на 
основе решения обратной задачи нелинейной динамики. Такая система скрытой 
связи допускает как  одноканальную передачу информации (модуляции и 

‚ ИАМ ИНА НАН 

400 д пь‚=200 

Рис. 5. Выявление нестационарностей при помощи дискриминантной (двухоконной) процедуры на 
примере логистического отображения: а — реализация логистического отображения (19) с 
управляющим параметром г,, закон изменения которого представлен на рис. 6; в — изменение 
средней невязки для авторегрессионной модели; г и д — изменение критерия Фишера (20) при 
уровне шумов соответственно 0.1 % и 1% 
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демодуляции подвергается только один параметр), так и многоканальную пнередачу 
(путем модуляции и демодуляции нескольких параметров). 

Стоит отметить, что потенциальные характеристики каналов связи с 
использованием хаотических сигналов (помехоустойчивость, предельная пропуск— 
ная способность, уровень межканальных помех и т.д.) нуждаются B CHCTEMATH— 
ческом изучении 

7. Использование малоразмерных моделей для анализа 

систем высокой размерности 

Малоразмерные модели, обладающие сами по себе свойством локальной 
неустойчивости, могут демонстрировать высокую чувствительность к различным 
возмущениям в высокоразмерных системах. Эта особенность малоразмерных 
моделей делает перспективным их применение для анализа изменений в сложных 

‚ реальных  системах. В paborax [77,79] было  продемонстрировано,  что 
коэффициенты низкоразмерной модёели сердечных ритмов, восстановленной на 
основе временных рядов для так называемых КЕК-интервалов (интервалов между 
соседними пиками на электрокардиограмме), зависят от нагрузки на сердечную 
мыищу — (реализуемой велоэргометром) и позволяют выявлять — аэробно- 
анаэробный переход непосредственно из анализа ЕК-интервала, не прибегая к 
сложной процедуре газового анализа, как это принято B настоящее время. 

Пругим перспективным направлением применения малоразмерных моделей B 
соединении с дискриминантной процедурой может явиться анализ климатических 
изменений на основе временных рядов для среднегодовой темнературы. Хотя 
размерность N временного температурного ряда очень высока (оценки дают для N 
значения до 20-30), малоразмерные модели могут претендовать на выявление 
трендов в климатической системе на уровне динамического описания. Авторы 
данной работы были бы заинтересованы в установлении делового партнерства с 
научными группами, работающими в области климатических изменений, с целью 
совместного анализа проблемы с привлечением малоразмерных моделей. 

8. Области применения процедур восстановления 
динамических уравнений 

Описанные выше методы восстановления динамических уравнений из 
хаотических временных рядов могут оказаться полезными для решения широкого 
круга задач, в том числе: 

o для идентификации хаотических систем; 
» для предсказания поведения хаотических систем; 
® для выявления НССТ&ЦИОН&РНОСТСЙ в хаотических системах при помощи 

дискриминантной процедуры, в TOM числе с использованием малоразмерных 
динамических моделей; 

» для облегчения решения задач управления хаосом при помощи подходящего 
внешнего воздействия; 

е для скрытой передачи сигналов с использованием хаотической несущей; 
э для подавления шгумоподобного сигнала динамической природы (путем 

восстановления модели и последующего вычитания такого «шума» из сигнала); 
» для выявления потенциальных бифуркаций в модели исследуемой системы 

путем анализа восстановленных динамических уравнений. 
В заключение авторы выражают признательность участникам школы 

ХАОС’ 98 за плодотворные обсуждения проблемы, а также рецензентам данной 
статьи за взыскательную критику. 

Работа поддержана программами ИНТАС (грант 96—0305), РФФИ (грант 
99-02-16625) и ФЦП «Интеграция» (грант А-0030). 
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RECONSTRUCTION OF DYNAMICAL SYSTEMS : 
ЕКОМ CHAOTIC ТЕМЕ SERIES: 

SHORT REVIEW 

О.Г. Anosov, O.Ya. Butkovskii, Yu.A. Kravitsov 

The brief survey оЁ problems accompanying Ше reconstruction оЁ dynamical 
equations from chaotic time series is presented. The most frequently used procedures of 
reconstruction are described, including estimate for the dimension of a system, choice of 
the equation type, determination оЁ parameters оЁ nonlincar functions by means о 
differential equation fitting Ю time series, deleting of unreliable coefficients, testing of 
global stability of the reconstructed system. Several examples of reconstruction are 
presented. 

New effective criterium for distinguishing dynamical and random processes 15 
suggested, based оп the notion оЁ degree оЁ predictability. Principal limitations are 
pointed out imposed by the properties of instability in presence оё noise оп time-interval 
of predictable behaviour («horizon of predictability»), on the length of a sample, on 
amount of coefficient to be determined. So named «discriminant» (two window) 
approach is outlined, which allows to reveal nonstationarity in dynamical system, and 
important role of low dimensional models for retrieval of nonstationarities in systems of 
higher dimension is discussed. In conclusion prospective areas of applicability of 
reconstruction procedures are pointed out. 
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Комментарий редакционной коллегии 
‚ ‚ к статье О.Л. Аносова, О.Я. Бутковского, Ю.А. Кравцова 

«Восстановление динамических систем по хаотическим временным рядам» 

В разделе 4 (абзац 4) данной работы утверждается, что интервал 
дискретизации экспериментальных данных А обычно выбирается исходя из 
соотношения 

A=(0.2 + 0.3)ткорр (1) 
7A€ Tyopp — Время корреляции сигнала. На базе этого соотношения устанавливается 
связь между оптимальной длиной выборки ло И временем корреляции. Нам 
трудно согласиться с формулой (1*), поскольку известно, что при дискретизации 
экспериментальных реализаций экспериментаторы традиционно основываются на 
теореме Котельникова (Найквиста) [1,2], следствие из которой состоит в TOM, что 
шаг дискретизации должен быть не болыше единицы, деленной на удвоенную 
максимальную значащую частоту в спектре. Несмотря на то, что свойства спектра 
мощности процесса и свойства его автокорреляционной функции связаны через 
теорему Винера — Хинчина, вопрос о соотношении частоты выборки и времени 
корреляции не имеет однозначного ответа. Рассмотрим два примера. На рис. 1 
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Рис. 1. Отрезок реализации x(#) (a) и фазовый портрет (b) системы Рёсслера при значениях 
параметров а=0.2, 6=0.2, с=10. Точки соответствуют моментам выборки координаты x(f) с 
шагом, определяемым теоремой Котельникова (Найквиста) 

показаны реализация координаты x(f) и проекция фазового портрета системы 
Рёсслера, которая была использована авторами обзора для иллюстрации работы 
алгоритма реконструкции, при значениях управляющих параметров а=0.2, b=0.2, 
с=10. На рис. 2 показан спектр мощности, рассчитанный по реализации x(¢). Из 
него видно, что максимальной значащей частотой спектра можно считать fy=3. По 
теореме Котельникова (Найквиста) максимально допустимый шаг выборки равен 

A=0.1. На рис. 1, а точки соответствуют моментам выборки координаты х(г) с 
тшлагом, определяемым теоремой. 
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Рис. 2. Спектр мощности, рассчитанный по реализации x(¢) системы Рёсслера при значениях 
параметров a=0.2, 6=0.2, с=10 
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На puc. 3 показан - модуль автокорреляционной функции  (АКФ), 
рассчитанной IO той же реализации. Время корреляции можно определять 
разными способами, например, как время спадания огибающей АКФ в 2 раза, в 
e~ 2.718 pas, в 10 раз; наконец, как 

Txopp :.[/2j0°° |е(т)1ах, 
(29 

где р(т) есть огибающая АКФ, нормированной на дисперсию [3].Воспользуемся 

наиболее распространенным, на наш взгляд, определением, согласно которому 
время корреляции — это время, за которое огибающая АКФ спадает в е раз. На 
рис. 3 прямая линия соответствует значению 1/е.Таким образом, время корреляции 
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Puc. 3. Модуль автокорреляционной функции W(T), рассчитанной по реализации x(i) системы 

Рёсслера при значениях параметров a=0.2, 6=0.2, с=10 

можно считать приблизительно равным 16. Используем соотношение (17) для 
определения шага дискретизации: А=0.2л;орр = 0.2.16 = 3.2. На рис. 4, а показана 

прежняя реализация x(7), на которую наложены точки, соответствующие шагу 
дискретизации 3.2. На рис. 4, 6 показан фазовый портрет, восстановленный 
методом задержки по данной реализации при значении задержки, совпадающем CO 
значением шага выборки. Очевидно, что структура фазового портрета оказалась 
неразрешенной.Таким образом, этот шаг нельзя считать достаточным для анализа 
данного сигнала. Кромс того, возникает вопрос, как можно такие данные 
дифференцировать. 

Приведем также модуль АКФ, рассчитанной по реализации X(f) системы 
Рёсслера при значениях параметров, используемых авторами работы (рис. 5). 
Заметим, что огибающая данной АКФ не спадает даже в два раза на приведенном 
участке времени наблюдения, а это означает, что время корреляции заведомо 
превышает 120, независимо от используемого определения. Очевидно, что выбор 

шага дискретизации B соответствии с (1*) в данном случае привел бы к абсурдному 
результату. 
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Рис. 4. а - отрезок реализации x(f) системы Рёсслера при значениях параметров a=(0.2, 6=0.2, 
с=10. Точки соответствуют моментам выборки координаты A(f) с Шшагом, определяемым 
соотношением (1*); 6 - фазовый портрет, восстановленный методом задержки по реализации. 
показанной на рис. 4, а. Значение задержки А’=А. Точки фазового портрета не соединены 
линиями, так как каждые две последующие точки лежат B противоположных концах полученного 
множества 
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Рис. 5. Модуль автокорреляционной функции, рассчитанной по реализации х(г) системы Рёсслера 
при значениях параметров a=0.15, 6=0.2, с=10 (параметры, выбранные в обзоре) 

Таким образом, мы считаем, что формула, следующая сразу за (19) в разделе 
* В 

4, как следствие соотношения (1), не является обоснованной. 
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