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ФЛУКТУАЦИИ KOHTYPOB РАВНОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ 
ПАССИВНОЙ ПРИМЕСИ B ТУРБУЛЕНТНОЙ СРЕДЕ 

И.С. Жукова, А.И. Саичев 

В связи с задачами физики атмосферы и океана изучены статистические 
свойства длины контура равной концентрации пассивной примеси и полного градиента 
поля концентрации в хаотически движущейся несжимаемой среде. Получены 
выражения для статистических моментов этих величин, а также вероятностное 
распределение полного градиента. Показано, что моменты экспоненциально растут с 
течением времени, а распределение стремится K логарифмически нормальному. 

Введение 

Изучение статистических свойств плотности пассивной примеси B 
турбулентных средах важно, например, для анализа загрязнения окружающей 
среды и привлекает болыпое внимание исследователей (cM., например, [1-4]). В 
болышинстве работ обычно находятся статистические средние плотности и 
концентрации пассивной примеси, в то время как WX вероятностные свойства, 
необходимые для лучшего понимания процессов турбулентной диффузии, мало 
изучены. Хотя в несжимаемой среде отсутствуют сжатия и растяжения, 
ответственные за флуктуации концентрации B сжимаемой среде, при несжимаемом 
хаотическом движении первоначально гладкие профили концентрации нассивной 
примеси становятся все более изрезанными вследствие того, что первовачально 
близкие частицы примеси разбегаются, а далекие могут оказаться вблизи друг от 
друга. В итоге участки среды с сильно отличающимися концентрациями примеси 
могут соседствовать, приводя к резким перепадам концентрации в близких точках 
[5]. В данной работе подобная нарастающая пространственная изрезанность полей 
концентрации пассивной примеси в хаотически движущейся несжимаемой среде 
изучается на примере важных для приложений геометрических характеристик, в 
частности, длины /() контура равной концентрации пассивной примеси. 

1. Постановка задачи. Вычисление статистических средних значений 

Для простоты ограничимся ниже двумерным случаем, когда компоненты 

поля скорости следующим образом выражаются через функцию тока Y(X,t): 

‘01=alp/ax2, О2=—д\и/дх1. 

При статистическом анализе полей будем считать функцию тока \у(х,/) гауссовой, 
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статистически ИЗОТРОПНОЙ B пространстве и СТШШОНЭРНОЙ BO времеви с известной 

корреляционной функцией. 
Вначале получим выражение для длины KOHTYpa равной концентрации 

примеси [(7) в форме, удобной для статистического анализа. Для этого заметим, 

что интеграл I=J.6(f(x)—C DIVSl ах определяет длину KOHTYpa равного уровня /(х)= 

=C,=const функции /(х). Взяв в качестве f(X) поле концентрации пассивной 
примеси f(X)=c(x,t)=co(Y(x,t)), (где со(х) — начальный детерминированный про- 
филь концентрации, а y=Y(X,/) — закон преобразования эйлеровых в лагранжевы 
координаты), получим интеграл, выражающий зависимость от времени длины 
вмороженного в жидкость контура равной кондентрации. Более точно, контура, BO 
всех точках которого концентрация пассивной примеси всегда одинакова и равна с 

1=[8(co(Y (%,))~€) IVl | (1) 

Входящий в (1) градиент поля концентрации можно представить B виде 

V.c=e1[0cy/oy; )+ (0ce/0y)jar |+ €;(0cyjia/dyr + дсуз/ду») , (2) 

Здесь e, €, — орты эйлеровой системы координат, а Л/„ — компоненты тензора 

перехода от лагранжевых координат к эйлеровым 

Jin=0Y(X,£)/0x,,, & т = 1, 2. 

Эти компоненты можно выразить через компоненты TeH30pa перехода от 
эйлеровых к лагранжевым координатам 

Jk!)l (Y’[)zan(y’t)/aym’ 

продифференцировав очевидное векторное тождество X=X(Y(X,),!) по x; и х И 
разрешив полученные уравнения относительно / 

Л1 = МэМ, Рг = МиМ, Ла = — МоМ, у = - аЙ. (3) 

Подставив (3) в (2) и приняв во внимание, что B рассматриваемом случае несжи-— 
маемой среды J = 1, получим 

V_\.C = lVyCol(eljl + е2]2)‚ 

]1(3’›1‚90) = JzzCOSGO — Jzlsineo, 

(4) 
JZ(Y9[790) = JnSiIlGO — .]12С0560, 

где \Мусо|-- начальный модуль градиента концентрации в точке ¥, а Oy — угол между 
осью y; и начальным направлением градиента. 

Fme одной полезной характеристикой пространственного поведения как 
поля концентрации, так и хаотически движущейся несжимаемой жидкости может 
служить интеграл 

А(р = [8(coY (х,) ~ ¢)(V.0)2d2x, (5) 

который назовем полным градиентом поля концентрации. Чтобы пояснить 
физический смысл величины A(f) заметим, что интеграл в (5) равен KpHBO— 
линейному интегралу по упомянутой выше кривой равной концентрации от модуля 
градиента поля концентрации 

А( = $ М. 
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Укажем геометрический смысл последнего интеграла. Согласно стандартному 
определению, среднее значение градиента на данном контуре 

ауе 
Vel o= ИО §1(z)lv-‘d @. 

Таким образом, введенный нами выше полный градиент (5) равен среднему 
градиенту, умноженному на длину контура, 

М 

A@) =(РМе!”. К 

Заметим еще, что модуль градиента [Vel=(n-V.c) равен скалярному произведению 
градиента на вектор внутренней нормали п к контуру I(f). По физической 
терминологии, это скалярное произведение называют потоком векторного поля (B 
данном случае поля Ус) внутрь контура. Внутренней мы здесь считаем нормаль, 
направленную B сторону увеличения концентрации с(х,г). Согласно формуле Грина 
в двумерной среде данный контурный интеграл равен двойному интегралу от 
дивергенции векторного поля 

A(t) = jS A.\'Cdz-x: 

взятому по (многосвязной B общем случае) области S, внутри которой c(X,f)>c. — 
Статистические характеристики интегралов типа (1), (5) удобно изучать, 

перейдя в интегралах от эйлеровых к лагранжевым переменным интегрирования. 
Покажем это на примере полного градиента А(2) (5). После перехода к 
интегрированию по лагранжевым переменным у с помощью отображения 
x=X(y,!) получим 

А(2 = 6(со(у)-с)(У,с)2аду. (6) 
Будем, как обычно, считать начальную концентрацию со(у) детерминированной. 
Кроме того, для удобства положим ее (радиально) цилиндрически симметричной 
функцией cy(r), зависящей только от расстояния A0 начала лагранжевой системы 
координат r=(y;2+y,2)12 и MOHOTOHHO спадающей ¢ ростом г. Тогда интеграл (6) 
преобразуется к виду 

А(р = 1У со!$, (У,с)2а, (7) 

где интегрирование ведется по окружности L, ¢ центром в начале лагранжевой 
системы координат и радиусом го, который является корнем уравнения Co(r) = с. 
Подставив в (7) выражение для градиента 

V.c=lVcolgn, 

где #(у,)=!М,сИМ со! — относительное изменение величины градиента, а п=е;со5@ + 

+ €,8in0 — единичный вектор, описывающий флуктуации направления вектора 

градиента с течением времени, и перейдя к интегрированию по углу @, (dl = габ,), 
получим 

А(7) = AG, 

тде Ао=!1\У со! — начальный полный градиент, /0 = Элг — начальная длина выбран- 

ного контура равной концентрации, а безразмерная величина 

с(@) = (т 2(3 £.80)lyr ад ®) 

характеризует относительное изменение во времени полного градиента концен—- 

трации вдоль выбранного контура. 
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Аналогичное выражение для ТСКУЩЗЙ длины этого контура имеет вид 

l([) =1,Q, 

где 

9()=1/(2т)Г . 8(¥1,80) B () 

— относительное изменение длины контура. 
Используя формулы (8) и (9), а также выражение [5] для моментов функции 

НО 
(g") = exp[n(n+2)Bt}, 

в котором коэффициент B определяется равенством 

0 

Г. (X, )W(x+8,1+1))dt = ... +BI8(s12+5,2)2—..., 

где S;, S, — компоненты вектора §, можно показать, что B диффузионном 
приближении [6—8] 

(G)=(g2)=exp(8B1), 

(@)=(#)=ехр(ЗВ»). 

OTMeTHM, что подобный экспоненциальный рост статистических средних значений 

процессов С и © в реальной ситуации будет ограничен влиянием молекулярной 

диффузии. 
К сожалению, совпадают только статистические средние случайных 

процессов С и #2 (а также © и g). Другие их статистические характеристики, 
например, вероятностные  распределения, могут существенно — отличаться. 
Продемонстрируем это на примере пары ©С и g2 W3 работы [5] следует, что 
случайная величина g2 имеет логарифмически нормальное распределение, согласно 
которому вероятность попадания g2 в интервал (0, 1) больше нуля, хотя и быстро 
стремится K нулю с ростом f. Напротив, случайная величина С не может 

принимать значений, меныших единицы. Покажем это, подставив в (8) выражение 
g2=Jy2+J,2, следующее из формул (4), и считая для простоты, что радиус 
окружности, по которой ведется интегрирование в (8), очень мал, так что все 
компоненты тензора Л„‚ можно считать не зависящими от переменной интегри— 
рования. После интегрирования получим 

G=1(J 24T 02+ 15240 12). (10) 

С учетом условия несжимаемости жидкости J1/5 - J12/51=1 равенство (10) можно 
переписать в виде 

G=1+1[(J1-T )2+ (J10+721)?], 

откуда следует, что всегда выполняется неравенство G 2 1, даже если случайное 
поле g2 ¢ отдичной от нуля вероятностью принимает значения меньшие единицы. 
Таким образом, более адекватно свойства полей пассивной примеси описываются 
их вероятностными характеристиками, анализом которых мы займемся далее. 

2. Вероятностные свойства параметров контура равной концентрации 

Обратимся теперь к рассмотрению статистических свойств процесса С. 
Нетрудно показать, что в лагранжевой системе координат случайные поля , J, (4) 
удовлетворяют следующей системе стохастических уравнений: 
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aly/dt=8J, — ВЛ,  J1(y,t=0,80)=cosby, 

(11) 
dlldt==38J, + Л, Jo(y,t=0,8,)=sind,. 

Здесь использованы обозначения 

B(X,1)=02y(X,1)/(0x10x3), PB(X,1)=02y(X,0)/0x,2, y(x,£)=02y(X,()/0x;2. 

Введем вспомогательные функции 

с=1/(2л)] g2c0s20d8y, 

S=1/ (2n)fjtg2sin29deo 

и перейдем от (11) к системе стохастических дифференциальных уравнений для G, 
ы 

Масиа = м5 — 8С,  G(0)=1, 

Чзас/@ =vS — 3G,  C(0)=0, 

ма5 = иС —vC,  S(0)=1, 
где 

v=1/(y+B), u=1/(y-P). 

Переходя к полярным координатам R и ¢ при помощи равенств С=Ксовф, 

S=Rsing, получим следующую систему уравнений: 

1»dGldt =(using — dcos@)R, G(0)=1, (12a) 

YodR/dt =(using — 8cos)G, R(0)=0, (126) 

1pRdeldt =(исозф + 8sing)G — VR, Ф(0)=0. (128) 

Уравнения (12а) и (126) имеют решения 

G = chZ(r), & =shZ(1), 

где произвольные процессы Z(1) и ¢(f) удовлетворяют системе двух уравнений 

аат=2(и5тф — бсовф), Z(0)=0, 

doldr =2(ucos + dsing)cthZ — 2v, ¢(0)=0. 

Используя методику, приведенную в работе [5], можно показать, что одноточечное 
вероятностное  распределение  w(z,t)=(3(Z(t)-z)) случайного процесса 7(1 
удовлетворяет в диффузионном приближении уравнению 

ди/дт + d(cthzw)/dt=02wldz2, (, ) = 8(z), (13) 

где t=4Bt — безразмерное время. Из (13) следует, что статистически 

эквивалентный процесс 7(т) является решением стохастического дифферен- 
циального уравнения 

аак = cthZ + &(х), 

а соответствующий процесс G(T) — решением уравнения 
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аС!ах = G + E(7)(G2 -1)12, G(0)=1, 

где £(T) — гауссов белый шум с корреляционной функцией 

(E(DE()=28(1-1). 

Следовательно, распределение вероятности процесса G 

Ди)=(@(С(0 — и))=8(с7 — ) 
подчиняется уравнению Фоккера — Планка — Колмогорова 

д/!дт = (д(и2 - 1)/du)dfidu, — Ки, t=0)=8(u-1). (14) 

В частности, из (14) следует, что моментные функции процесса С удовлетворяют 
цепочке уравнений 

аС“Мах = п(п+1)(С”) - n(n—1)(G"). 

Например, средний квадрат процесса С и его третий момент равны соответ- 
ственно 

(G2=1/5(1+2exp(67)), 

(G3)=1/5(2exp(121)+3exp(21)). 

Рещение уравнения (14) может быть выражено через функции Лежандра 
P_ip.in() (2 0) [9, 10], являющиеся решением уравнения Лежандра 

(9(u2 — 1)/ди)(дР _„д‚д(и)/ди.):—(и2+1/4)Р —1/2+ір.(и) 

и имеющие интегральное представление 

Py (1)=(2ch(um)im)fy (соз(ие)/(2(и+си(от)))2 а, у> 0. (15) 
Умножая обе части уравнения (14) на функцию Лежандра и интегрируя дважды по 

‚ переменной и в пределах от 1 до ее, получим простое дифференциальное уравнение 

A, ) d=—(u2+ Ма (16) 

для образа / преобразования Фурье — Лежандра. Решение уравнения легко найти, 
используя начальные условия, соответствующие начальным условиям ургвнения (14), 

Кн„т)=ехр|-(и2-+М)т). 

Выполнив обратное преобразование Фурье — Лежандра, получим решение исход- 
ного уравнения (14) в форме 

Дил)=1; и (ти)ехр|-(и2+-М4))Р-уоны ()а 
или, используя выражение (15), в такой форме 

Ди„г)=ехр[-т/4нт2/(4т)|/(2(2лт) ') {exp[ 62/ (41)|shOsin(n8/(21)) )/ (u+ch)¥2de. 

На рисунке  представлен — график — вероятностного  распределения — /(и,) 
‚ относительного изменения во времени полного градиента плотности вдоль 
выбранного контура вместе с графиком логнормальной плотности вероятности 

Ле(и,)=(1/(2и(пе)1)ехр| - (т?(иехр(-т)))/(4<)] 
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Рис. 1, 2 — вероятностное распределение f и 3, A 
4 — плотность вероятности fyy квадрата вели- 

чины градиента в различные моменты времени 204 

©1,3~02,2,4-05 ' 

квадрата величины градиента g2 Как 1 
видно H3 — рисунка,  вероятностные 
распределения - величин С и #° 104 
существенно — различны — при — малых 3 N2 

временах T, B TO время как при больших 

т и и>1 данные распределения практи- 4/& ' 

чески совпадают. _ . — 

В заключение получим выражение 0.0 1.0 2.0 30 н 
для моментной функции величины С. 

е0„т)=), Ки)ехр(-Мдаи. 
В нашем случае 

O () =exp(=1)—(M(22)) 2exp(~A~t/d-+72 (4T))x 
х [y exp[—6%/(47)+22.ch2(6/2)]sin(n8/(27))sh8[1—d((2X)v2ch(6/2))]d6, 

где 

Ф(г)=2/тъ'1/2].о: ехр(-2)а!. 

Поскольку статистические моменты стохастического процесса G(T) являются 
коэффициентами ряда Тейлора 

O(AT)=E,o(~1) Y С, 
то, используя формулу 

1/ (m)lfifo exp(—02/(47))sin(n6/(27))sh(B6)do=exp(p21-n?/(41))sin(Br), 

можно получить выражения для (G), (С2) и (G3), приведенные выше. 

Работа выполнена при поддержке гранта INTAS № 97-11134, гранта 
РФФИ № 00-02-16167, гранта «Ведущие научные школы России» № 00-15— 
96619, а также гранта Королевской академии наук Швеции. 
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In view оЁ problems of atmosphere and ocean physics, statistical properties оЁ 
contours length of passive tracer equal concentration and of the concentration field total 
gradient in chaotically moving incompressible medium are studied. Expressions for 
statistical moments оЁ these processes and also the probability distribution оЁ total 
gradient are derived. It is shown that moments grow exponentially in time and 
distribution tends to logarithmically normal one. 
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