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ТОЧНОЕ СОЛИТОНОПОДОБНОЕ РЕШЕНИЕ 

НЕЛИНЕЙНОГО ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ 
ПЯТОГО ПОРЯДКА 

AU Землянухин 

Исследовано неинтегрируемое эволюционное уравнение пятого порядка, 
моделирующее волновой процесс в нелинейно-упругой дислергирующей среде с 
моментными напряжениями. Показано, что рассматриваемое уравнение имеет 
преобразование Бэклунда, позволяющее получить точное решение B виде уединенной 
BOJIHBL 

Хорошо — известно, что в — деформируемых — системах  BO3MOXHO 
распространение солитонов деформации [1]. Продольные волны, изученные 
наиболее полно, обычно анализируются на основе уравнений Кортевега де Вриза и 
модифицированного уравнения Кортевега де Вриза. Эти солитонные уравнения 
моделируют волновой процесс в упругих и нелинейно-упругих конструкциях, 
соответственно [2]. Совместный учет геометрической и физической нелиней- 
ностей приводит к эволюционному уравнению вида 

U, +C1UU_\-—C2U2U\¢+C3U_U;\.=O N (]_) 

гдё €1, Са, €3 — Ккоэффициенты, характеризующие нелинейность и дисперсию 
системы, U — компонента продольной деформации. 

Интегрируемые модели являются идеализированными. Стремление K 
большей адекватности при описании волновых явлений приводит к необходимости 
исследования неинтегрируемых уравнений, точные решения которых зачастую не 
известны. В данной работе анализируется нелинейное эволюционное уравнение 
пятого порядка, возникающее в динамических задачах механики деформируемого 
твердого тела. При анализе композиционных и конструктивно неоднородных 
материалов существенным может оказаться вклад моментных напряжений в 
волновой процесс. Это возможно, если жесткость включений значительно 
превосходит жесткость материала конструкции. В случае, когда модель системы 
основывается на гипотезах Кирхгофа [3], в уравнении (1) появляется 
дополнительный член с пятой производной 

U, + Cy UU.v — C2U2Ux + C3U\’.t\‘ + C4U,\xt\'x =0, (2) 

где ¢4 — коэффициент, учитывающий влияние моментных напряжений. 
Бсли в уравнении (2) =0, To получается уравнение — Кавахары, 

описывающее течение жидкости под ледяным HOKpOBOM, магнитоакустические 
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BOJTHBI B плазме и т.д. Это уравнение имеет точные решения B виде периодических и 
уединенных волн [4]. В литературе по нелинейным волнам уравнение (2) не 
упоминается. 

Для решения уравнения (2) будем использовать «метод  синлярного 
многообразия», предложенный в [5] и используемый в [4,6]. Данный метод 
связывает — свойство Пенлеве  дифференциального  уравнения в — частных 
производных [7] с возможностью представления решения в виде ряда B 
окрестности — многообразия, Ha — котором — лежат — все — сингулярности 
рассматриваемого уравнения. В случае интегрируемых уравнений этот метод 
позволяет получать преобразования Бэклунда, пары Лакса и точные решения. Для 
неинтегрируемых уравнений в ряде случаев удается найти форму преобразования 
решений (нестандартное преобразование Бэклунда) и построить классы точных 
решений. 

Метод  сингулярного многообразия обладает рядом преимуществ IO 
сравнению с прямыми методами построения солитонных решений (метод Хироты 
[7]). Основная проблема прямых методов состоит в отсутствии систематической 
процедуры вывода той или иной формы преобразования зависимой переменной, 
необходимой для приведения исходного уравнения к билинейной форме. Более 
того, даже B случае успеха, прямые методы не позволяют выявить физически 
важные классы точных решений, кроме солитонных. 

Решение уравнения (2) представим в форме ряда [4—6] 

U=%, UF-2. 3) 
Подставляя (3) в (2), получим цепочку равенств: 

Up = + 6(10си/с»)!2 F 2, (4) 

Ui = #6(10сисэ)!0 Е, ) 
U2 = + 2(1ОС4/С'2)“2 F,\;\‘_\/Fx ;3/2(106'4/(72)1/2 F‘_\,_\.Z/F‘_\.2 + C3/(10C2C4)1/z + С‘]/(2С2)- (6) 

Отметим, что U,, согласно (3), удовлетворяст (2), то есть ‘ 

U2i + ¢ U2Ult - C2U22U2\‘ + CSUZtt\' + C4U2.\:t‘_\‘,\'.\' =0. 

Полагая U=0 для ]23‚ получаем преобразование Бэклунда решений уравнения (2) в 
форме 

U= ?6(106’4/['2)]/2 4:')2/ax3(1nF) + Ug. (7) 

Функция К допжна удовлетворять переопределенной системе  нелинейных 
уравнений, первые из которых имеют вид (остальные не приводим ввиду их 
громоздкости) 

Е .\'_\;\'_\/ Е х 4Fu\;rFx:\/ F.\'?' +3F _ш'з/ Етз = О: (8) 

Е 1/ F\‘ + 135/ QC4F .u\'4/ F _v4 + 15 C4F .\L\L\'F .L'\‘2/ Е ‚\*3 - 15 C4F\:\:\;\'F _‘;\'/ F .\2 +21C4F .\xu\;\‘/ F х 

—90¢4F Е2 + Ygc2lcy — Мдсз/с, = 0. (9) 

Выбирая F в виде Р=1+ехр(Ах-0)1), находим, что (8), (9) и остальные уравнения 

системы удовлетворяются тождественно, если зависимость ©, от k'l HUMECT BH]] 

W = (1/46'12/(.‘2 —1/1()C32/C4)k1 — 3/2C4k-15. (10) 

С помощью (7) можно получить точное солитоноподобное решение 
уравнения (2). Для этого нужно подставить в (7) F=1+exp(kx—m;f) и положить 
U,=0. Из (6) определяется 
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k12 = $C1/(1OC2C4)1/2 - СЗ/(5С4)’ 
(11) 

Выберем для определенности в (11) нижний знак. Тогда при выполнении 
соотношения (10) получается искомое точное решение в виде уединенной волны 

U = (342/2)(10си/со)!двесЬ2Ё, & = (№х — oy2)/2. (12) 

Ясно, что физически достоверному решению COOTBETCTBYET положительная правая 
часть равенства (11). Например, при с1=...=с4=1, К и ®; — положительны.. 

Заметим, что с учетом (11), соотношение (10), связывающее скорость 
волны с ее характерной шириной, принимает вид 

© = C3k13 + C4k-15. 

Последнее соотношение свидетельствует O TOM, что уединенная волна (12) 
распространяется быстрее линейных волн, 

Преобразование (7) имеет стандартный вид для потенциала задачи рассеяния 
уравнения Кортевега — де Вриза [7]. С точки зрения группового анализа, правая 
часть (7) при U,=0 представляет собой второй дифференциальный инвариант 
оператора - растяжения Fdp, трансформирующий — линейное — обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка в уравнение Риккати [8]. 

Пространственно-двумерный аналог уравнения (2) имеет вид 

д/дХ[П, + CIUUx - CZUU.\'2 + C3Ux\:\' + C4U\‘.\‘.\:D:] = ©5 Пуу' (13) 

Уравнение (13) также допускает преобразование решений вида (7) с функцией 
F=l+exp(kix+ky—wit). В этом случае k; определяется из выражения (11), а 

зависимость O от k1 и k; имеет вид 

w; = (1/4C]>2/C2 —1/10C32/C4>k1 — 3/2C4k15 — С5]С22/]С1. 

Точное солитоноподобное решение уравнения (13) имеет вид, совпадающий с (12): 

U = (3k212)(10c4/cy)2sechan, — т = (kix + ky— @)/2. 

Проведенный — анализ  показал, что уравнение (2), несмотря Ha 
неинтегрируемость, обладает преобразованием Бэклунда и точным рещением B 
виде уединенной волны. Таким образом, в нелинейно-упругих диспергирующих 
средах с моментными напряжениями возможно образование и распространение 
локализованных возмущений. 
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EXACT SOLITON-LIKE SOLUTION ОЕ ТНЕ FIFTH-ORDER 

NONLINEAR EVOLUTION EQUATION 

AL Zemlyanukhin 

Non—integrable fifth—~order evolution equation, modelling wave process in 
nonlinear elastic dispersive media with moment stresses is investigated. 

The Bécklund transformation and exact soliton — like solution are obtained for this 
equation. 
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