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HOTEPH СИНХРОНИЗАЦИИ ХАОСА 

В СВЯЗАННЫХ СИСТЕМАХ РЕССЛЕРА 

B.B. Астахов, А.Г. Баланов, О. В. Сосновцева, Т. Е. Вадивасова 

В работе исследуется процесс потери полной синхронизации хаоса BO 
взаимодействующих осцилляторах, демонстрирующих каскад бифуркаций удвоения 
периода. Ноказано, что бифуркации основного семейства седловых циклов, встроенных 
в хаотический аттрактор, приводят K потере ГрубОС'ГИ синхронного режима н 

появлению предельных множеств, расположенных в окрестности симметричного 
подпространства. Бифуркации несимметричных предельных множеств, B свою очередь, 
ведут K формированию сложной структуры  бассейнов  притяження.  Потеря 
синхронизации завершается переходом к режиму гиперхаоса, который возникает B 
результате объединения определенных хаотических множеств. 

Исследование явления синхронизации в связанных хаотических системах 
является одной из важных задач нелинейной динамики, имеющих болышое 
фУ'НДЭМСНТ&ЛЬНОС и прикладное значение во многих областях науки и техники. 

Одним —из простейщших — видов — взаимного — согласования — движений 
взаимодействующих хаотических систем является так  называемая  полная 
синхронизация хаоса. В связанных идентичных колебательных системах возможна 
ситуация, когда выше некоторого порогового значения коэффициента связи 
колебания подсистем полностью совпадают X (7)=X,(¢), где х/(0) и %;(f) — фазовые 
ксординаты первого и второго осциллятора, соответственно, [1-5]. 

Hepcxou K несинхронному поведению В системах ¢ симметричным 

инвариантным многообразием происходит довольно сложным образом [6,7] и 
сопровождается такими эффектами, как «пузырение» аттрактора (bubbling оё ап 
attractor) [8], «изрешечивание» бассейнов притяжения (riddled basins) [9] и др. 
«Пузырение» представляет собой вид перемежающейся синхронизации, которая 
индуцируется малым шумовым воздействием или незначительной расстройкой 
подсистем, й ОбУСЛОВЛСНО переходом к негрубому режиму синхронизации. 

«Изрешечивание» бассейна притяжения COCTOHT в TOM, что в малой окрестности 
симметричного хаотического аттрактора появляется множество  начальных 
условий, стартуя с которых, можно попасть на другие притягивающие множества. 

Данные эффекты непосредственно связаны с бифуркациями седловых 
циклов, встроенных B  синхронный — хаотический — аттрактор, что — было 
продемонстрировано на разных примерах динамических систем [6,10-13]. 

В работе [12] для связанных логистических отображений было показано, что 
процесс нотери полной синхронизации хаоса определяется повелением основного 
семейства седловых симметричных циклов, на базе которых B результате каскада 
бифуркаций удвоения периода образован синхронный хаотический аттрактор.



Потеря синхронизации начинается с бифуркации удвоения седлового цикла 
периода один. После Hee режим синхронизации становится негрубым, B 
окрестности симметричного подпространства рождается седловой цикл удвоенного 
периода. Неболыьшая расстройка подсистем индуцирует «пузырение». Бифуркация 
седлового — цикла — периода — два, — расположенного — вне — симметричного 
подпространства, ведет K  формированию  сложной — структуры — бассейна 
притяжения. В малой окрестности синхронного хаотического аттрактора 
появляется множество начальных условий, стартуя с которых, фазовая трасктория 
уходит на несимметричный никл. 

Обсуждаемая в [12] модель — является — простейшим — примером 
взаимодействующих систем с переходом к хаосу через последовательность 
бифуркаций удвоения периода. В настоящей работе потеря синхронизации хаоса 
исследуется в более сложной модели взаимодействующих систем с удвоением 
периода: в двух связанных осцилляторах Ресслера. С увеличением размерности 
фазового пространства и числа сушественных параметров связанных систем 
ситуация усложняется. Тем не менее, в системе с непрерывным временем в виде 
двух связанных  идентичных — осдилляторов  Ресслера  существуют  сечения 
пространства параметров, при движении по которым просматривается такой же 
бифуркационный механизм потери полной синхронизадии хаоса, как и в связанных 
логистических отображениях. Бифуркации основного семейства седловых циклов, 
встроенных в хаотический аттрактор, приводят к потере грубости синхронного 
режима и появлению предельных множеств, расположенных в окрестности 
симметричного подпространства. Бифуркации  несимметричных — предельных 
множеств ведут к формированию сложной структуры бассейнов притяжения. 
Кроме того, продемонстрировано, что потеря синхронизации в связанных системах 
Ресслера завершается переходом к режиму гиперхаоса, который возникает B 
результате объединения симметричных и несимметричных хаотических множеств. 

Рассмотрим связанные осцилляторы Ресслера в виде 

х12 = — Y12 — 1 + € (0а — X12), 

У12 = ока + О1 2, (1 

212 = B+ 112(202 — 1), 

уде X{ 2, Y12, 212 — динамические переменные первого и второго осцилляторов; @, В, 

И — параметры, управляющие динамикой индивидуальной CHCTEMBI, € — 

коэффициент связи; ®р — базовая частота подсистем. 
Система (1) в широкой области значений управляющих параметров 

демонстрирует различные регулярные и хаотические синхронные режимы 
колебаний. В связанных оспилляторах Ресслера с увеличением Н на базе 
симметричного цикла периода один (С)) происходит каскад бифуркаций удвоения 

периода, в результате которого возникает множество симметричных 2“—-тактных 
циклов (2“Со, где N=0,1,2,..). Рассмотрим поведение — взаимодействующих 

осдилляторов Ресслера в зависимости от . и & при фиксированных 0=0.15, В=0.2, 

03.-3——-0.97. 

На рис. 1 на плоскости управляющих параметров (и,е) построены линии 

бифуркационных значений основного семейства циклов 2“Со. На горизонтальных 
линиях старший мультипликатор циклов принимает значение, равное минус 
единице. На наклонных линиях второй мультипликатор седловых циклов равен 
минус единице. При значениях € справа от бифуркационной линии седлового цикла 
Со последовательность бифуркаций завершается появлением — хаотического 
аттрактора, расположенного в симметричном подпространстве X=X, у(=Уз, ;=7 
объединенного фазового пространства связанных систем. С  дальнейшим 
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Рис. 1. Линии бифуркационных значений основ-  Puc. 2. Проекция хаотического аттрактора, 
соответствующего режиму синхронизации хаоса 

(n=6.5,e=0.2) 
ного семейства циклов 2VCy на плоскости уп- 
равляющих параметров при @=0.15, В=0.2, 

@р=0.97 

увеличением Ц Наблюдается последовательность 

симметричных хаотических аттракторов. 
Рассмотрим колебательные режимы взаимодействующих осдилляторов © 

уменышением значений коэффициента связи от e€=0.2 при фиксированном |1:=6.5, 

когда в системе существует одноленточный симметричный хаотический аттрактор 
(A9). Устойчивый и грубый режим синхронизации хаоса наблюдается при 

изменении связи до €=0.125. При воздействии на систему HIyMa малой интен- 

сивности хаотические колебания осцилляторов остаются близкими к идентичным 
(рис. 2). Ниже по параметру € режим синхронизации становится негрубым. Малыс 

флуктуации индуцируют «пузырение» (рис. 3), которое наблюдается в интервале 
значений е примерно от 0.125 до 0.075. В отсутствие шума при задании начальных 

условий в окрестности симметричного подпространства фазовая траектория 
притягивается к хаотическому аттрактору А. После переходного процесса 

бифуркаций слияния лент 
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Рис. 3. «Пузырение» аттрактора, индуциро- — Рис. 4. Проекция фазового портрета в режиме 

ванное слабым шумом (ц=6.5, £=0.11) rrepemema}omcfwfl 

£=0.0092) 
синхронизации (u=6.5.



устанавливаются — синхронные XaOTH— — 20 . 
ческие колебания. При дальнейшем 
уменьшении  значений коэффициента 10| | ] 
связи поведение оспцилляторов стано- « 0.0 wwpmwi»\mw wwmw‘r»-wwwhflkw 
вится более сложным. В интервале ' 10l 
значений е от 0.075 до 0.01 B тонкой " ”” ] 
зависимости от выбора — начальных — -2.0 | 1 
условий из окрестности симметричного _3 ) _ _ 
подпространства фазовая траектория 4000 4500 5000 5500 
притягивается либо к  хаотическому Ы 

аттрактору, либо к устойчивому циклу Рис. 5. Временная реализация разности динами- 
периода — два, расположенному — ВН© ческих переменных в режиме перемежающейся 
симметричного  подпространства. При — синхронизации (1=6.5, £<0.0092) 
малом шумовом воздействии синхрон- 
ные — хаотические колебания He — наблюдаются. «Пузырение» — сменяется 
регулярными несинфазными колебаниями с периодом два. Время переходных 
процессов сильно зависит от выбора начальных условий и может быть довольно 
продолжительным, например, наблюдались переходные процессы, длительность 
которых достигала нескольких сотен периодов цикла Со. В отсутствие флуктуаций 
в данном интервале значений € все еще  существует негрубый режим 
синхронизации xaoca. Ниже по параметру € OH сменяется  режимом 
перемежающейся синхронизации, проекция фазового портрета и временная 
реализация разности динамических переменных которого показаны на рис.4 и 5. 
При е<0.008 в системе возникает режим гиперхаоса (рис. 6). Отметим, что B 
рассмотренном — сечении — пространства — параметров - при — уменышении € 
взаимодействующие осцилляторы Ресслера демонстрируют такое же поведение, 
как и связанные дискретные отображения с удвоением периода. 

Теперь обсудим наблюдаемые качественные изменения в динамике системы 
при уменьшении значений коэффициента связи, сопоставляя их с бифуркациями 
седловых циклов основного семейства 2“Со. Поскольку синхронный хаотический 
аттрактор А° возник через последовательность удвоений данного семейства 

циклов, можно предположить, что бифуркации именно этих циклов играют 
основную роль B процессе потери синхронизации хаоса. ©Обратимся K 
бифуркационной диаграмме на рис. 1. Исследуемое сечение p=6.5 на плоскости 
параметров показано штриховой линией. Справа от точки 1 встроенные B 

одноленточный симметричный хаотический аттрактор A0 седловые циклы 2“С, 
являются устойчивыми к трансверсальным возмущениям. В системе наблюдается 
устойчивый и грубый режим синхрони- 15.0 . \ _ ‘ 
зации хаоса. С уменьшением € при ' 

пересечении — точки — 1 — происходит 
бифуркация удвоения периода седлового — 10.0 
цикла C,. В его OKpecTHOCTH вне 

симметричного подпространства рож- 50 
дается устойчивый цикл периода два 
(2С1). Симметричный цикл С cTaHO— 
вится неустойчивым к трансверсальным 0.0 
возмущениям. — Данная — бифуркация 
приводит к потере грубости режима — _ () 
синхронизации хаоса. Несколько ниже 
o параметру, начиная с e=0.125, 
наблюдается «пузырение». При -10.0 . 

дальнейшем уменышении € аналогичную -10.0 -50 00 5.0 100 150 
бифуркацию — демонстрирует CUMMET— *1 

ричный цикл 4C), что не приводит К Рис. 6. Проекция хаотического аттрактора B 
качественному изменению наблюдае- — режиме гиперхаоса (и=6.5, e=0.002) 
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MOTO режима. Небольшое  шумовое 
воздействие — способно — индупировать 
переход системы к режиму несинфазных 
колебаний только после бифуркации 
седлового цикла 2С!, родившегося из С. 
В точке 2 старший мультипликатор 
седлового цикла 2С! входит в единичную 
окружность через +1. В его окрестности 
мягко — рождается — пара — седловых 
симметричных — друг _ другу  GHKJIOB 
периода два (2С,! и 2C»1), цикл 2C! 
становится устойчивым. Границы его 

-10.0 B бассейна притяжения определяют 
10.0 6.  седловые — цИКлы 2C1, 2С,1 и их 

! X4 устойчивые многообразия. Нанная 
бифуркация — приводит K — явлению 
«изрешечивания» бассейна притяжения 

устойчивого цикла 2С! (белый цвет) (и=6.5, СИММетричного Х&ОТИЧЁСКОГ_О aT’fpaKTOpa 
N Аб (puc. 7). В этой ситуации при 

e=0.08) неболышом IIYMOBOM — воздействий в 
системе наблюдаются переходы к несинфазным режимам. При дальнейшем 
уменьшении е происходят аналогичные бифуркации на базе других седловых 
циклов  основного семейства, что ведет K развитию — трансверсальной 
неустойчивости симметричного хаотического множества в целом. В точке 3 
становится положительной еще одна ляпуновская характеристическая экспонента, 
вычисленная по типичной хаотической трасктории аттрактора А°. Слева от точки 3 
возникает режим гиперхаоса. B окрестности бифуркациовного значения в системе 
без  флуктуаций наблюдается режим перемежающейся синхронизации [7]. 
Хаотический аттрактор, соответствующий режиму гиперхаоса, образуется B 
результате объединения хаотического множества A0 и хаотического множества, 
сформированного в окрестности симметричного подпространства на базе 2С! и 
других несинфазных циклов, родившихся из основного семейства циклов 2V, 

Таким образом, в двух связанных идентичных осцилляторах Ресслера B 
указанном сечении пространства параметров наблюдается качественно такой же 
бифуркационный сценарий, как и B связанных логистических отображениях [12]. 
Но, в отличие от простейшей модели взаимодействующих систем с бифуркациями 
удвоения периода, в связанных системах Ресслера могут наблюдаться и иные 
сценарии перехода к несинхронному поведению осцилляторов. В частности, в 

сечении пространства параметров o=0.2, В=0.2, wy=1, u=10 имеет место иная 
последовательность бифуркаций несимметричных режимов. ЭЗдесь  хотя и 
происходит усложнение структуры басссйна притяжения аттрактора AV, однако 
явления «изрешечивания» обнаружить не удалось. Персхода к несимметричным 
колебательным режимам при слабом шумовом воздействии за время наблюдения 
порядка 105 периодов цикла Со не наблюдалось. Данная ситуация сохранястся 
вплоть до возникновения режима гиперхаоса. Выяснение указанных особенностей 
требует дополнительных исследований. 

Рис. 7. Проекция сечения бассейнов притяжения 

хаотического аттрактора A0 (черый цвет) и 

Двенная — работа — выполнена  при — поддержке — Российского — фонда 
фундаментальных исследований (грант 98—02-16531). 
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