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Фундаментальное  явление  синхронизации  имеет место в — нелинейных 
автоколебательных системах, находящихся под действием периодической силы или 
связанных друг с другом. При внешнем воздействии синхронизация проявляется в 
захвате или подавлении собственной частоты осциллятора периодической силой. В 
настоящей статье мы  обсуждаем — удивительные — явления — синхронизации B 

‚ стохастических — бистабильных — системах, которые HE  имеют — собственной 
детерминированной частоты. Стохастическая бистабильная система характеризуется 
управляемой IHYMOM средней частотой переключений между метастабильными 
состояниями, которая является аналогом собственной частоты. Стохастическая 
синхронизация проявляется в захвате средней частоты переключений внешней 
периодической силой. То же самое явление наблюдается в связанных бистабильных 
системах. Стохастическая — синхронизация — неразрывно — связана с — явлением 
стохастического резонанса. 

Введение 

Шум может вызывать нетривиальное поведение нелинейных динамических 
систем, разрушая тем самым наши интуитивные представления, основанные на 
«негативном» значении слова «шум». Позитивная роль шума в ряде нелинейных 
явлений привлекла в последнее время пристальное внимание. В данной статье мы 
сосредоточимся на явлении синхронизации, которое проявляется B стохастических 
системах под действием  внешней периодической силы и в CBA3AHHBIX 
стохастических системах. Мы начнем с описания явлений резонанса и 
синхронизации в разделе 1. В разделе 2 мы кратко опишем эффект 
стохастического резонанса. Явление стохастической синхронизации обсуждается в 
разделе 3 на примере триггера Шмитта под действием шума и периодического 
сигнала, и B разделе 4 на примере двух связанных бистабильных систем с шумом. 

1. Резонанс и синхронизация в динамических системах _ 

Резонансные свойства очень типичны в природе. Вероятно, резонанс — это 
первое физическое явление, с которым мы сталкиваемся B нашем детстве, когда 
качаемся на качелях. Резонансные явления имеют место в колебательных 
системах, находящихся под действием внешней периодической силы. Эти системы 
при отклонении от состояния равновесия (в отсутствие внешней силы) начинают



колебаться с собственной частотой f. Простейшие примеры механического 
маятника и колебательного контура хорошо известны M3 курса общей физмки. 
Когда частота внешней силы f; становится равной собственной частоте 
осциллятора, отклик  системы Ha — периодическое — воздействие — являстся 
максимальным, и график зависимости амплитуды колебаний от частоты внешней 
силы имеет хорошю известную резонансную форму с максимумом при }=/;. Важно 
отметить, что явления резонанса могут иметь место как в линейных, так и B 
нелинейных системах. 

Явление резонанса в диссипативных системах используется Для создения 
приборов и систем, которые совершают незатухающие периодические колебания 
или автоколебания. В отличие от просто колебаний, амплитуда и частота 
автоколебаний не зависят в определенных пределах от начальных условий, а 
только от внутренних (собственных) параметров системы [1]. Автоколебателная 
система обычно содержит резонансный элемент и нелинейный элемент образной 
связи, который определенным образом компенсирует потери энергии в системе. 
Генераторы незатухающих колебаний (автоколебательные системы) являются 
диссипативными (открытыми) нелинейными системами. На математическом языке 
автоколебания — отвечают — существованию — асимитотически — устойчигого 
предельного цикла в  фазовом — пространстве — системы. — Возникновению 
незатухающих колебаний соответствует бифуркация Андронова — Хопфа, то ссть 
бифуркация рождения предельного цикла [2}. Самой популярной моделью 
автоколебательной системы является осциллятор Ван-дер-Поля 

х — е(1-х?) х + х = , (1) 

где £— управляющий параметр, который отвечает за величину обратной связи. 
C внешней периодической силой, приложенной к автоколебательной 

системе, явление синхронизации становится возможным для наблюдения [3 -5]. 
Основной эффект синхронизации COCTOMT в совпадении собственной частоты 
системы и частоты внешней силы. Собственная частота и фаза колебаний систсмы 
захватываются внешней периодической силой. При этом явление захвата частоты 
наблюдается в конечной области пространства параметров, которая называ:стся 
областью синнхронизации. Tor же самый эффект имеет место в связанных 
автоколебательных системах. В этом случае собственные частоты осгиллятеров 
становятся либо равными, либо кратными друг другу [6]. 

Типичная бифуркационная диаграмма автоколебательной системы под 
действием периодической силы показана на рис.1, на плоскости парамелров 
(амплитуда периодической силы A, отношение частоты воздействия / к 
собственной частоте осдиллятора f;) [3,7]. 

Иррациональные значения отношения /// отвечают квазиперисдическому 
движению на двумерном торе, тогда как рациональные значения соответствуют 
различным типам резонансов на торе. Внутри резонансных областей (клювов 
синхронизации) величина отношения fo/f, строго постоянна и равна отношению 
двух рациональных чисел. Это отношение называют числом вращения Пуанкае, а 
области синхронизации — «языками Арнольда», который внес существенный вклад 
в развитие математической теории резонансов на Tope |7]. Постоянство =ьсла 
вращения внутри области синхронизации означает, что при изменении частоты 
внешней силы частота собственных колебаний системы следует за ней! Отсюда и 

происхождение терминов «захват частоты», «захват фазы». Если мы построим 
график зависимости числа вращения р от обобщенного параметра системы (¢ (B 
случае рис. 1 таковым является O=fy/f;), мы получим картинку, XOTOpai B 
литературе по нелинейной динамике известна как «дьявольская лестница» (рис. 2). 

Горизонтальные отрезки графика соответствуют режимам захвата частоты с 
различными — числами — вращения  (то  есть — различными рациональными 

соотношениями между собственной частотой и частотой воздействия). Между 
ними собственная частота системы и частота  воздействия  находятся B
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Puc. 1.  Схематическая — бифуркационная  Puc. 2. Число вращения как функция управляю-- 
диаграмма автоколебательной системы под — щего параметра 
действием внешней периодической силы 

иррациональном и зависящем от @ соотношении, что отвечает режиму двумерного 
эргодического тора в фазовом пространстве системы. 

Важно отметить, что в отличие от резонанса, который можно наблюдать 
даже в линейных системах, синхронизация — принципиально нелинейное явление. 
В последнее время классическое определение синхронизации было распространено 
на хаотические системы [8—12]. Наибольший интерес представляет явление 
фазовой синхронизации в хаотических системах. Этот эффект можно наблюдать в 
двух слабо связанных осцилляторах, каждый W3 которых ведет себя хаотическим 
образом. Это приводит K TOMY, что фазы осцилляторов захватываются, в то время 
как амплитуды меняются хаотически [11]. 

2. Стохастический резонанс 

Обратимся теперь к стохастическим системам, то есть K системам с шумом. 
В качестве примера мы рассмотрим бистабильные системы под действием шума. В 
пределе большого затухания (передемпфированные осцилляторы) такие системы 
HE имеют собственной частоты, за  исключением  управляемого  шумом 
характерного временного масштаба, который представляет собой среднее время 
выхода M3 метастабильного состояния [13]. Модель, которая широко используется 
в литературе и описывает движение передемпфированной броуновской частицы в 
симметричном — двухъямном потенциале U(x), определяется стохастическим 
дифференциальным уравнением (СДУ) - 

х = —dU(x)ldx + (2р)10Е(р), (2) 

где £(r) — гауссов белый шум интенсивности О. Когда высота барьера AU очень 

велика, то есть AU>>D, средняя частота f, переключений между метастабильными 
состояниями подчиняется известному закону Крамерса 

1. =vexp(—AU/D), (3) 

где v — коэффициент, определяемый формой потенциала. Как видно из (3), 
характерная частота системы экспоненциально чувствительна к изменению 
интенсивности шума. 

Явление стохастического резонанса (СР) было открыто авторами работы 
[14] и характеризует особенности динамики бистабильных стохастических систем, 
возмущаемых внешней периодической силой. Это явление привлекло большое 
внимание в последние десять лет [15—19] как прекрасный пример нетривиального



индуцированного шумом перехода B нелинейных системах и как мехавизм 
управл%емой шумом самоорганизации в сложных системах [20]. В широком K1 icce 
нелинейных динамических систем с увеличением тпума отклик этих систем на 

малые периодические возмущения может бытъь значительно усилен. Отношкние 
интенсивностей сигнала и шума (SNR), впервые использованное в работе [21}, или 
усиление мощности [22,23] имеет максимум при оптимальной интенсивности 1l /ма, 
когда управляемый шумом временной масштаб системы близок к периоду внен ней 
силы. `Гаким образом, СР представляет обобщение резонансных явлений на слу 1ай, 
когда cHcTeMa  обладает — характерным — временным — масштабом  толькс B 
статистическом смысле. Добавляя периодическую силу с амплитудой А и частстой 
Jo в (2), мы приходим к СДУ 

х = ~dU(x)ldx + A sin 2nfyt + ф) + (2р)108(Ь), (4) 

где ф — равномерно распрёделенная случайная фаза. Амплитуда периодической 
силы А полагается достаточно малой, так что периодическая сила сама He может 
перебросить частицу из одной потенциальной ямы в другую. 

Теоретические  исследования показали, что явление CP в случае 
относительно слабого сигнала (A/D<<1) может быть корректно описанэ B 

терминах теории линейного отклика [22,24]. Для усиления мощности 1) и для $NR 

можно получить следующие выражения: 

п =1{(%)В,  SNR = М4 A2 ly(fo)/Sy(fo), (5) 

где x(f) — восприимчивость системы и Sy(f) — спектр мощности CHCTEMII B 
отсутствие периодической силы. Самая простая аппроксимация восприимчивссти 
симметричной стохастической бистабильной системы, которая учитывает тслько 
процесс переключений бистабильной системы, приводит K известному результату 
для коэффициента усиления мощности и SNR 

т = (UUD2)<u2> 2 2(f2+4n2fy?), SNR = rAY(2D2)<x2>f,, (6) 

где <х?>, — второй момент невозмущенной системы B стационарном состоянии и / 
— средняя частота переключений между метастабильными состояниями, котсрая 
COOTBETCTBYET глобальному временному масштабу динамики переключемий. 
График зависимости как SNR, так и усиления мощности от интенсивности шума D 
показывает колоколообразный максимум при оптимальной интенсивности шума. 
Однако B отличие от обычного резонанса в колебательной системе. как SNR, ik и 
усиление мощности HE демонстрируют резонансной зависимости от частоты 
воздействия /). 

3. Нелинейный стохастический резонанс. Стохастическая синхронизация 

Когда амплитуда периодического воздействия становится  достаточно 
болыьшой, бистабильная система может демонстрировать ряд  нелинейлых 
эффектов. Следуя нашим основным целям, отметим здесь исследования явлений 
синхронизации, проведенные в [25,26]. В работе [25] при использовании друтого 
статистического описания CP, основанного на анализе распределения времен 
пребывания, было показано, что резонансное поведение может наблюдаться как 
относительно интенсивности шума, так и относительно частоты внешней силы!. С 
другой стороны, в работе [26] было показано, что при достаточно сильном 
периодическом — воздействии — зависимость 5МЕ от частоты — воздействия 
демонстрирует резонансное поведение в результате сильной синхронизации между 
стохастической динамикой переключений и внешней периодической силой. 

Проводя параллель с обычными колебательными системами. разумно 
попытаться для стохастических систем найти эффекты, подобные классическим 

—



явлениям синхронизации. Действительно, стохастические бистабильные системы B 
некотором - смыслё CXOXM с  автоколебательными — снетемами. — Аналогом 
собственной частоты стохастические бистабильные системы имеют среднюю 
частоту переключений (СЧП). Поэтому мы предполагаем, что в нелинейном 
режиме  работы — стохастической  бистабильной — системы — под — действием 
периодической силы могут наблюдаться такие же области синхронизации, где CHUIL 
захватывается . периодическим воздействием. Эта гипотеза была обоснована 

экпериментально в [27} с использованием в качестве бистабильного элемента 
триггера Шмитта. 

Триггер Шмитта представляет собой электронный прибор с двумя 
состояниями, демонстрирующий в чистом виде динамику  переключений. 
Стохастический резонанс был впервые исследован экспериментально [21] и 
теоретически [28] с применением именно этого устройства. Сигнал на входе 
тригтера является случайной функцией времени V|(f), а на выходе могут быть 
только два возможных значения V. Tpurrep Шмитта может быть реализован на 
основе операционного усилителя (рис: 3). Эта система характеризуется пороговым 
значением напряжения Vy=R,Vy/(Ri+R,;). Если интервал значений напряжения 
WVi()I2Vy, триггер Шмитта является бистабильным. Идеальный триггер Шмитта 

под действием периодической силы и шума &(f) подчиняется уравнению 

у = sgn [yy — A cos (2rfyr) — E(D], (7) 

где у определяет порог триггера. В наших экспериментах триггер Шмитта 

находился под действием периодического сигнала и шума в полосе частот 0 < / < 
<100 кГц. Амплитуда периодического сигнала А BO всех экспериментах выбиралась 
достаточно малой, чтобы избежать переключений триггера B отсутствие шума, 

А < AV, где AV = 150 мВ - уровень порога триггера Шмитта. На выходе Tpurrepa 

мы — имели — дихотомический — стохастический — процесс,  который — может 
характеризоваться средними длительностями пребывания в верхнем и нижнем 
состояниях Г,, T_. Мы вычисляли эти величины, используя компьютер, связанный 

через АЦП ¢ выходом системы. Средний период переключений, таким образом, 
Т, = Т, + Т.. В частотной области эта величина соответствует средней частоте 

переключений f,=1/T=1/(T +T_). 

B отсутствие периодического воздействия средняя частота переключений 
полностью управляется шумом и характеризуется экспоненциальным законом 
Аррениуса: © o exp(-AV/D), где D -— интенсивность шума. При наличии 

VOLII 

Рис. 3. Типичная схема и входная/выходная характеристики триггера Шмитта



периодического возбуждения средняя частота переключений становится функцией 
параметров периодической силы, B частности, зависит от амплитуды. 

Результаты расчетов средней частоты переключений для триггера Шми ста 
как функции интенсивности шума показаны на рис. 4. 

В отсутствие периодического воздействия, также как и в случае сланой 
периодической силы, зависимость средней частоты переключений (СЧП) от 
интенсивности тпума ведет себя по экспоненциальному закону в полнком 
соответствии ¢ законом Крамерса (3). Для достаточно болышой амплитды 
периодической силы экспоненциальная зависимость нарушается. Ясно видно, гго 
сущцествует интервал  интенсивности шума, B котором  средняя  частэта 
переключений остается практически постоянной и совпадает с  частотой 
периодической силы /;! Изменения средней частоты переключений B этой области 

не превышают +0.5% , что меныше ошибки измерений. Таким образом, CHIT ме:хду 
двумя состояниями бистабильной системы с IIYMOM захватывается вненглей 
периодической силой: B определенной области СЧИП равна частоте воздействия! 

Проводя такие же вычисления Ддля различных значений  амилитды 
периодической силы, мы получили область на плоскости параметров (амплитуда 
шума, амплитуда периодического воздействия), в которой СЧП равна частоте 
периодической силы в пределах  ограничений TOYHOCTH — экспериментов, 
приведенной выше. Эти области «синхронизации» показаны на рис. 5 1ля 
некоторых значений управляющей частоты /). 

Начало каждой из областей определяет пороговое значение Ay амплитУды 
модуляции. Поэтому явление имеет пороговое свойство, также как и в CBA3AHI BIX 
автоколебательных системах. Рис. 5 демонстрирует также пороговые значечия 
синхронизации Ay, от частоты воздействия и интенсивности шума: чем вь ше 
частота воздействия, тем больше пороговое значение Ay И тем сильнее шум мы 
должны BRECTH для TOro, чтобы получить эффект захвата средней частоты 
переключений. Тот же самый эффект наблюдался в физическом и в численном 
экспериментах для симметричной двухъямной системы. 

Как мы и ожидали, области синхронизации на рис. 5 очень схожи с языкими 
Арнольда в классическом неавтономном автоколебательном осцилляторе (см. рис. 
1). Однако есть принципиальное различие между эффектами захвата частоты в 
автоколебательной системе и явлением захвата средней частоты переключений. В 
стохастической бистабильной системе не существует собственной частоть: в 
классическом — смысле. Роль  собственной — частоты — осциллятора — играет 
статистическая величина — средняя частота переключений между дз’мя 
состояниями системы. Для случая стохастического переключения трулно ввести 

E 250 T T T T T T T /I ] й 14(] Ё_ T T T T Ц T - 

›Ё' ® } < 

$ 200 L % {/{ 7 ] o120+ ^ч к fr #, 
2 [ 2/ Te ^ ’ ё 150 ! Ё }//( © 2 100 ! ^ ™ ) \\g\ ; 

3 [ A 85 NN 
Ё 100 + E“H—"**—,P—“""F“A/i Ы < ‚Ё \ \ ^ N р Y gz 807 SN T 
е } и й €8 | RN 
o 50 / # ч 4 ее 60 \\Г ВО Ой : [ 
— 0 .—»' — В В В й ИЙ < 40 : : L НО ОН . 

30 40 50 60 70 80 90 100 110 20 40 60 D 20 130 

Интенсивность шума, мВ Амплитуда шумового напряжения, мВ 

Рис. 4. Результаты измерений средней частоты Рис. 5. Области синхронизации для ‘триг ера 
переключений в зависимости от интенсивности 
шума при различных амплитудах периодичес- й ‚ . - 
кого сигнала для триггера Шмитта: A = 0 мВ кого воздействия: fy = 100 Гц (%), fy = 250 Гц 
(#), А = 60 мВ (5), A = 100 мВ (*). Частота (A). Jo =300 Гц (O). Пороговый уровень тр иг- 
сигнала  jo = 100 Гц, пороговый уровень гера М = 150 мВ [27] 
триггера - Vi, = 150 мВ [27] 

Шмитта при различных частотах лериоди* ес— 
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Рис. 6. Вычисленное распределение времен пребывания для триггера Шмитта под действием 
периодического сигнала с амплитудой A = 100 мВ и частотой f = 100 кГц для‘различных уровней 

штума: а - 35 мВ; 6 — 70 мВ; в - 115 мВ 

определение «фазь». В результате мы не наблюдаем захвата частоты на 
гармониках и субгармониках, как в классических автоколебательных системах. B 
то же время зависимость средней частоты переключений от интенсивности шума 
(ем. рис. 4) очень схожа с частью графика «дьявольской лестницы» (см. рис. 2), 
соответствующей резонансу на основном тоне (число вращения р=1). 

Другой характеристикой, ясно показывающей это синхронное поведение, 
является распределение времен пребывания [25]. Результаты вычислений этой 
величины показаны на рис. 6. Для слабого шума ниже области синхронизации (рис. 
6, а) распределение времен пребывания состоит из пиков, локализованных на 
временах, близких нечетным кратным половине периода внешнего периодического 
воздействия То/2. Внутри области синхронизации (рис. 6, 6) распределение времен 
пребывания имеет один узкий пик на Г/2, который свидетельствует O СИЛЬНОй 
синхронизации между периодическим сигнадом и динамикой переключений: почти 
все переключения происходят с частотой сигнала. Выше области синхронизации 
интенсивность шума становится такой болышой, что приводит K возможности 
появления  невероятно KOPOTKMX интервалов  времени  между — моментами 

переключений, о наличии которых свидетельствует резкий пик зависимости р(т) 
вблизи нуля (рис. 6, в). 

4. Стохастическая синхронизация в двух связанных бистабильных системах 

Как мы отметили выше, явление синхровизации можно наблюдать B 
связанных автоколебательных осцилляторах. Явления синхронизации в связанных 
стохастических бистабильных системах [29] были исследованы в работе [30]. В 
качестве простого примера связанных стохастических бистабильных осцилляторов 
рассмотрим следующую систему: 

к = ) + (D)D) 
®) 

у =By - ° +у(х-у) + (2D)12E,(r), 

где @ и В — параметры, характеризующие высоту барьера в подсистемах, & э(г) — 
статистически независимый белый гауссов шум. Параметр y (коэффидиент связи} 
характеризует степень взаимодействия подсистем. В случае несвязанных систем 
(у=0) стохастические процессы B  подсистемах — являются — статистически 
независимыми с различными средними частотами переключений, определяемыми 
параметрами © и В. Однако с увеличением связи 7Y может наблюдаться 
определенная степень когерентности, при которой средние частоты переключений 
стремятся к одному и тому же значению. На рис. 7 показана зависимость средних 
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Обсуждение 

Как xopomro  известно, эффект  синхронизации — взаимодействуюттщих 
осцилляторов — это один из механизмов самоорганизации в открытых системах 
[20]. В данной работе мы показали, что в стохастических системах, которые не 
имеют собственных частот в обычном детерминированном смысле, мо:кет 
наблюдаться явление, BO многом схожее с синхронизацией в классическом 
понимании  этого  определения. Нелинейное — взаимодействие — характерных 
временных масшттабов (среднего времени выхода из метастабильного состоявия и 
внешнего детерминированного временного масштаба) дает начало этим явлетиям. 
Как было показано недавно в работе [31], явление стохастической синхронизадии 
может характеризоваться в терминах меры энтропии, показывающей миниму 4 B 
зависимости энтропии системы от уровня шума. Этот минимум достигается имелно 
в режиме стохастической синхронизации. 

Последние исследования свидетельствуют, что описанные в настоягтей 
работе явления стохастического резонанса и стохастической синхронизации 
проявляют себя в детерминированных хаотических системах с бистабильными 
свойствами [12.32,33]. В этом случае для реализации эффектов нет необходимо гти 
добавлять внешний шум. Хаотичность процесса переключений осуществляется 
здесь за счет ДСТСРМИНИРОВНННОЙ хаотической динамики. 

Мы благодарны профессорам В. Эбелингу, Л. Шиманскому-Гайеру и 
Ю.Л., Климонтовичу за ценные обсуждения. Мы благодарим Б.В. Шульгина за 
помощь в проведении физического эксперимента. 

Работа частично финансировалась за счет грантов Госкомвуза РФ (95--0— 
8.3-66) и совместного гранта Физического общества Германии (436 RUS 113/ 
334). 
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STOCHASTIC RESONANCE AND STGCHASTIC SYNCHRONIZATICN 

V.S. Anishchenko, A.B. Neiman 

The fundamental phenomenon оЁ synchronization occurs in non-lirear 
self—sustained oscillators subjecled to а periodic force ог coupled with each other. This 
phenomenon manifests itself in locking or suppressing of the natural frequency of the 
oscillator by periodic force. In this paper ме discuss surprising synchronization--ike 
phenomena in stochastic bistable systems which have по natural frequency а! ай A 
stochastic bistable system possesses а noise—controlled mean switching frequeicy 
between metastable states being ап analogy of the natural frequency. The stochastic 
synchronization reveals locking оЁ е mean switching frequency by external pericdic 
force. The same phenomenon can be observed in coupled stochastic bistable systemis. 
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