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МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ 

ГЕНЕРАТОРА С КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ 

А.А.Короновский 

B настоящей работе рассматриваются системы, фазовое пространство которых 
состонт из трех линейных подпространств. Подобные системы описываются и 
обыкновенными линейными дифференциальными уравнениями с кусочно-линейными 
функциями в правой части. Получены уравнения, позволяющие найти периодические 
режимы колебаний в таких системах и их мультипликаторы, в зависимости от значений 
управляющих параметров системы, что открывает возможность построения карт 
режимов B пространстве управляющих параметров. 

Введение 

Изучение систем с кусочно-линейными элементами приобретает в последнее 
время все болышее распространение. Так, например, известно целое семейство 
радиофизических схсм Чуа (см., например, [1]), которыс, являясь простыми 
кусочно-линейными системами, демонстрируют сложное поведение ¥, в какой-то 
мере, служат классическими эталонными генераторами, порождающими в 
зависимости от значений  управляющих  параметров, периодические WA 
хаотические колебания. Более Toro, исследование радиофизических систем, B 
которых нелинейный элемент заменен кусочно-линейным, позволяет иногда 
уточнить поведение исходной системы |2]. Поведение же самих кусочно-линейных 
схем, как показывают результаты исследований, несмотря на их внешнюю 
простоту. оказывается подчас чрезвычайно сложным: B 3TOM отношении кусочно- 

линейные схемы нисколько не уступают своим нелинейным «собратьям». 
Исследование поведения простых нелинейных динамических систем в 

большинстве случаев сводится либо K натурному эксперименту, либо к численному 
моделированию обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих 
данную систему, и последующей обработке полученных временных реализаций: 
определению размерности аттрактора, анализу спектра колебаний, получению 
сечений Пуанкаре и, иногда, построению двухпараметрических карт режимов 
колебаний на плоскости управляющих параметров [3-5] (последний подход 
оказывается весьма эффективным с точки зрения комплексного анализа 
поведения системы, HO требует очень много времени и сил, особенно в численном 
эксперименте, и поэтому используется далеко не всегда). 

Следует отметить, что изучение некоторых «тонких» режимов подобным 
образом осуществить не удается: B натурном эксперименте мещают собственные



шумы системы и «грубое» изменение ) 
параметров, а в численном экспери- 
менте неимоверно возрастает время — |------ ж 

счета, Пои анализе K€ KYCOUHO—- т 
линсиных систем ситуация несколько 

иная: помимо методов, описанных выше, — — '.1 

MOXHO  BOCIONB30BATBCA  TEM, — что 
система на каждом из сегментов своей „ТЖ// 
характеристики линейна и, следова- Yoo 
тельно, на каждом участке возможно 
получить — аналитическое — решение. 
Другое дело, возникают существенные p,. . | Кусочно-линейная нечетная функция с 
трудности — при — «сшивании» — ЭТИХ  тремя сегментами 
решений, HO иногда эти  трудности 
удается с успехом преодолеть и получить интересные результаты. 

НПодобная — ситуация  возникла — при — исследовании — радиофизического 
генератора «Торус» [6], предложенного Л.Чуа с соавторами в работе [7]: 
отличительным свойством этого генератора является возникновение в нем 
двухчастотной динамики без какого бы то ни было внешнего воздействия при 
минимально необходимом для этого числе степеней свободы. Было совершенно 
непонятно, как ведут себя листы синхронизации (языки Арнольда) вблизи линии 
бифуркации рождения тора, и ни натурный, ни численный эксперименты не 
позволили до конца прояснить этот вопрос. Но, к счастью, в силу кусочной 
линейности системы, оказалось возможным, используя идеи работы |8], 
определить мультипликаторы периодических режимов (каковыми и являются 
листы синхронизации) и по поведению мультипликаторов определить: во-первых, 
границы языков Арнольда, а во-вторых, характер бифуркации при потере 
устойчивости этими режимами. В [8] приведен ряд оригинальных  идей, 
позволяющих проделать BCE вышеописанное для другой кусочно-линейной 
системы, а именно, «двойной спирали» [9-11], но сделанное утверждение 
доказывается B этой работе только лишь для одного частного случая. Докажем это 
утверждение B общем виде для любой кусочно-линейной системы ¢ 1.5 степенями 
свободы, которая описывается тремя обыкновенными дифференциальными 
уравнениями. Эти уравнения или содержат нечетную кусочно-линейную функцию 
с тремя сегментами, например такую, как на рис. 1, или линейны, а фазовое 
пространство системы состоит из TPeX подпространств. Все рассмотрение будем 
проводить на примере генератора «Торус» [6,12], используя обозначения, 
принятые в [8]. 

1. Основные обозначения 

Перепишем систему безразмерных дифференциальных уравнений, которыми 
описывается динамика генератора «ТГорус» [6], в несколько ином виде 

ах//ах = (o - 1/( )/у — (L) хз, 

ахо/ах = (aly) /()), ° & 

dx:;/ С[Т——-'У(Х 1 +Х2) ‚ 

где X = у — X, © = X x5=z; К) = ~(mg/my)xy + М2(туот + к — к — - 
безразмерная кусочно-линейная вольт-амперная характеристика (ВАХ): ту/т= 

=1/2; о, и В — управляющие параметры. Тогда динамика рассматриваемой системы 
может быть описана следующим образом: 

ах/ах = Е(х), (2 
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где X=(X;.%2,%;)T — вектор состояния систмы B трехмерном фазовом пространстве, 
хе КЗ. Векторное поле F(x) может быть записано как 

В(х - р), xeR,3, 

F(x)=9 Ax, xeRyp, (3) 

B(x + р), xeR._3, 

где Ry ={xe R3l(xx; — 1)>0], Rp*={xeR3lly,I<1} — три области фазового пространства 
с линейной динамикой, соответствующие трем сегментам кусочно-линейной ВАХ 
генератора (рис. 2); 

(о-1)/у © — A=)y (mgimy) О =1y 

A= -с/у 0 0 ‚ В = | (o/y)(mglmy) 0 0 

у у 0 у у 0 

матрицы параметров системы; р =[(тпо+т)/то ](1, —1, 0)T — вектор наклона BAX. 
Векторное поле К(х) является в данном случае трехсегментным кусочно— 
линейным и непрерывным во всем пространстве К3. Области линейности 
«сшпиваются» на гравицах М, = [хе )к =+1}. Изображающая точка, перемещаясь 
B фазовом пространстве КЗ из области Ryd в области R.3 и обратно, «пронизывает» 

граничные плоскости ,, и образует последовательность точек пересечения 
фазовой трасктории с разделительными плоскостями. Зная точку фазовой 
траектории на плоскости раздела М, (или \.|), можно, пользуясь линейностью 
системы B соответствующем подпространстве R P(R,3), проследить дальнейшую 
динамику системы вплоть до того момента, когда изображаютщая точка покинет 
3Ty область ¥ вновь пересечет плоскость раздела У. Таким образом, точки 
фазовой траектории, лежащие на плоскостях И, разделяющих линейные 
подпространства векторного поля Ё(х) в пространстве R3, полностью определяют 
всю фазовую траекторию в фазовом пространстве M, следовательно, содержат всю 
информацию о динамике системы. 

Основная идея работы [8] заключается в TOM, чтобы рассматривать HE точки 
X, , принадлежашие плоскостям раздела V., а интервалы времени, за которые 
изображающая точка фазовой траектории B фазовом пространстве, покинув одну 

\; 1 
_.—'—‘""/‚„ 

„:л:г $; 

: И 

L R} - 

Рис. 2. Последовательность TOYEK пересечения, образованная фазовой траекторией и 
плоскостями Vi T, разделяющими области линейности В(и R Зрассматриваемой системы



из плоскостей раздела и перемещаясь в одной из линейных областей, вновь 
достигнет какой-либо плоскости раздела. Таким образом, рассматриваются 
скалярные величины, что несколько проще. 

Введем в рассмотрение в трехмерном фазовом пространстве вектор а= 
=(1,0,0)T и с его помощью определим подмножества Vit множеств И, следующим 

образом: 
V.t = [xeVylia,Ax)>0}, Vi = {xeV,,l+a,Ax)<0}. 

Иными словами, V™ — это подмножества точек разделяющих плоскостей У., на 
которых векторное поле F(X) направлено наружу относительно подмножества Re3, 
то есть в этих точках фазовая траектория выходит из области К) B области К, 

соответственно. ©С другой стороны, Vi~ — это подмножества разделяющих 
плоскостей У, на которых векторное поле Ё(х) направлено внутрь подмножества 
Ко?. В точках этих подмножеств фазовая траектория M3 областей К.,3 входит B 

область Ry3. Условимся обозначать: точки, принадлежащие подмножествам V", 

символами х; точки, принадлежащие V.=, — символами у; интервалы времени, B 

течение которых Изображающая TOYKA движется OT подмножеств V:tl_ K 

подмножествам У° (то ecTh, B области Ry3), — символами 1; интервалы времени, B 

течение которых изображающая точка движется B областях КЗ от V™ до V™, — 
символами §;, где ! — номер точки в последовательности точек пересечения, 

образованной пересечениями фазовой траектории с разделительными плоскостями 
У, (см. рис. 2). 

Существует взаимно однозначное соответствие между величинами X;, ¥; и £, 5; 
[8]. Поэтому для периодических режимов, зная последовательность, в которой 
фазовая траектория пересекает плоскости V., можно получить систему 
нелинейных уравнений относительно { и 5, B KOTOPYIO входят управляющие 
параметры системы. Наличие решения у этой системый при конкретных значениях 
управляющих параметров @ и у свидетельствует о существовании искомого 
периодического решения (которое может быть Kak  устойчивым, так и 

неустойчивым). Варьируя @ и Y, можно также найти границы устойчивости 
режима, то есть бифуркационные значения управляющих параметров. 

He останавливаясь ПОДРОбНО на математических выкладках, которые BO 

многом аналогичны выкладкам, проведенным в {8], заметим, что для предельного 

цикла, реализующегося в генераторе «Торус» при o<1, система нелинейных 

уравнений будет состоять всего из двух? соотношений, которые B векторном виде 
могут быть записаны следующим образом: 

[0(55) - B]JK(t.5)h =0, (4) 

где Q(t,5) = еМес:; Б — единичная матрица; iy = (1,1,1)7; 

(1-00)/у(то/т) 0 — (1/))(тут) 

С = А-ЧВА = | (о-1)/у(тунпт )т -оу 0 —(1/у)(ту+т п | , 

у у 0 

К(55) = [ецаТе-^А! + e,aT+ езаТес: |-1, где e e, e; — единичные векторы: €,=(1,0,0)T; 
e,=(0,1,0)T; e5=(0,0,1)T. 

1 Разумеется, имеется B виду, как правило, HE аналитическое, а численное решение. 
2 Заметим, что в (4) содержатся три нелинейных уравнения при двух неизвестных. Однако, 

‘гак как величины { и з однозначно определяют точку на разделительной плоскости V|, независимых 

уравнений только два.



2. Анализ результатов 

Итак, пусть в Ффазовом пространстве при  определенных — значениях 
параметров о и у существует замкнутая (периодическая) орбита. точками 
пересечения которой с разделительными плоскостями являются Х,у, (i = 1 п) а ё 5; 
(i=1.n) — интервалы времени, соответствующие точкам х„у, Torja матрица M = 

= еВмелнеВо , eBsigAn имеет собственные значения (MMM, A;M), причем ?„1М=1. 

Собственные значения A M, ММ являются, фактически, мультипликаторами перио-— 

дической орбиты, которая устойчива только в том случае, когда A-Ml<1, М! <1, 
ДЛЯ доказательства вышеприведенвного утверждения сформулируем 11 

докажем теорему, опирающуюся на следующие две вспомогательные леммы. 

Лемма 1. Пусть уУоХо — 08¢ последовательные точки пересечения, 
порожденные — произвольной — фазовой — траекторией и разделительными 
плоскостями Vo *. Тогда производная отображения Ё(у), которое ставит в 
соответствие первой из двух рассматриваемых точек (точке у)) вторую 

рассматриваемую точку (хо) ЕМа — Ун, Куо)=Хо, имеет вид 

Ахрат 
Df(y,) =[E - (¥0) [ aTAx ]САЛ›_ 

где 9 — время движения от точки Yy K точке Xy изображающей точки в 
линейном подпространстве R3 фазового пространства. 

Доказательство леммы 3. 
Так как изображающая точка движется в линейном подпространстве К; 

фазового — пространства и динамика — системы — описывается — векторным 
дифференциальным уравнением dx/dt =Ах (см. (2)), то в силу этого соотношения 

Xy = eAwy,. Рассмотрим функцию Р(у,) = аТ eAyxl (Знак «-» перед единицей 

берется в том случае, если Xpe V", и «+» — если XpeV_*.). Так как Р(уоб) = 
=аТеА0у01=0 и ОЁ(уо!о)/д! = aTAeAnyy= aTAX#0, то по теореме о существовании 

неявно заданной функции [13, 14] существует функция # М, —Ё такая, что 
К(у„(у))=0 я 1(yp)=ty. дифференцируемая B окрестности точки Y, Тогда, 
дифференцируя {(у) по правилу дифференцирования неявно заданной функции в 
точке Yo, получим 

РкКуо)= ~[0F (¥0.10)/0t]-{OF (yo.t0)/dy] = —[атАс^пу)|-!аТсАп= — [aTAx,]-1aTeAn, 

Рассмотрим теперь отображение Ё V. =V, Ку)=е^оу, fy,)=eryy =esny, = 
= хо. Гогда 

Df(yy)= Acry, ОКуд) + е^® = —AcAnyglaTAxy|-taTeAn+ сАю 

Aeanyyat Ax,aT 
:[E —- _____У_О„___]САЮ = [E — __.__0 ]е/\д›_ 

ат АХО аТ Ax, 

Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть хо, Yo — 08¢ последовательные точки пересечения, 

порожденные — произвольной — фазовой — траекторией и разделительными 
плоскостями V= Тогда производная отображения ®(х), которое ставит в 
соответствие первой из двух рассматриваемых точек (точке Х)) вторую 

рассматриваемую точку (уо) 8 Vo' — Vi, #(Хо)=уо, имеет вид 
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Aygqar 
De(x,)=|FE — — — еВ.Б'‹)‚ 2(хо)=[ а 5}’0] 

где 5) — время движения изображающей точки в линейном подпространстве В. 
фазового пространства, от точки Xy K точке у). 

Доказательство леммы 2, 
Так как изображающая точка движется в линейном подпространстве В,3 

фазового  пространства W динамика — системы — описывается — векторным 
дифференциальным уравнением dx/dt=B(x + p) (см. (2)), то в силу этого соотно— 
шения ¥, = е80(хо F р)+р. Рассмотрим функцию 

H(x,s)=aT{eBs(x + p) tp}+1, 

знак «—» перед единицей берется B TOM случае, если Yoe V™, И «+» — если хоЕ/-г. 
Заметим, что 

Н(хоо) =aT [евю(хо + р)+р|+1=ату т 1=0 

дН(хоо)/д5 =aT Вевю(хо + p)=aTeBsB(X, F р). - 

В силу того что, во-первых, Yo Vi~ H, во-вторых, на плоскостях раздела Vit 

выполняется условие непрерывности векторного поля ах/ат 

Aw=B(w ¥ р), weV, % (5) 

то Ауо =В(уо + р). Тогда _ 

дН(хо,50)/дз =aT ево В (хо + р)+ p+ p}=aTeBs(y, + p)=aT Ay, 
и по теореме о существовании неявно заданной функции существует функция 

st Уд'—> В такая, что H(xs(x))=0 и 5(хо)=50, дифференцируемая в окрестности 
точки хо. Тогда, дифференцируя s(x) по правилу дифференцирования неявно 
заданной функции B точке Xg, получим ` 

Ds(xg) = —[дН(хо,5о)/д5]-ЦдН(хо,5о)/дх] = — [aT Ауо|-! aTeBs. 

Рассмотрим теперь отображение g: И' Vi~ 

#(х) = eBO(xF р)+р, — в(хо) = е8:69(хо + P)EP=Yy. 
Тогда 

Рё(ко) = Вев:60(хо F р)Ю5(хо) + ев» = BeBo[x, F р]рчр]О5(хо) + ее = 

Aypa 
T 

- _О _] еВхо_ = В[УО + р]]:)_у(хо) + eBs= —Ayo[aTAyO]—laT еВ:0-неВ:о= [Е — 
аТАу) ° 

Лемма 2 доказана. 

Теперь, когда мы доказали две вспомогательные леммы, перейдем K теореме. 

Teopema. Пусть  УоХауьХэУ2».-Хоу, —  последовательность _ точек 

пересечения, — порожденная — произвольной — фазовой — траекторией — и 
разделительными плоскостями Vi ®, а 11,851,005, 1,5, — интервалы времени 
движения изображающей точки в линейных областях фазового пространства, 

соответствующие этим точкам пересечения. Пусть T, — отображение, 
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которое ставит 6 соответствие первой U3  рассматриваемых  MOYeK 
пересечения фазовой траектории ¢ разделительными плоскостями М,° (точке 
Yo) последнюю — рассматриваемую — точку (у,‚) из — последовательности 

пересечения, а именно, п„ Vi -Ма л„(уо)=у,‚ Тогда производная Dm,(yq) 

отображения T, будет определяться соотнощением 

Ay,aT 
Dnn(Yfl) :[E - ы 

]еВх„ск\теВх„_дСА/„— 1, .еВмеАл, 

aTAy, 
Доказательство. 

БУДСМ доказывать теорему с помощью метода математической ИНдукции. 

Рассмотрим сначала случай, когда n=1 (y,—~%;—Yy;). Тогда, по  правилу 

дифференцирования сложной функции получим, что Du(yy)=Dg;(x,)xDf(yy). 
ПОЛЬЗУЯСЬ только что доказанными леммами, получим 

Ау ат Ахца! 
Dn =|E - ———|eBs|E — A= (yo) =1 ат Ау-[] [ aTAx, ] 

Av.aT eBsiAx,aT 

= [B - ST femy — e, 
aTAy aTAxy — 

Заметим, что 

евлАх, = евяВ (хуер)= Bleba(x; ¥ р)+р+р)=В(у, + р)=Ау,, 
и тогда 

‚ Ay,aT Ay,aT Ay (aTAy,)aT 
Dnl(yo) = [E — .._.S_l_JeBsleA/I[ Y1 — у `…) eAn= 

aTAy, aTAx; (aTAy,)aTAx, 

=[E - ШЁ_]@Ы\@АП — {Ау'ат — AyiaT A= 
аГАУ, атАх, — аТАх, 

= [E — _A_y:l_a_l_lcl?xchll_ 

aTAy, 

Таким образом, утверждение теоремы при /1=1 доказано. 
Предположим теперь, что утверждение теоремы верно при A=i—1, то есть 

й АУт—\аТ 

Dnm—l(.VU) = [E T A 
aTA.Vm—'I 

JeB.\‘n/—leAhu—l .. еВлеАл, 

Докажем, используя леммы 1 и 2, что условие теоремы выполняется и при A=HI. 
По правилу дифференцирования сложной функции получим 

Dnm(y()) = Dgl (XIH)XDfl(yn/~l)XDnm- ) (УО) = 

Ax,aT Ay, a’ 
_.l___] eA/m-lx[E — Ун1 
ат 

=D т Е - P 

g(x )Х[ Х/п аТАУ/п—і 

_‘СВ-““" 1еАй-ту , ‚ eBst, 

Заметим, что eAmAy,, =Aermy, | =Ax,. Тогда 

[



Ax,.aT 
Dflm(.Vo) =Dg(xm)x [E_m_ 

УР 

.]eAImeBSm—leAhu—l ... eBsigAn— 

Ax,aT Ax, (aTAx, )aT 
Dg(xm)x[ ыы — !П( …) ]cBSm-leAlm—l ve eBSchll = 

аТАу т-1 (ЗТАХ‚„)ЯТАУ…_1 

Ау„ат Ах„ат 
_-—;[Е__у_т__]ев.п„[Е___..__’_"__]еА!шеВ.\'ш—іеА!ш—і ... cBsigAn, 

aTAy”T атАХ/П 

Так как 

св»Ах„=сВ»В х„ F р]=В{е8»(х„ + р]+р+р}=В(у, + P)=A у 

TO 

Ay,ar 
Dnm(y()):[EJL] eBS/ncAlmeBSm-leATm—l .. CBSICAII..._ 

aTAyy, 

Ау„ат Ay, (aTAy,)aT 
__[ У» — Ут( у») ]еВз„‚-1еАп„—1 ... еВлеАи = 

атАх/п (aTAyl”)aTAX’" 

Ау „ат 
:[Е—___]еВ&теАішеВь*ш—теА]ш—1 ... еВлеАл, 

aTAyI” 

Итак, производная от рассматриваемого отображения лУ — V™, п„(уо)=У, для 
случая п=т имеет вид 

Ау…ат Bsmg AtmeBsm-1gAtni-1 BsigAn — — |eBsneAmeBsu-igAm-1_,, gBsighn, 
аТАуП! 

что й требовалось доказать. TeopeMa доказана полностью. 

ВП„, (y()):[E_ 

Рассмотрим нериодическую орбиту в фазовом пространстве и определим 
характер ее устойчивости. Нусть X(,¥(,X5,¥25. .. ¥X, — точки пересечения замкнутой 

фазовой — траектории с  разделительными — плоскостями V. — Рассмотрим 

отображение 7,:Vy — Ун, которое ставит в соответствие точке Ze V™ (из e~ 

окрестности у,‚) точку, порождаемую пересечением  фазовой траектории, 

выходящей из Z, 5(е)-окрестности Z, лежащей на плоскости V™. Пусть также для 

этого отображения выполняется условие T,(¥o)=y,  Очевидно, что точка Y, 
является неподвижной точкой этого отображения. Для того, чтобы определить 

характер устойчивости неподвижной точки ¥, отображения л‚: Vi — Уд” (4, 
соответственно, характер устойчивости периодической орбиты, порождающей 
последовательность — точек — пересечения  X1.¥1.Xo,¥o...¥,Xp)s — линеаризуем 

отображение 7,(¥,) в окрестности неподвижной точки у, 

л‚(у„+ду,) = m,(y,) + Рл,(у,)бу. 

Тогда об устойчивости неподвижной точки ¥, можно судить HO собственным 

числам матрицы Флоке Ол,(у,) [15], а именно: неподвижная точка у, устойчива (и, 
соответственно, устойчива периодическая орбита), если все собственные числа 
матрицы Флоке по модулю меныше единицы. Так, для последовательности точек 
пересечения X1,Y1,X2,¥2, - .¥mX, при условии периодичности Yo=Yy, матрица Флоке, B 
соответствии с приведенной теоремой, будет иметь вид 
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Ay,at 
DTtul „) = Е___ 

= aTAy, 
]eBSnel-\lneBSn—]6A/u~~l ... CBsigArn 

а ее собственные значения (Ay.A2.A3) полностью определяют характер устойчивости 

рассматриваемой периодической орбиты. 

Заметим тсперь, что 

п„(у„) = eCsigAmeCru-teAli-1 | CC"'eA“j’,/:y,,, {6) 

где С=А-ВА. Действительно, Xj=€Any,. у(=е85(х, T р)Жр. В силу соотношения (5) 
получим 

V) А-Ае8ч(х, + р)+р} = А-!Вебе(х, T р) = 

= A_leB“B(Xl + p) = A_ICB“AXI- 

Учитывая, что A-leBsA=eCs (B чем нетрудно убедиться, использовав непо- 
средственно определение экспоненты от матрицы B виде степенного ряда [16}), 
получим у, =eCnx =y, =eCseAny,. Продолжая Mo цепочке X9,¥1,...¥,.X, Проволить 

выкладки, аналогичные проделанным только что, получим соотношение (6). 

Представим теперь Ол,(у,) в виде D (y,) = L(y, )М , где 

Ay,aT 

aTAy, 

Заметим, что матрица M имеет собственный вектор Wy = A у, и соответствующее 

ему собственное число M =1. Действительно, 

L(y.) =lE- —=eBupAleBsi-1e Aln-1 еВлеАл ‚ eBopAbgBu-igAn-1  @BsigAn , 

М(Ат/„) =eBsigAnaBu-igAln-1 || eBxleA/lAV” —=eBseAmeBn-tgAln-1 |, | CB~"1ACf'\’1V,,: 

=eBugAneBu-igAt-t, | AeCuigAny, =, =AcCseAleCs-1gAn-t eCaipAny 

и в силу соотношения (6) получим M(Ay,) = MMAy,, где MM =1. Нетрудно 

убедиться также, что матрица L(y,) проецирует точки пространства КЗ на 

плоскость x;=0 вдоль вектора Ay,, H, следовательно, матрица Dm,(y,) имест 

собственный вектор Ау, и соответствующее ему собственное значение ^,=0. Более 

TOTO, если матрица M имеет два других собственных вектора Uy, Ю @ 

соответствующие UM собственные значения М, М, TO тогда собственными 

векторами матрицы Drx,(y,) будут векторы L(y,)u, L{y,)u;, а собственными 

числами —М, ^а [8]. Следовательно, зная собственные значения матрицы (одноийз 
которых единица), можно однозначно  определить характер  устойчивости 
рассматриваемого периодического режима. Фактически AM=A, И A;M=); ЯВЛЯЮТСЯ 

мультипликаторами предельного цикла. 

Заключение 

ВСС npox(enaHHme выкладки, НССМОТРЯ на H#HX ГРОМОЗДКОСТЬ. ПОЗВОЛИЛИ 

получить новые весьма интересные и веобычные результаты для генератора 

«Торус» [12], которые вряд ли бы удалось получить каким-либо иным способом и 

которые были подтверждены в ходе специально поставленного численного 

эксперимента. Следуст обратить внимание также на то обстоятельство, что 
несмотря на TO, что BCE выкладки были проведены для систем с 1.5 степенями 

свободы, возможно их обобщение для CHCTCM с числом степеней свободы болышним,



чем 1.5. Действительно, заменяя пространство размерности 3 (В3) на пространство 
размерности л (R"), вектора из пространства R3 на соответствующие вектора из 
пространства R”, матрицы параметров порядка 3 на матрицы порядка л й Т.Д., 
можно проделать выкладки, полностью аналогичные выкладкам, приведенным B 
настоящей работе, для динамической системы с //2 степенями свободы, которая 
описывается п обыкновенными дифференциальными уравнениями, некоторые из 
которых содержат нечетную кусочно-линейную функцию с тремя сегментами, 
остальные дифференциальные уравнения линейны, а фазовое пространство 
системы оказывается состоящим из трех подпространств. Вполне IIOHATHO, чЧто 

полученные результаты для системы с 71/2 степенями свободы будут аналогичны 
результатам, полученным в данной работе. Заметим, что мы рассматривали 
систему с 1.5 степенями свободы, во-первых, потому, что в этом случае возможно 
нагляднос пространственное писследовать конкретную систему с 1.5 степенями 
свободы. Следует обратить внимание также на то обстоятельство, что подход, 
описанный в [8] и развитый в данной работе, может, MO всей видимости, быть 
использован W для — анализа — систем, — описываемых — обыкновенными 
дифференциальными уравнениями с кусочно-линейными функциями (причем, 
необязательно — нечетными) и — фазовым — пространством, — состоящим — из 
подпространств, число которых больше, чем 3. 

В заключение выражаю искреннюю признательность А.А.Кипчатову 
(который фактически «спровоцировал» автора на выполнение данной работы) за 
ряд ценных советов и плодотворные обсуждения. 
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ТНЕ MULTIPLICATORS OF PERIODICAL SOLUTIONS 

FOR ТНЕ GENERATOR WITH ТНЕ PIECE-WISE LINEAR ELEMENT 

A.A. Koronovskiy 

This article deals with systems with с phase space consisting ОЁ three linear 
subspaces. These systems аге described by л ordinary linear differential equations with 
plece~wise Ппеаг functions in еп right side. The equations allowing to find the 
periodical solutions оЁ these systems and its multiplicators depending проп the values оГ 
control parameters have been obtained. It allows 10 trace the regimes maps ш the space ОЁ 
control parameters.


