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ДИНАМИКА ОТОБРАЖЕНИЙ С ПОРОГОВЫМ ТИПОМ СВЯЗИ 

A.A. Короновский, В.И. Пономаренко, Д.И. Трубецков 

В данной работе рассматривается система логистических отображений с 
принципиально новым типом связи, поведение которой существенным образом 
отличается от поведения логистических отображений с традиционными типами связей. 
Исследование динамики системы проведено как численно, так и с помощью натурного 
эксперимента. Получены двухпараметрические карты режимов на плоскости 
управляющих параметров. 

1. Системы с дискретным временем весьма широко исследуются физиками и 
математиками [1,2] и используются для описания процессов самой различной 
природы: дискретные отображения весьма успешно описывают HE только 
физические, но и экологические, экономические и социальные процессы [3-5]. 
Внимание к системам с дискретным временем определяется их относительной 
простотой и возможЖностью HX довольно быстрого исследования в широком 
диапазоне изменения значений управляющих параметров. Более Toro, именно на 
языке систем с дискретным временем BO3MOXKHO наиболее  понятное R 
«прозрачное» объяснение природы хаотической динамики, сценариев перехода от 
периодических колебаний к хаотическим. В этом смысле логистическое 
ОТОбраЖСНИЗ играет фундаментальную роль в теории критических явлений у 

порога динамического хаоса [6]. Кроме того, на основе отображений, в том числе и 
на основе логистического отображения, строятся широкие классы связанных 
отображений, пепочек и решеток  отображений, которые — моделируют 
распределенные системы и играют важную роль в понимании динамики подобных 
систем {1]. 

2. В этой работе мы рассмотрим динамику системы, описываемой 
связанными — логистическими — отображениями, в — поведении — которых 
привципиальную роль играют кусочно-линейные характеристики. Заметим, что 
простейшие кусочно-линейные отображения очень хорошо изучены и в 
определенном — смысле  являются классическими, наряду с  логистическим 
отображением — (например, преобразование  пекаря (7],  «остроконечное» 
преобразование [8]). Более Toro, классическое логистическое отображение при 
определенном — значении — параметра  при  помощи — взаимно — однозначного 
преобразования MOXeT быть преобразовано K  виду  кусочно-линейного 
отображения [9]. В этой же работе будут рассматриваться логистические 
отображения с принципиально новым THIIOM связи, который мы называем 
«пороговой — связью». Кусочно-линейная — характеристика и — обеспечивает 
пороговый характер взаимодействия отображений и являстся принципиально 
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важной для всей динамики системы в целом. 3aMeTHM, что поскольку тип связи 
является принципиально новым, TO одним из важных вопросов будет следующий: 
насколько существенным окажется влияние нового механизма связи? Иными 
словами, будет ли поведение хорошо изученных логистических отображений, 
связанных пороговой связью, каким-либо существенным образом отличаться от 
поведения тех же самых логистических отображений с «традиционными» типами 
связей (скажем, с диссипативной связью), которые в настоящес время широко 
исследуются в литературе (см., например, [10]). 

Для начала рассмотрим два логистических отображения, двунаправленным 
образом связанных друг с другом 

Xpel = x,,[a — X, ® S‘Sign(%z—ys)]fl 

| ( 
У„ = у„[а — Уп * S'Slgn(xn_x:)L 

Выбор параметров а и $ осуществляется таким образом, чтобы каждое из 
логистических отображений по отдельности не демонстрировало никакой сложной 
динамики. Когда же рассматриваются связанные отображения, то поведению 
каждого из них соответствует устойчивая неподвижная точка (а-(1+5)), если B 
другом отображении значение переменной меньше некоторого порога X, (или у,). 
Как только значение переменной (например X,) превышает этот порог, B другом 
логистическом отображении притягивающей неподвижной точкой становится (а— 
—1+5) (из-за действия слагаемого sign(x,—x,)). Таким образом, если попытаться в 
нескольких словах кратко описать суть процессов, происходящих в системе, 
описываемой (1), то можно сказать, что сущностью динамики системы являются 
переходные процессы. Каждое логистическое  отображение  стремится K 
устойчивому состоянию равновесия, и в этом случае, если слагаемые §-sign{x,—x,) и 

s-sign(y,—y;), отвечающие за взаимосвязь отображений, взяты с одинаковыми 
знаками, вся система (1) весьма быстро приходит в одно из двух состояний 
равновесия (в зависимости от начальных условий). Наиболее же интересен случай, 
когда в отображениях (1) слагаемые, ответственные за связь, входят с разными 
знаками. В этом случае переходным процессам в каждом из отображений 
(разумеется, при соответствующих значениях параметров) не суждено закончиться 
из-за воздействия другого отображения. В рассматриваемом отображении 
происходит СК&ЧКООбрЭ.ЗНаЯ смена УСТОЙЧИВОЙ НеПОДВИ)Ш{ОЙ точки, в результате 

чего в системе реализуются колебательные режимы. Именно поэтому дальнейшее 
рассмотрение мы проводим для системы двух логистических отображений (1), в 
которую слагаемые связи входят со знаком «—» в первое отображение и со знаком 
«+» во второе. 

Заметим, что исследовать систему (1) можно по-разному: во-первых, 
конечно же, можно осуществить численное моделирование (что, разумеется, было 
проведено нами в первую очередь). Однако, существует еще один способ изучения 
подобных систем, у которого есть ряд CBOHX преимуществ. Речь идет об 
исследовании (1) с помощью радиотехнической модели, динамика которой 
описывается с помощью тех же самых логистических отображений, связанных 
двунаправленной пороговой связью. Именно при проведении — натурного 
эксперимента появляется возможность исследования систем в реальном времени, 
что иногда позволяет существенно сократить  трудоемкость — проводимых 
исследований. Так натурный эксперимент оказывает неоценимую услугу при 
исследовании систем с сильной мультистабильностью [11|. Более того, совпадение 
результатов натурного и численного экспериментов позволяет с большей 
степенью доверия относиться к полученным результатам. 

Мы провели как численный, так и натурный эксперименты и, забегая вперед, 
сразу отметим, что результаты этих экспериментов находятся в очень хорошем 
соответствии друг с другом. 

3. При разработкс радиотехнической модели для удобства в (1) была сделана 
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замена переменных X,=5x,, ¥,=5y,. При этом значения динамических переменных 
увеличиваются в 5 раз и становятся более удобными для экспериментального 
анализа. Сделав такую подстановку в (1), получаем 

Xlz+l =1/5 ХП[А - Хп — S'Sign(Yn—Y.?)]? 

' (2) 
Ym—'l =1/5 Yn[ - Yu + S'Sign(Xn_Xs)]y 

где новые параметры отличаются от старых B 5 pas, то есть A=5a, S=5s5, X,=5x,, 
Уу=5у,. 

Радиотехническая схема соответствует системе  отображений (2) и 
представляет собой два канала (Х и У), каждый из которых моделирует динамику 
одного из уравнений (2). Блок-схема радиотехнической модели имеет вид, 
показанный на рис. 1. Рассмотрим его работу на примере канала Х. Канал X 
содержит нелинейный блок, формирующий зависимость Х,1=/(Х,) и линейный 

блок, в котором осуществляется аналоговое запоминание значений X, и Х. 
Управление электронными ключами 6 и & линейного блока осуществляется от 
тактового генератора 4, причем на ключ 6 сигнал генератора подается через 
инвертор S5, что обеспечивает противофазное замыкание ключей (когда ключ 6 
замкнут, ключ & разомкнут, и наоборот). Тактовый генератор является общим для 
каналов Х и Y. В процессе работы линейный блок обеспечивает запоминание 
выходного напряжения нелинейного блока и трансляцию его на вход нелинейного 
блока, создавая таким образом изменение напряжений на конденсаторах С. и С, 
соответствующее дискретной последовательности X, =f(X,,). 

Нелинейный блок содержит компаратор [, суммирующий усилитель 2 и 
умножитель 3, а также элементы регулировки параметров Y, A, 5. На один вход 
компаратора / подается постоянное напряжение, соответствующее параметру У, а 
на другой вход — переменная Y, вырабатываемая вторым каналом схемы. Такое 
включение соответствует связи, действующей со стороны второго канала на 
первый, со: знаком «—». Напряжение на выходе компаратора соответствует 
функции sign(¥Y,—Y,). Размах выходного напряжения регулируется при помощи 

резистивного делителя. Результирующее напряжение, равное S-sign(Y,—Y,), 
подается на один из входов суммирующего усилителя 2. На второй вход 
суммирующего усилителя подается регулируемое напряжение, соответствующее 
параметру нелинейности A, а на третий вход — напряжение с выхода линейного 
блока, соответствующее переменной Х. Напряжение с выхода суммируюшего 
усилителя, равное A—X+S-sign(Y,~Y,), подается на один из входов аналогового 

умножителя 3, а на другой его вход подается напряжение Х. С выхода его 

снимается напряжение, равное 1/10 X[A-X+S-sign(Y,—Y))]. Усилитель 10 имеет 

КаналХ . — Канал У 
| 2 3 / Xs‘bl_ L 

х [0 У D N gy I X 
я 7, ‘ 

Г \ — 

4 | Тактовый і]_15 . 

генератор ‚ НО! | 

e I S R об ва 
L\\\l t L_—]J'IMHeHHbn?t\I J_ — Хаа > l — ^ | — Xt 

_С С-т С =С4 

-‘а блок L= L3 € 

Рис. 1. Блок-схема радиотехнической модели 
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системы. Результаты, полученные в ходе натурного и численного экспериментов, 
находятся в хорошем соответствии друг с другом и результаты натурного 
эксперимента полностью подтверждают (и повторяют) результаты эксперимента 
численного. Уже одного беглого взгляда на рисунки достаточно, чтобы понять, что 
динамика, демонстрируемая системой связанных логистических отображений с 
пороговой связью (каждое из которых по отдельности вообще не проявляет 
никаких колебательных режимов), весьма разнообразна: в случае, изображенном 
на рис. 2, а, плоскость управляющих параметров оказывается разделенной на две 
большие области — «равнину», на которой реализуются устойчивые колебания 
периода 1, и «шахматную доску», которая, B свою очередь, оказывается разбитой 
на прямоугольные области, внутри которых реализуются своий колебательные 
режимы. Причем, для «шахматной доски» можно выделить  следующую 
интересную закономерность: B центре находятся колебательные режимы с малыми 
периодами колебаний, а при продвижении к краям «доски» происходит увеличение 
периода колебаний на единицу. Между областями, соответствующими колебаниям 
периода л и (n—1), находятся более тонкие режимы колебаний более высоких 
порядков, причем для этих режимов, лежащих между режимами колебаний периода 
п и (n—1), самым низким является период колебаний (2л-1). Следует отметить, что 
подобный сценарий реализуется и во многих других системах как с дискретным, 
так и с непрерывным временем [4, 12]. На этом же рисунке показаны «временные 
реализации» — х,„=х,(п), полученные B ходе  натурного эксперимента — для 
колебательных режимов (кривые /) и соответствующие им зависимости для тех 
же самых режимов численного эксперимента (кривые 2). На рис. 3 приведены 
фазовые портреты, соответствующие характерным режимам колебаний, которые 
реализуются при значениях параметров a=1.2, s=0.25 и которые иллюстрируют 
вышеописанную закономерность: при увеличении параметра — колебательный 
режим периода 7 (ср. рис. 3, а с «временной реализацией» на рис. 2, а) сменяется 
режимом периода 22 (рис. 3, 6), затем возникает режим периода 15 (рис. 3 ‚в), 
потом режим периода 8 (рис. 3 ‚г). Между режимами периодов 8 (рис. 3, г) и 9 
(рис. 3, е) лежит режим периода 17 (puc. 3, д), а между режимами периодов 14 
(рис. 3, ж) и 15 (puc. 3, и) находится режим периода 29 (рис. 3,3). 

Заметим, что по мере приближения к краям «шахматной доски», зоны 
колебательных режимов становятся все уже и уже и вышеописанный механизм 
добавления периода колебаний начинает нарушаться. Другой особенностью 
поведения системы двух логистических отображений с двунаправленной пороговой 
связью при данных значениях параметров является полное отсутствие хаотических 
колебаний. Все колебательные режимы однозначно идентифицируются как 
сложнопериодические. 

При изменении значений параметров а и 5 ситуация существенным образом 
изменяется. Так, при а=1.2, 5=0.5 (см. рис. 2,6) «шахматная доска» уменышается в 
размерах, ее внутренняя структура нарушается: теперь уже не удается проследить 
закономерность, подобную TOH, O которой говорилось выше — области 
периодических колебаний беспорядочно разбросаны по плоскости управляющих 
параметров. Рядом с областями периодических колебаний находятся области 
непериодических колебаний, идентифицировать колебательные режимы в которых 
ни по виду фазового портрета, ни по «временным реализациям» невозможно. 
Ситуация усугубляется еще и тем, что HE удается выявить классических сценариев 
перехода от периодических колебаний к хаотическим (к примеру, сценария 
Фейгенбаума), которые позволяли бы с уверенностью  утверждать,  что 
непериодические режимы являются хаотическими: система переходит с одного 
листа, где реализуется периодический режим, на другой, где существует 
непериодический режим, скачком, характерным — является — существование 
гистерезисных складок на плоскости управляющих параметров и, соответственно, 
мультистабильность. Более серьезное исследование показывает, что эти области 
на плоскости управляющих параметров все-таки соответствуют хаотическим 
колебаниям: максимальный ляпуновский показатель для ‘таких колебаний 
существенно  положителен. Tak, при а=1.4, s=0.5 x=0.0845, y=0.1580 
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Рис. 3. Фазовые портреты некоторых характерных режимов колебаний при а=1.2, s=0.25: 
а ~ период 7, x;=0.2379, »„=0.2379; 6 ~ пернод 22, x,=0.2412, y,=0.2548; в — период 15, x=0.2412, 

у‚=0.2593; г - период 8, x=0.2469, v=0.2784; д — период 17, x=0.2457, у,„=0.3133; е — период 9, 
ху=0.2457, у,=0.3256; ж — период 14, x,=0.3695, у,‚=0.3695; з — период 29, ху=0.3695, v.=0.3706; 

и — период 15, x,=0.3693, y,=0.3796 

максимальный ляпуновский показатель равен Мда=+0.64. На рис. 4 приведены 

некоторые типичные фазовые портреты для хаотических колебаний. 
С дальнейшим увеличением значений управляющих параметров а и 5 

ситуация еще больше усугубляется: все TO, что осталось от «шахматной доски», 
еще больше сжимается, а область, соответствующая хаотическим колебаниям, 
увеличивается (см. рис. 2,8). Цальнейшее увеличение параметров а и 5 приводит K 
тому, что на плоскости управляющих параметров (X,,y,) появляются «дыры», B 
которых решения (1) «разлетаются» — последовательность значений {х,.у,} 
неограниченно возрастает по модулю (см. рис. 2, 2). 

Eme одной характерной особенностью в поведении рассматриваемой 
системы двух логистических отображений с двунаправленной пороговой связью 
является мультистабильность (O чем уже вскользь упоминалось выше), которая 
проявляется с увеличением параметров а и $. При одних и тех же значениях 
управляющих параметров, в зависимости от предыстории движения по карте 
режимов, могут реализоваться несколько различных колебательных режимов. На 
рис. 5 воспроизведен лишь небольшой фрагмент плоскости управляющих 
параметров, приведенной на рис. 2, г (на рисунке этот фрагмент обведен рамкой). 
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Рис. 4. Фазовые портреты некоторых хаотических режимов колебаний, полученные B ходе 
натурного эксперимента (а,в‚д) и соответствующие UM фазовые портреты, построенные в ходе 
численного эксперимента (6,2,):a — А=6 B, 5=0.5, X,=0.26 B, Y=1.26 В; 6 - a=1.2, 5=0.5, x,=0.052, 

y,=0.252; в - A=7 B, $=2.5, X,=0.37 B, Y=0.18 B; г - а=1.4, 5=0.5, x,=0.37, y,=0.18; д - A=7 B, 
§=2.5,X,=0.4 B, Y,=0.8 B; ¢ — a=1.4, s=0.5, x,=0.08 

Рис. 5 B полной Mepe  позволяет 
осознать, насколько сложно поведение 
рассматриваемой  системы: на — этом 
рисунке показаны листы, COOTBETCTBYIO— 
тцие различным режимам колебаний. 

Следует отметить, что квадра- 
тичный член в отображениях (1) играет 
существенную роль и попытка CKOH— 
струировать линейные отображения с 
пороговой связью по тому же принципу 
оказывается неудачной: решения 
нарастают неограниченно и ни O каких 
колебательных режимах говорить не 
приходится. 

5. Таким образом, ПОДВОДЯ HTOTH 
всему — вышесказанному, — еще — раз 
подчеркнем, что нами была изучена 
динамика системы двух логистических 
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Рис. 5. Фрагмент карты режимов, приведенной 
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отображений ¢ принципиально новым THIOM CBSI3H, поведение  которой 
существенным образом отличается от поведения тех K€ самых логистических 
отображений ¢ традиционными типами связей. Заметим также, что новый THIT 
связи BO MHOIOM — аналогичен — кооперативному — и — антагонистическому 
взаимовлияниям, — описанным — профессором — Штуттгартского — университета 

В.Вайдлихом [13, 14], анализ которых играет важную роль при качественном 
МОДЁЛИРОВЗНЕП{ поведения социально-экономических систем. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант N 96—02-16753. 
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ТНЕ DYNAMICS ОЕ MAPS WITH ТНЕ THRESHOLD TYPE ОЕ COUPLING 

А.А. Koronovskiy, V.I. Ponomarenko, D.I. Trubetskov 

This article deals with the system of logistic maps with the radically new coupling 
type. The behaviour of this system differs radically from the behaviour of the logistic 
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maps with the traditional coupling types. The investigation of these systems has been 
carried out both numerically and with the help of the radio—engineering experiment. We 
have obtained two—parameter regimes maps оп the control parameters plane. 
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