
{Ёшашшіьюзаца‹ш T R | А 
нелинейной теории колебаний и BOTTH | 
e e\ 

Изв.вузов «ПНД», 1.6, № 6, 1998 УДК 517.926 
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С НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 

СТУПЕНЧАТОГО ТИПА 

Д.С. Кащенко, А. Могель, В. Шварц 

В настоящей работе аналитическими и численно-аналитическими методами 
исследуется — нелокальная — динамика — важных — для — приложений — классов 
дифференциальных уравнений первого порядка с нелинейной запаздывающей обратной 
связью ступенчатого 'гипа. Подход, основанный на асимптотическом анализе, позволил 
проанализировать аттракторы, состоящие из решений импульсного тила. Получены 
численные характеристики нерегулярных колебаний и прослежена их зависимость от 
величины запаздывания. 

1. Введение 

Дифференциальные уравнения с запаздыванием служат математическими 
моделями огромного числа прикладных задач. Обзор соответствующей литературы 
имеется, например, в работах [1-6] и в приведенных в них библиографиях. 
Болышое число статей посвящено изучению динамических свойств решений таких 

уравнений. Здесь, прежде всего, следует выделить цикл работ, посвященных 
численному и экспоненциальному исследованию генераторов с запаздывающей 
обратной связью [2,3,7—11], где показано, что B таких генераторах могут возникать 
мощные хаотические колебания B широком диапазоне параметров. 

Весь богатый арсенал аналитических методов изучения динамики систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений переносится, конечно, и на системы 
с запаздыванием. Кроме этого, для систем с запаздыванием характерно наличие 
многих специфических эффектов и явлений, обусловленных бесконечномерностью 
фазового пространства. Tak, например, в работах [12—15] предложен специальный 
асимптотический метод изучения нелокального поведения решений важных 
классов сингулярно возмущенных систем с запаздыванием. Этот метод позволил 
редуцировать задачу о динамике исходной системы к задаче о динамике 
аналитически конструируемых конечномерных отображений. 

Особое внимание во многих работах было уделено изучению скалярных 
дифференциально-разностных уравнений первого порядка вида 

х + х = f(x(t-T)), (1.1) 

где 7>0 — время запаздывания. Уравнения такого типа возникают, например, в 
лазерной оптике [16—19], электротехнике [10,11,20,21], радиофизике [2,3],



медицине  [22-23], математической — экологий  [24] и др. Наиболее 
распространеными нелинейными функциями являются функции вида ` 

Д5) = as(L+s)1, (1.2) 

К5) = Msexp(~(s—7)2), (13) 

s) = 1, а<5 < Ъ, (1.4) 

0, s<aus>b 0<a<b<l. 

Для нелинейностей первых двух типов были проведены достаточно полные 
численные и экспериментальные исследования динамики при различных значениях 
фигурирующих B них параметров, и получены достаточно полные представления 
об изменении динамических свойств при варьировании тех или иных параметров 
задачи. Нелинейность последнего из приведенных типов (рис. 1) довольно просто 
реализуется в задачах электротехники [3,10,11]. 

Следует сразу оговорить, что одним из центральных вопросов является 
исследование динамики уравнения (1.1) при достаточно больших значениях 
запаздывания Т. С одной стороны, большие (порядка 102-105) значения T 
относительно просто реализуются в эксперименте, но, с другой стороны, при этом 
резко возрастают трудности численного анализа уравнения. Отметим, что после 
нормирующей замены времени (—Tr уравнение (1.1) становится сингулярно 
возмущенным 

ех + х = f{x(r-1)), (1.5) 

где е=!Г-!. Для изучения асимптотики при е-—->0 решений этого уравнения с 
заданными начальными условиями на конечном отрезке изменения времени 
применимы методы теории сигулярных возмущений [25]. Однако в задачах 
динамики, TO есть при изучении решений для f—ee, редко удается получить 
«близкие» результаты для решений (1.5) и решений вырожденного уравнения 

х = flx(e=1)). 
Некоторые выводы O причинах этого 
несоответствия и 00 условиях, когда 
такое  COOTBETCTBHE — имеет — место, 
приведены в [4,26]. 

Настоящая — работа — посвящена 
! изучению  уравнения (1.1) в случае 
| «ступенчатой» нелинейности (1.4). При 
i этом особое внимание будет уделено не 

только численному, но и аналитическому 
| изучению динамических свойств решений 
| при  условии,  когда — параметр Т 
| достаточно велик. Сразу отметим, что в 
‘ этом  случае  удалось — получить - ряд 

0.0 Н ТО з — результатов, не имеющих аналогов для 
ы ~ ® — — уравнения с нелинейностями (1.2) и (1.3). 

Рис. 1 Третий раздел посвящен 

асимптотическому анализу уравнения с 
нелинейностью — ступенчатого типа и 

изучению устойчивых и долгоживущих структур. В четвертом разделе уделено 
внимание — изучению численных  характеристик аттракторов — уравнения  CO 
ступенчатой нелинейностью. 
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2. Динамика уравнения (1.1) с релейной запаздывающей обратной связью 

Сделаем вначале замечание о динамике уравнения (1.1) с нелинейной 
функцией /(5) релейного типа (то есть при а=0) 

1, 5 <5 

Л9 =\ о, s2b 0<b<l 
(2.1) 

В [27,28] было показано, что данное уравнение  имеет  единственный 

экспоненциально орбитально устойчивый медленно осциллирующий цикл Xo(¢) 
такой, что расстояние между соседними корнями уравнения Xo({)=b больше, чем T, 
тогда как неустойчивых периодических режимов имеется бесконечно много. При 
некоторых условиях (типа невырожденности) каждое решение стремится к циклу 

xo(f) при 1—›ее. Однако в зависмости от степени сложности начального условия, 
соответствующее решение демонстрирует сложное поведение в течение отрезка 
времени, которое экспоненциально возрастает с увеличением запаздывания. 

3. Динамика уравнения (1.1) со ступенчатой нелинейной обратной связью. - 
Асимптотический анализ 

- В этом разделе асимптотическими методами исслепуются динамические 
свойства решений уравнения (1.1) в случае, когда нелинейность /(х) имеет 
ступенчатый вид &1.4). В первых двух пунктах приведены базирующиеся на 
результатах работ [29-32] утверждения о существовании устойчивого цикла при 
условии, когда либо параметры а и b достаточно малы, либо параметр b близок к 1. 

Основное содержание настоящего раздела заключено в третьем пункте, где 
рассмотрен вопрос о динамике уравнения (1.1) при условии, когда запаздывание Т 
достаточно велико. В четвертом пункте говорится о возможности обобщения этих 
результатов на более сложные случаи, а B последнем — пятом — пункте этого 
раздела, имеющем важное прикладное значение, сформулированы выводы O 
существовании широкого множества «долгоживущих» структурных образований 
U3 решений  рассматриваемого  уравнения. Соответствующие — результаты 
опираются на предложенные в [12—15] специальные методы болышого параметра 
для сингулярно возмущенных уравнений с запаздыванием. 

3.1. Асимптотика релаксационного цикла уравнения (1.1) при малых 
значениях параметров а u b. Пусть в формуле (1.4) параметры а и b являются 
достаточно мальми: 

b=¢gbhy, a=¢ay, 

где b > а > Ои 0 < е << 0. 
При этих условиях рассмотрим вопрос о существовании, асимптотике при 

£—0 и устойчивости периодических решений уравнения (1.1). 

В уравнении (1.1) удобно произвести замену X=€y, в результате которой 

приходим к уравнению 

у + у= © 1Ф(у(-Т)), 

1, при а <5 < Ъ,, 
3.1 

0, при O0<s<a и by<s<l. (1) 
Ф(5) = 

Обозначим через С, множество начальных функций 

Со= [фФ(5) е С|-т.о)› Ф(0) = ,, Ь, < Ф(5) < 1 при 5 е (-T.0)}.



Пусть y(t) — решение (3.1) с начальной функцией из С (310 решение не зависит от 

выбора конкретного элемента из Со). При re [0,7] имеем равенство 

У(0) = biexp(-1), 
anpute (T, 2Т] 

У(0 = brexp(=) + e7la(r), 

где о() = !„’Ёхщ—(г—;—т‚))ф(ь1ехр(—3)) ds. 

Легко видеть, что при te (27, ty(e)) верна формула 

у(0) = et [о(Т)ехр(-(1-5-Т)) + О(е)], - 

а ty(€) определяется как первый при 7>27 корень уравнения y(f)=b,, а значит имеет 
место равенство 

to(€) = ~In(e)[1 + O(linel-1)). 

В силу того, что y(fy(e)+s)eCy (se[-T,0]), приходим K выводу, что оператор 

Пуанкаре П(Ф(5))=у(1о(е)+5) имеет неподвижную точку Фо(5)=Б,ехр(-5), которой 
отвечает периодическое решение y(r). 

Используя полученные для y(f) формулы, можно исследовать устойчивость 
этого решения. Анализируя линеаризованное на у(!) уравнение, удается показать, 
что все мультипликаторы, кроме одного (единичного), по модулю меньше 1. Это 
означает, что у(1) экспоненциально орбитально устойчиво. Отметим, что параметр 
а, влияет только на амплитуду о(Т) периодического решения. Итак, установлено, 
что имеет место 
Теорема 1. При всех достаточно малых значениях параметра € уравнение (1.1) 

имеет устойчивое периодическое решение xo(t)=e у(0). 

По-видимому, других устойчивых (непостоянных) решений при малых € у 
уравнения (1.1) нет. 

3.2. Периодические решения при условиц близости параметра b к 1. 
Здесь предполагаем, что B формуле (1.4) 

Ь =1-е, где 0 < в <<1. (3.2) 

Обозначим через x(t,e) решение уравнения (1.1) с начальным условием K3 
введенного выше множества С, в котором лишь параметр 5. следует заменить на b. 
Изучим поведение х(1,е) при е—0. При г [0,7] имеем равенство x(1,e)=(1~€)exp(~t). 
Всли вышолнено условие 

ехр(-Т) > а, (3.3) 

то X(1,€) является устойчивым периодическим решением уравнений (1.1) и (2.1) 

(x(t.e)=x,(2.T)). Ero период P(T)=—Ine+2T+In(1-exp(-T)) + О(е). 
При увеличении параметра а и при нарушении условия (3.3) структура 

периодического решения усложняется. Соответствующие численные исследования 
приведены в разделе 4. 

3.3. Acumnmomuxa простейших аттракторов уравнения (1.1) при 
больших значениял запаздывания Т. Основное условие, при котором ниже будет 
исследоваться уравнение (1.1), заключается в TOM, что параметр Т предполагается 
достаточно большим:



>>1. (34) 

Поэтому B уравнении (1.1) удобно сделать нормировку времени (—T1, B результате 
которой приходим к уравнению 

ex + х = f{x(t-1)), (3.5) 

где e=7-1 << 1. Обратим внимание, что разностное уравнение 

х(0 = Ax(t-1), (3.6) 
B которое вырождается (3.5) при е=0, имеет при 

O<a<b<1 | (3.7) 

глобально суперустойчивое нулевое состояние равновесия. Поставим задачу 
изучения динамики уравнения (3.5) при условиях (3.4) и (3.7). Будет показано, что 
это уравнение обладает богатой динамикой, а €ro решения имеют сложную 
структуру. Отметим еще, что каждое решение уравнения (3.5) при достаточно 
больших г лежит на отрезке [0,1]. . 

Условимся о терминологии. Соседние моменты времени, когда решение 
уравнения (3.5) принимает значение х=а с положительной и отрицательной 
производной, назовем соответственно началом и концом всплеска. 

В этом разделе изучим аттракторы уравнения (3.5), состоящие из решений с 
одним всплеском на некоторых отрезках времени длины 1. 

Методика исследования такова: в фазовом пространстве С\-1)) уравнения 
(3.5) выделяем некоторое множество С(:), зависящее от параметра z. Затем 
строим асимптотику при —0 всех решений ¢ начальными условиями из C(z). Далее 
с помощью некоторого оператора Пуанкаре П удается показать, что ПС(:) c C(2), 
где л зависит только от 2: z=®(z). Таким образом, динамика решений из C(z) 
определяется итерациями одномерного отображения z = Ф(2). 

Итак, введем B рассмотрение множество С(г): 

С(#) ={o(s.2) е С (5 © [-1,0], г > 0): 

1.а < Ф(5,2) < Ь при 5 е [-1,~1+ez]; 

2. а > Ф(5,2) > 0 при зе (-1+ех, 0)]; 

3. ф(-1+ех, г) = Ф(0,г) = а }. 

Примерный вид функции ф(5,г) приведен на рис. 2. 

Через x(f,z) обозначим решение с начальным условием ¢(s,z)e C(z). Тем 
самым, при (=0 начинается всплеск функции х(1,2). Отметим еще, что х(12) He 
зависит от выбора конкретной функции из C(z). 

Будем последовательно интегри- 
ровать уравнение (3.5) для ностроения ) 
решения х(1,2). 

При te[0,ez] получаем, — что 

x(t,2)=(a~1exp(—e-1)+1 и x(ez,2)=g(2), 
где g(z)=(a-Dexp(-z)+1. На отрезке 
[e2,1] функция x(¢,z) монотонно убывает: 

x(t,2) = g(2)exp(—(t-ez)e-1). — (3.8) 

Возможны два случая: 
Рис. 2



#2(2) <Ь (3.9) 

g(2)>b. (3.10) 

Рассмотрим отдельно каждый из них. 
1. Пусть сначала выполнено неравенство (3.9). Через e/ обозначим первый 

положительный корень уравнения (момент окончания первого при # 2 0 всплеска) 

Хх(1,2) = а. (3.11) 

Тогда r=z+Ing(z)-Ina. На отрезке [1,1+¢ef] функция х(г,2) монотонно растет: 

x(1,z) =1 — ехр(-(7-1)в-!) + О(ехр(-е-!)). (3.12) 

Если х(1+е,7)<а, то х(1,2)->0 при (—›о. Пусть го — корень уравнения x{1+ef),z)=a. 
Тогда 

zy = Ш[(1-а+а?)(1-а)-1]. 

Ниже предполагаем, что 
7 > 2o (3.13) 

Тогда x(1+efy,2)>a, а следовательно, существует первый при />1 момент 1+е1) 

начала всилеска функции х(1,2): x(1+etg,z)=a. Отсюда <, и ly=—In(1-a). 
Примерный вид функции х(?,г) изображен на рис. 3. 
Введем оператор Пуанкаре IT: 

П(Ф(5,2)) = x(1+ety+s, z) (зе[-1,0]). (3.14) 

Тогда при условиях (3.9) и (3.13) — то есть, при 

7y < z < In[(1-a)/(1-b)] (3.15) 

выполнено включение 

ПС( © ©С), 

где с точностью до О(ехр(-е-!)) 

;: HH~fy=z+ In[(l—‘a)/a] + hlg(Z). (3.16) 

2. Пусть теперь выполнено условие (3.10), то есть 

# > In[(1-a)/(1-b)]. (3.17) 

X 3 

1 | 



Тогда x(et,z)>b, а значит, существуют два последовательных при >0 корня £ и 

ёё (1;<t;) уравнения x(et,z)=b. VI3 приведенных выше формул получаем равенства 

ty = In[(1-a)/(1-b)], 6 = г + In[g(z)/b]. 

Пусть ef; — конец всилеска, то есть первый при >et, корень уравнения (3.11). Для 
5 верно равенство 

в = # + In[g(z)/a]. 

Далее, при /е [ #5,1] верна формула (3.8), а при 1е [1,1+er] — формула (3.12). 

В том случае, когда существует такое 1)>0, что х(1+е,2)=а и fy<t,, оператор 

П, задаваемый равенством (3.14), выводит функцию ¢(s.z) из множества C(z) 

(поскольку для некоторых $ имеем O(s,z)>b). Поэтому ниже считаем, что 

x(1+ety,z)<a — всплеск при 1е [1,1+67)| не начинается. Это неравенство имеет вид 
(1-ехр(-1))<а, а значит 

Ь < 2а -— @. (3.18) 

Тогда x(1+et,,2)=(b—-a)(1-a)-1+0(exp(~¢e-1))<a. Далее, при te[1+et),1+et,) функция 
x(t,z) убывает и 

х(1+еб,2) = b(b—a)[(1-b)g(z)expz]-1 + О(ехр(-е-1)). 

При te [1+ety,1+€t;] эта функция возрастает. Если x(1+¢e3,2)<a, то x(t,2)—0 при t—ee. 

Поэтому считаем, что х(1+е4,2)>а, то есть 

z <z, (3.19) 

6е z; = In{1~a+ab(b-a)[(1-b)(a—b+ab)]-1}. 

Отметим, что г1>70. Примерный вид функции х(?,2) изображен на рис. 4. 

При условии (3.19) существует первый при 7>1 корень 1+е/) уравнения 

х(1+е/2)=а (момент начала всплеска) и 

о = © + In[1-x(1+etp,z) ] — 0(1-а). 

Тем самым, при условиях (3.10), (3.18) и (3.19), то есть при 

2о<2<21‚ 

1 

! 
__%__ 

| 

| 

¥ 

-1 -1+е2 0 e, ez в6 vty 1 1+86 l+e, l4ety © 
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оператор П переводит C(z) в С(_г): ПС(®) Е _С(—:)‚ причем z=t—f,. Отсюда с 
точностью до О(ехр(-е-!)) получаем зависимость Z от Z 

z = In[p(1-a)a-1] - In{1-b(b-a)[(1-b)(a—1+expz)]-1]. (3.20) 

Объединяя формулы (3.15) и (3.20), получаем отображение 

т = Ф(2), (3.21) 
гдё с точностью до 0о(1) 

[ # + 10[(1-а)а-1] + Ing(z), при го< z <In[(1-a)/(1-b)], 

0 :i In[b(1~a)a-1]~In{1-b(b~a)[(1-b)(a—1+cxpz)]-1}, при In[(1-a)/(1-b)]<z<z,. 
Отметим, 4YTO B  IUIOCKOCTH 

b П параметров а и b существует область (Ha 
////" рис. 5 она выделена черным цветом), в 

O'Sf и и которой — отображение (3.21) имеет 
/// A // аттрактор — устойчивое ненулевое со— 

стояние равновесия. Аналитически она 

„ описывается системой неравенств 

и { 1—a+ab(b—a)[(L-b)(a—b+ab)]-1 <0, 
b < 2а — a2 

В этой области уравнение (3.5) 
имеет аттрактор, динамика которого 
описывается одномерным отображением 
(3.21). На рис. 6, а приведен характер- 
ный график функции Ф(:) для а=0.3, 
b=0.48, а на рис. 6, 6 — график решения 

Рис. 5 х( при T=1000. 
В областях А и В (см. рис. 5), гра-- 

ницей которых являстся кривая b=a(l—a+a2)-1, отображение аттрактора не имеет, 
а отличаются области тем, что в А выполнено неравенство zp>In|[(1-a)/(1-D)], и, 

следовательно, функция Ф(:) состоит только из одной части, а в области В 

выполнено неравенство г)<10[(1-а)/(1-5)], и ®(z) состоит из двух частей. 

0.50 0.75 а 

Ф(З’) /.\\ 7 

i х(г) 
032+ 7/ 

i о21 / ~—]  as| } l | 
011 L 

*’ 0.0 — : 

0.0k В й й 65.0 67.5 ¢ 

0.12 034 056 078 =z 

a 6 

Рис. 6 

3.4. Решения с двумя всплесками на некотором отрезке длины 1. 
Приведенная вьше методика позволяет исследовать решения более сложной 
структуры. ФЗдесь коротко остановимся на решениях с двумя всплесками. 
Центральным моментом является выделение соответствующего множества 
начальных условий. Цля этого введем в рассмотрение множество начальных 
функций С(:)еС|-лор зависящее от векторного параметра г=(г2),75,73), причем 
O<Z1S22SZ3 и 
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Рис. 7 

С(2) = { Ф(5,2) € Cpaagy, mfi{ которых 

10. а < Ф(5,2) <b при з e [-1,-1+ez]; 

20. Ь < ф(5,2) < 1 при s е [~1+ezy, —1+е2)]; 

3° а < ф(5,7) < Ь при `5 е [-1-+е2), —1+е2з); 

40, 0 < Ф(з,2) <а при 5 е [—1+ezs, O; 

50. ф(0,2) = a}. 

Примерный вид функции ф(5,г) приведен на рис. 7. 
Через x(t,z) обозначим решение уравнения (3.5) с начальными условиями 

Ф(5,2)ЕС(:). Действуя, как в пункте 3.3, удается аналитическими методами 
получить трехмерное отображение в пространстве параметров г1,7,,2з. Динамика 
этого отображения описывает итерации соответствующего оператора Пуанкаре, а 
значит, определяет поведение решений уравнения (3.5) с начальными условиями 
Ф(5,2)ЕС(2). Формулы этого трехмерного отображения довольно громоздки, 
поэтому их Здесь приводить He будем. Отметим, что область существования 
аттрактора трехмерного отображения шире, чем соответствующая область для 
отображения (3.21). 

3.5. Долгоживущие структуры. Обобщим конструкцию решений из пункта 
3.3. Рассмотрим решения, имеющие произвольное число k>0 всплесков на 
некоторых отрезках длины 1 и обладающие TeM свойством, что при £—0 

расстояние между всплесками имеет порядок О(1). 
Сначала фиксируем произвольно значение те (-1,0) и два положительных 

числа г и Z;. Рассмотрим множество С(т,г) начальных функций ф(5,т,2)е Cp_y g, ДЛЯ 
которых ‘ 

1. o(s,1,2) = o(—1+ez(,1,2) = Ф(т+е2о,то2) = 0(0) = а, 

2. ф(5,т,2) < а при з e (—1+ez,1) U (t+e2,,0), 

3. o(s,7,2) > а при з е [-1,-1+ez;) U (1, t+ez,). 

Для £>0 изучим асимптотику при £—0 решения x(2,1,z) уравнения (3.5) ¢ начальным 

условием x(1,7,2)=0(s,t,2) (se[-1,0]). Через fy,t,... обозначим последовательные 

положительные корни уравнения x(2,7,2)=a. При тех же ограничениях на числа 21 и 
2э, Что и на число Z U3 пункта 3.3, удается показать, что оператор Пуанкаре 
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{o(s,7,2)) = x(t4+5,7.2) 

действует из C(1.z) B С(х, z). Значения T и z с точностью до величин порядка О(е) 
задаются формулами _ _ _ 

=1, & = (I’(Zl), 22 = Ф(22)‚ (3.22) 

где функция Ф(г) та же, что и в формуле (3.21). Важно отметить, что отображение 
(3.22) не является грубым. Таким образом, нельзя сделать вывод о существовании 
у уравнения (3.5) аттрактора, структура решений из которого при всех достаточно 
больших { определяется этим отображением. Тем не менее, можно утверждать, что 
B течение  асимптотически  болышюго при  (е—0) промежутка  времени 
соответствующие характеристики решений из С(т,г), где значения г, и Z, принадле-— 
жат аттрактору отображения (3.21), изменяются согласно формулам (3.22). Ясно, 
что те же самые рассуждения можно повторить и в более общем случае. Для этого 
фиксируем произвольно два набора чисел 1/ —1=Tp<y<n<...<u<T, =0 и z>0 
(7=0,1,...,k). Рассмотрим множество C(1,2) вачальных функций Ф(з,т,2)е С|-1.0 ДЛЯ 
которых 

1. Ф(т„т,2) = а (=01,... k+1), o(t+ezp1.2) = а (j=0,1,...k), 

2. Ф(5,%,2) <а при з е (1+ezT,) (=0,1,...0), 

3. Ф(5,т,7) >а при з е (1,1+ez) (7=0,1,....k). 

И здесь при каждой итерации соответствующего оператора Пуанкаре с 
точностью 0 О(е) величины 1) при ограничевиях пункта 3.3 меняются независимо 
друг от друга, а величины T; не меняются. Негрубость возникающего здесь 
отображения не дает возможности установить наличие аттрактора, поскольку 
погрешности из-за  отбрасывания  асимптотически малых  величин — могут 
накапливаться. Но можно, конечно, сделать вывод о существовании COOTBET— 

ствующих — «долгоживущих» — структур, 
X0 время «жизни» которых тем дольше, чем 

меныше Е. Отметим, что такие же 
05р « . ¢ ог оо | структуры возникают и B более сложных 
ррр ситуациях. Например, при тиражиро- 
оо ] BAHMM Ha — участки - отрезка |—1,0] 

40.0 42.5 Ё 
аттрактора, состоящего из решений с 

Puc. 8 двумя и более всплесками на отрезке 
длины 1 (рис. &). 

4. Численные характеристики аттракторов уравнения 
со ступенчатой нелинейностью 

Настоящий раздел посвящен численному исследованию уравнения (1.1) с 
нелинейностью (1.4). Это уравнение, как было показано выше, обладает богатой 
динамикой. При одних и тех же значениях параметров а и b может существовать, B 
зависимости от времени запаздывания, как устойчивый цикл, так и хаотический 
аттрактор (рис. 9). 

Изучение последнего представляет особый интерес. В пунктах 4.2-4.4 
приведены результаты расчета основных численных характеристик решений 
уравнения (1.1), а также прослежена их зависимость от времени запаздывания. 

Численная характеристика, исследуемая в первом пункте этого раздела, 
весьма специфична и, как оказалось, информативна именно для рассматриваемой 
ступенчатой нелинейности. Возможно, она представляет наибольший интерес для 
анализа колебательных свойств решений уравнения (1.1). 
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Рис. 9 

4.1. Распределение точек пересечения решением прямых х=а и x=b. 
Фиксируем произвольно неотрицательную начальную функцию Ф(5)еСг)). И 
рассмотрим при >0 такое решение x(7) уравнения (3.5) с нелинейностью (1.4), что 
х(5)=Ф(5) при se[-1,0]. B том случае, когда количество положительных корней 
уравнения 

x()=a 4D 

при £>1 конечно, функция X(f) стремится K нулю при 7—›ео. Этот случай интереса HE 

представляет. Поэтому будем изучать лишь Te решения (3.5), у которых 
количество корней уравнения (4.1) при #>1 неограниченно. В силу автономности 
уравнения (3.5) удобно считать, что для таких решений фФ(0)=х(0)=а. Выше уже 

отмечалось, что относительно начальной функции ф(з) нужно знать лишь TO, на 
каких участках значения ее лежат в промежутке от а до b. Тем самым, вся 
необходимая для построения решения х(г) информация о ф(5) заключена в корнях 

уравнений @(s)=a и ¢(s)=b (se[-1,0]). Это обстоятельство является базовым для 

определения важной численной характеристики решений S=S(T,a,b) (T=¢-1). Для ее 
определения рассмотрим пронумерованные в общем порядке возрастания корни 
уравнения (4.1) и уравнения 

x(t) = b, (4.2) 

начиная от корня Iy уравнения (4.1): f<t<t<.... Количество этих корней на 

каждом из отрезков А,=[1-1,4] (k=koko+1,ko+2,...; £,—1>0) длины 1 обозначим 

через S;. Отметим, что совокупность таких корней на любом из отрезков А, дает 
полную информацию о поведении решения X(f) при £>1;. В связи с этим естественно 
в качестве численной характеристики х(г) принять значение 

$ = limmax S;. (4.3) 
=y k2n 

Кроме этого, введем еще два числа 5 И 5леа, близкие по смыслу к St 

Smin = lim min Sk5 Smcd = llgl_flh‘n- (44) 
n—yes k2n n=yoa 
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Отметим, что 
За < Зтеа © 5. 

Покажем сначала, что $ можно интерпретировать как  размерность 
вложения. Для этого фиксируем отрезок Ay, й пусть {(.; (j=0,1,...,p) — все корни 

уравнений (4.1) и (4.2), лежащие на промежутке А,. Через §=(8y;...,5, ) обозначим 

ру-мерный вектор, координаты которого определяются формулой 8=t~ 
<l 

Тем самым задание p,—MepHoro вектора & (8ye[0,1], Х, бы<1) однозначно 

определяет решение x(f) при [>f;, а значит, и саму последовательность , 
(n=k+1,k+2,...). Все числа p, при достаточно больших номерах & мажорируются 

числом 5. Тем самым, любой набор &=(8,...,05) M3 $ чисел &, определяет 

структуру решения х(/). Можно показать, что для некоторой вектор-функции Ф(ё5) 

б = Ф(6)). (4.5) 

Выше было показано, что уравнение (3.5) может иметь аттракторы 
различной структуры. Характеристику $ можно еще интерпретировать как меру 
структурной сложности решений. Чем больше S, тем более сложный вид имеет 
соответствующее решение. 

Из результатов третьего раздела следует, что при малых е уравнение (3.5) 
может иметь большое число аттракторов (явление мультястабильности). Важно, 
однако, отметить, что из результатов численного анализа вытекает, что область 
притяжения выше у того аттрактора, у которого больше значение 5. Графики 
зависимости величин S, И $ от времени запаздывания T при а=0.3, 5=0.48 
приведены на рис. 10 при начальных условиях, равных константе, и на рис. 11 — 
при специальным образом выбранных (см. пункты 3.3—3.5) начальных условиях: 

сплошная линия — начальная функция равна 1 на отрезке длины 10-57, а в 
остальных точках полуинтервала [--Т,0) равна нулю; 

ишатриховая линия — начальная функция равна 1 на двух отрезках длины 
10-5T, а в остальных точках полуинтервала [-Т,0) равна нулю; 

пунктирная линия — начальная функция равна 1 на трех отрезках длины 
10-5T, а в остальных точках полуинтервала [--Т,0) равна нулю. 

4.2. О сценарии перехода к хаосу. B работе [3] исследовалась аналогичная 
(1.1) система с нелинейностью 

F(s) = Msexp(—(s—)?), 

где M — коэффициент усиления, у — параметр асимметрии. Авторы установили, что 
при малых Т наблюдалось несколько режимов регулярных колебаний с периодом, 
несколько превышающим 27. Характеры изменения этих режимов с увеличением 
Т были сходными и отличались лишь механизмами потери устойчивости 
регулярных колебаний. Наблюдались три последовательности бифуркаций, 
приводящие систему K хаотическому режиму: последовательность, включающая 
как - минимум — одну-две — бифуркации — удвоения — периода — колебаний; 
последовательность бифуркаций, приводящая к топологическим изменениям B 
структуре регулярных колебаний и заканчивающаяся переходом к хаосу через 
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перемежаемость «регулярный режим — хаос»; жесткий переход к хаосу в 
результате единственной бифуркации. 

Рассмотрим здесь вопрос о TOM, как изменяется структура решения 
уравнения при увеличении времени запаздывания Т (при фиксированных значениях 
а u b). На рис. 12 приведен график зависимости периода решения P от T при а=0.3, 
b=0.7. Данный рисунок дает весьма наглядное представление O TOM, что сценарий 
перехода от регулярного поведения к хаосу достаточно сложен. Действительно, в 
начале при малых Т происходит ряд как прямых, так и обратных бифуркаций 
добавления периода. Далее же, учитывая, что сплошные вертикальные линии 
соответствуют непериодическим решениям, можно сделать вывод O TOM, что при 
увеличении Т имеет место явление перемежаемости типа «цикл-хаос». Все эти”` 
заключения — находят — подтверждение при — исследовании — корреляционной 
размерности и старшего ляпуновского показателя. 

4.3. Корреляционная размерность. Оценка корреляционной размерности 
системы производилась IO корреляционному показателю v, KOTOpbH:'I ВЫЧИСЛЯЛСяЯ 

стандартными методами [33]. На рис. 13 представлен график зависимости у от 
времени запаздывания Т с шагом 0.2 при выборке N=20000, а=0.3 5=0.7. При 
небольших значениях Т уравнение (1.1) имеет устойчивый цикл, здесь 
корреляционный показатель у близок к 1. С увеличением запаздывания в системе 
возникает хаотический аттрактор, и наблюдается почти линейный рост v. При 
достижении величиной у значения, приблизительно равного O, происходит 
«насышщение», и рост корреляционного показателя прекращается при Д&.ТЕЬНСЙ]_ЦВМ 

увеличении — Т.  Однако — методика 
расчетов такова, что если получается v 
оценка, превышающая 4—5, то к такому .0 - — 

результату следует ОТНОСИТЬСЯ /М 
осторожно и не считать его истиной B Г — 
последней инстанции, 4.0Ё \/ 

i 
4.4. — Старший — ляпуновский 

показатель. Вычисления производи- 2.0} 
лись по следующей схеме. Решение 
возмущалось в одной TOYKE Ha 10 5.7 104 15.1 T 

достаточно малую величину, после чего 

производилось вычисление исходного и Рис. 13 
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А возмухщенного решений на некотором 
0.6 отрезке времени (определяемом CTaH— 
0.4+ ot e Aa A Дартными критериями). Данная проце- 
021 A [/\[" - ( дура повторялась несколько раз с целью 
0.0 LAt достижения стабилизации результатов. 

й График зависимости старшего ляпунов- 
-0. o — : T зателя [, от T представлен на 1.00 575 1050 — 15.25 т СкОго показателя 4 ред 

рис. 14 при а=0.3, 5=0.7. При малых 
Рис. 14 значениях Т в системе (1.1) устойчив 

предельный цикл W, как  следствие, 
величина /; близка к нулю. При увеличении запаздывания 10 10 величина /; растет 
приблизительно до 0.4 и при 7, больших 10, прекращает рост. 

Заключевие 

В этом разделе сделаем несколько замечаний о сопоставлении поведения 
решений уравнения (1.1) с нелинейностями (1.2)—(1.4), тем более, что чисто 
визуально эти нелинейности весьма похожи. Сначала остановимся на некоторых 
общих моментах, которые имеют MECTO для каждой из рассматриваемых 
нелинейностей. 

Во-первых, при относительно небольших значениях запаздывания 1 
динамика довольно простая. ©Она допускает исследование аналитическими 
методами. Следует, конечно, обратить внимание на TO, что в случае нелинейности 
(1.4) всегда асимптотически устойчивым является нулевое состояние равновесия. 

Во-вторых, одни и те же асимптотические методы [30-32] дают одинаковые 
и эффективные результаты (о существовании и ACHMIITOTHKE устойчивого цикла) 

при условии, когда в случае (1.2)—(1.3) параметры M или у достаточно велики, а B 
случае нелинейности (1.4) аналог соответствующей ситуации выделяется условием 
достаточной малости параметров а и b. 

В-третьих, при определенных а й b для нелинейности (1.4) наблюдаются 
похожие структурные изменения решений. Кроме того получены довольно 
близкие к [3, 22} результаты по зависимости корреляционной размерности и 
старшего ляпуновского показателя от величины запаздывания 7. 

Отметим основные отличительные черты поведения решений в случаях 
нелинейности (1.2)-(1.3) и (1.4): 

— если для (1.2)-(1.3) бифуркационные явления при изменении параметров 
основаны на бифуркациях удвоения, то в случае (1.4) более характерны бифур- 
кации добавления периода, рассмотренные для непрерывных кусочно-линейных 
отображений в {34] и для разрывных кусочно-линейных отображений в [35]; 

— случай (1.4) отличает развитое явление мультистабильности, существова-— 
ние разноплановых аттракторов и долгоживущих структур. Интересно, что при 
определенных а и b оказалось возможным аналитическое исследование сложной 
динамики при 7—ее; 

— для нелинейности (1.4) могут быть весьма информативны специальные 
численные характеристики. Так, важную роль в задаче о динамике уравнения с 
кусочно-постоянной нелинейностью играет исследуемая в разделе 4 величина S. 

Проект поддержан Российским фондом фундаментальных исследований 
№ 97-01-00399. 
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We investigate important for applications classes оЁ first order differential 
equations with nonlinear step—like delayed feedback. Analytical and numeric—analytical 
methods have been used to study the nonlocal dynamics of such equations. An approach 
based оп asymptotical analysis made possible 10 study attractors consisting of solutions оЁ 
impulse type. Numerical characteristics of nonregular oscillations have been obtained and 
their dependence оп delay time have been described. 
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