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Рассмотрены общие свойства цифровых систем фазовой синхронизации второго 
порядка с синусоидальной характеристикой детектора и ограничивающим фильтром в 
цепи управления. Изучены основные типы периодических движений. Получены 
условия существования состояния равновесия и кратных захватов, оценены  параметры 
системы, при которых невозможны предельные циклы второго рода. В пространстве 
параметров получены области устойчивости B целом. 

Введение 

Эффективность использования систем фазовой синхронизации (СФС), 
получивших широкое распространение в различных областях радиотехники, BO 
многом определяется качеством их функционирования в предельных режимах при 
максимально возможных значениях параметров и частотных расстроек. Поведение 
системы в этих случаях является сугубо нелинейным. В основе его, Kax правило, 
лежат нелинейные свойства HE только частотного детектора, но и других 
элементов. К числу таких звеньев в первую очередь следует отнести фильтр 
низких частот. Как показывает анализ, учет нелинейных свойств фильтра низких 
частот в ряде случаев может стать определяющим при оптимизации нелинейных 
режимов СФС, таких как характер переходных процессов и область устойчивости 
в целом. ВЕ 

Следует сказать, что цифровые ©СФС с двумя нелинейностями на 
сегоднящний день практически He изучены. Существует достаточно болышое число 
работ, посвященных исследованию систем с синусоидальной характеристикой 
детектора. Однако в большинстве из 3THX работ рассматриваются модели 
различных порядков с линейным фильтром в цепи управления. Для примера можно 
назвать работы [1,2], где исследованы динамические характеристики дискретных 
СФС первого и второго порядков для случая нулевых начальных расстроек. B 
работе [3] полоса захвата дискретной СФС второго порядка исследуется при 
помощи частотных методов. В работах [4,5] аналитически изучены простейшие 
движения, для определения полосы захвата предложена методика, основанная на 
применении квазигармонического метода. 

Системам с нелинейным фильтром посвящено ограниченное число работ. K 
их числу можно отнести работы автора [6,7], в которых предложены методики и 
алгоритмы, основанные на качественно-численном  подходе, позволяющие 
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получить достаточно полные сведения о поведении дискретных СФС второго 
порядка с различными типами характеристик детектора и нелинейного фильтра. 

Целью предлагаемой работы является изучение нелинейной динамики 
цифровой СФС второго порядка с синусоидальной характеристикой фазового 
детектора и нелинейным фильтром в пепи управления, характеристика которого 
представляет собой линейную с ограничением  функцию. Подобный  вид 
характеристики является тиничным для фильтров на основе интеграторов B 
импульсных  системах  синхронизации  или . накапливающих — сумматоров с 
насыщением в цифровых СФС [2,6]. Будем называть фильтр с нелинейностью 
этсго типа ограничивающим. 

В задачу исследования входит анализ общих свойств системы, типов 
возможных периодических ДВИЖСНИЙ. Конечным результатом является получение 

областей устойчивости в целом. 
Объектом исследования выступает отображение второго порядка вида 

Фин = Ф„ — @5тф, + X,y (1> 

Хар = & — (I)(d(g - 3(,,‘) + ББіПФ„), ` 

где ¢, — разность фаз входвого и выходного сигнала на входе фазового детектора B 
момент времени л; X, — нормированная мгновенная частота перестраиваемого 

генератора; o, В, & — параметры системы; ; — нормированная частотная 

расстройка; ®(y) — функция, описывающая нелинейные свойства фильтра и 
имеющая вид 

М, у> М, 

O(y) = y, М < M, 
-M, у < -М, 

где М — максимальное значение O(y). 
Фильтр состоит из параллельно соединенных нелинейного интегрирующего 

канала (дискретный коэффициент передачи его линейного аналога равен 
W(z)=1/(z—d)) и линейного пропорпионального канала. Соответственно при d<l 
отображение (1) описывает цифровую СФС с нелинейным пропорциональным 
интегрирующим фильтром, при d=1 — ¢ нелинейным интегратором [7]. 

1. Осневные свойства системы 

Из-за ограниченности функции Ф(у) фазовым пространством системы будет 
ограниченный по координате х цилиндр. Максимальное и минимальное значения 
координаты х соответственно равны g+M. Развертка фазового цилиндра показана 
на puc. 1. Выделим в фазовом пространстве следующие кривые: L, — ЛИНИИ 

отображения с сохранением значения координаты @ MO модулю 27; L, — линию 
отображения с сохранением значения координаты X. 

Бом: х = @51ф + лт т = 0 +1,+2..., 

(2) 
L.: х = (~Bsing + g(1-a))/(1-d). 

Соответственно отображения из состояния, находящегося в Ффазовом 
пространстве выше (ниже) кривой L, ,,, Происходят с увеличением (уменьшением) 

координаты ¢, прнчем абсолютное её прирашение больше 2mm. ОТОбраЖЗНИЯ из 

состояния, находящегося выше (ниже) кривой L,, происходят с увеличением 
(уменьшением) координаты х. Точки О, пересечения кривых Г @ L, ЯВЛЯЮТСЯ 
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равновесными COCTOSHUSIMH — системы. 
На пересечении кривой L, и кривых Ly, 

(m=%1,£2...)  возникают — движения, 
которые B — радиотехнике — принято 
называть кратными захватами. В этих 
режимах отношение частот сигналов на 
входах — фазового — детектора — равно 
целому числу. При этом  значение 

наблюдаемой разности фаз ¢, mod 2n 

остается — неизменным с течением — Рис.1. Развертка фазового пространства системы 

времени. фазовой — синхронизации C — синусоидальной 
ЦШ(ПОМ структуры w'k) будем  Характеристикой фазового детектора и ограни- 

УР ( ) ы чивающим фильтром 
называть периодическое движение 

периода &, при котором абсолютное приращение координаты ф за период равно 

2nu. Согласно этому состояние синхронизма — цикл структуры (0/1), а кратные 
захваты — это циклы структуры (и/1) (и=+1,+2...). 

W3 (1), (2) следует, что цикл структуры (и/1) существует при выполнении 
условий 

g — ла)( - @ЛО - @а)к + B} < 1, 

М + в > (# — 2ли)(1 - d)/[(1 — @да + В], (3) 

-М + в < (г — 2жи)(1 - d)/[(1 - @а)к + B]. 

При выполнении первого неравенства существует пересечение кривых L, И 

L. При выполнении второго и третьего условий координата х точки этого 

пересечения находится в области фазового пространства, ограниченной Ф(у). При 
и=0 система (3) определяет условия существования состояния синхронизма. 

Отображение (1) инвариантно относительно преобразования g—g+2nm (где 
m=+1,42...). При этом все движения B системе переходят B подобные им движения, 

но при каждой итерации координата ф получает дополнительное приращение 2, 

а координаты X всех точек изменяются на 27N, TO есть циклы (u/k) переходят B 
циклы (и+Ат)/&. В силу этого без нарушения общности можно рассматривать g B 
пределах 

О <# < дж. 

Отображение (1) также инвариантно относительно преобразования 

(ФЭОЁВ) - (Ф'НГ‚“ОСГБ)- (4) 

При этом преобразовании все движения в системе переходят в подобные UM 
движения. Координата х остается неизменной, а координата фФ переходит B 

координату @+T, то есть происходит поворот фазового цилиндра на л. Данное 
утверждение легко проверить непосредственной подстановкой в (1). Рассмотрим 

плоскость параметров (о,В). Из (4) следует, что области существования всех 
движений располагаются симметрично относительно начала координат. Области 
локальной устойчивости состояний равновесия O, O, в пространстве параметров 

(с„В) не пересекаются и также симметричны относительно нуля. 
Известно, что при d<l для произвольных параметров в фазовом 

пространстве существует притягивающий слой по координате х [2]. Для данной 
системы он определяется следующим образом: 

g — В/(1-а) <х < g + IBU/(1~d). 
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B силу этого, при анализе установившихся ДБИ}КСНИЙ B q)a3OBOM пространстве 

можно ©ограничиться областью внутри притягивающего слоя. На рис. 1 

притягивающий слой системы обозначен горизонтальным пунктиром. При 
выполнении условия 

М > 1pli(1-d) (5) 
притягивающий слой лежит внутри области фазового пространства, ограниченной 

Ф(у). Таким образом, при выполнении (5) нелинейность фильтра не влияет на 
поведение СФС в установившемся режиме. 

Для практики особенно интересен случай, когда в системе невозможны 
движения с постоянным возрастанием или убыванием фазы. Оценим параметры 
системы, при которых это выполняется. Покажем, что вектор состояния системы 
не покидает ограниченной области фазового пространства при произвольных 
начальных условиях и выполнении неравенства 

a>M+g для с <1 

и (6) 
о > М + g, —агссов(о)+(о2 — 1)12+M+g < /2 для @ > 1. 

Не теряя общности, будем рассматривать положительные расстройки. 

При o>M+g кривая L, пересекает обе границы Ф(у). Рассмотрим область G 

(ABCD) B фазовом пространстве, образованную верхней и нижней границей ®(y), а 

также частями кривой Ly, лежащими между точками A, В и C, D (см рис. 1). Эти 

точки лежат на пересечении Г ¢ границами ®(y). Из построения следует, что 

область G представляет собой модифицированный период фазового тора. Найдем 
далее условия, при которых С отображается в себя. Для этого достаточно 
рассмотреть отображение первого порядка 

Фил = Ф„— OSINQ, + М + g, где @, € (AD). (7) 

Если ф„„1<л/2, то отображение происходит всегда внутрь области С. Несложно 

видеть, что это всегда выполняется при a<l. В случае a>1 значение @,,; достигает 

максимума при ф„=-агссов(1/о). Таким образом, при выполнении (6) вектор 
состояния системы не покидает с течением времени область С H, следовательно, 

движения с постоянным возрастанием или убыванием фазы невозможны. 

2. Анализ периодических движений для случая нулевых расстроек 

Рассмотрим основные типы периодических движений, возникающих B данной 
системе. Проанализируем, какие из них и каким образом ограничивают область 
устойчивости в целом или область глобальной устойчивости (ОГУ) системы. 
Анализ начнем со случая нулевых начальных расстроек (g=0). 

При малых значениях М в системе наблюдаются два основных типа 
движений. 

Первый тип движений — цикл периода k=2 структуры (0/2)y. Его точки 

лежат на границах нелинейности Ф(у) (подстрочным индексом Н будем обозначать 

циклы, хотя бы одна точка которых лежит на границе Ф())). Структура фазового 
пространства, при которой могут существовать циклы данного типа, показана на 
рис. 2. Для существования этого движения необходимо, чтобы отображение из 

каждой его точки происходило на границу Ф(у). Это эквивалентно выполнению 
условий 

Bsing > #(1 - @) + (1 + M, 

. (8) 
Bsing, < g(1 - @) - (1 + DM, : 

32



где @, Ф› — координаты ф точек цикла на верхней и нижней границе Ф()), 

соответственно. Так как итерации происходят с границ Ф(у) устойчивость данного 

движения определяется коэффициентами при координате ф B первом уравнении 
системы (1), линеаризованными в окрестности точек дикла. Они имеют 
следующий вид: 

p1=1—cacose;, р)= 1 — ccosy,. 

Движение будет устойчиво, когда вышолняется условие 

Р122 <1 или  (l1-ocose)(l-ocose,) < 1. (9) 

Таким образом, В определяет в пространстве параметров  область 

существования цикла, а параметр ‹ определяет область устойчивости. 

Второй mun движений — циклы первого рода периода k=1 структуры {0/1)y, 

возникающие на пересечении границ ®(y) с кривой Ly, Соответствующая 

струхтура фазового пространства показана на рис. 3. Для существования этих 

циклов - необходимо, чтобы точки пересечения L,o и границ Ф()) - были 
притягивающими по координате х. Для движений на верхней границе это 
выполняется, когда кривая L, пересекает Ф(у) под кривой L, или, как это следует 

из (2), выполняются следующие условия: 

{ —0 > М +g, 

(10) 
-Ва > M(1-d)/ (M+g). 

Аналогичное условие можно получить и для циклов на нижней границе Ф(у). 
В этом случае необходимо, чтобы кривая Ly пересекала ее над кривой [. 

Аналогично циклу (0/2)y, устойчивость определяется коэффициентами при 

координате ф в первом уравнении системы (1), Щшеаризованньп\ш в окрестности 
точек цикла, и задается неравенствами 

1 + о[1 — [(M+g)lo]2z <1, 
(1) 

1 о{1 — [(-М+а)/о2} 12 <1 

для циклов на верхней и нижней границе, соответственно. На каждой границе Ф(у) 
существует IO две точки этих ЦИклов. Одна из HUX устойчива, другая — 

неустойчива. 

х / 

................................................ 

Рис. 2. Фазовый портрет цикла структуры (0/2)у — Рис. 3. Фазовый noprper ‘циклов структуры (0/1) н 
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Отличительной особенностью рассмотренных циклов является TO, что когда 

система находится B одном W3 них, разность фаз ф с течением времени остается 

постоянной. Отсюла следует вывод, что данные движения следует рассматривать 
как равновесные состояния, возникающие B системе при выполнении условий (10), 
(11). Обозначим эти состоявия как 0, О,”. В отличие от состоявия равновесия O, 

B O, O, поведение системы определяется только первым уравнением (1), где 

координата х равна M+g для O и —M+g для O” 

Фа = @, — О(ЗіПФ„ + М + 8- (12) 

Таким образом, B точках Oy, 0", система ведет себя как СФС первого 
порядка с ненулевой начальной расстройкой. На практике это означает, что 
нелинейный фильтр все время находится в насыщении и фактически вносит 
постоянное смещение по частоте. Рассмотрим поведение системы в окрестности 
этих точек. Сделаем это на примере О{’. Отрезок на верхней границе Ф(у) между 

точками О› и точкой пересечения L, с границей Ф(у) является притягивающим по 
координате х. Поэтому при выборе начальных условий на этом отрезке 
дальнейшее движение вектора состояния будет определяться уравнением (12) и 

происходить вдоль верхней границы Ф(у). При выборе начальных условий из 

области, прилегающей к верхней границс Ф(у), и выполнении условия 

а(е-хо) + Bsingy < М 

за одну итерацию вектор состояния попадает ва границу нелинейности фильтра и 
далее движение происходит опять вдоль границы Ф(у). Таким образом, и в 
окрестности состояний (', (" поведение системы практически полностью 
совнадает с поведением дискретного СФС первого порядка. ' 

На рис. 4 в пространстве параметров (а,В) показаны границы существования 
вышеперечисленных циклов. Состояния O, О,” существуют в области 
отрицательных 0 и определяют левую границу ОГУ. С увеличением M, согласно 
(10), (11), их правая граница сдвигастся в сторону меныших @. Аналогичный 

процесс происходит при увеличении d. В 
В дискретных СФС с нелинейным 

1.6 интегратором (d=1) состояние синхро- 
низма локально устойчиво только при 

1.2 положительных © И, следовательно, 

циклы Дданного типа не влияют ва 
0.8 область устойчивости B целом, 

Цикл (0/2), существует B области 
0.4} больших o, В и определяет правую 

границу области устойчивости в целом. С 
0.0 увеличением а его граница сдвигается B 

й сторону меньших @, а ¢ увеличением М — 
B сторону болыших @. В остальной 

-0.4 области параметров, где выполняются 
условия локальной устойчивости 
состояния синхронизма, система гло— 
бально — устойчива. Из — приведенных 
графиков видно, что B пределах области 

Рис. 4. Границы области глобальной устойчи-  ЛОКальной устоичивости граница 
BOCTH системы с ограничивающим пропор- возникновения данных циклов не зависит 

Оа HHTETPHPYIOHInE фильтром AW от В. Границы области устойчивости B #=0, d=0.3 В 

00 07 14 21 28 & 
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целом для данной системы при малых — В ©18),,.(0716), 
значениях М могут быть получены 1.6 : З 
аналитически из выражений (8) — (11). : ` 

При  увеличении M ’ области 
существования рассмотренных циклов : 
выходят за пределы области локальной : (0/4) в 

устойчивости. Для значений М порядка 0.8 
единицы ОГУ системы практически 
совпадает ¢ областью ее локальной (.4 [ 

устойчивости. С дальнейшим ростом М 

в области болыших ¢, В возникает пикл 0.0 

первого рода структуры (0/4),,. Область — 
его существования показана на рис. 5, 
титриховкой отмечена область устой- 
чивости в целом. Этот цикл является 
аналогом цикла (0/4), существующего B _ : 
системе с линейным фильтром. Вдоль : ‘ 
своей верхней границы OH  теряет 6o 07 14 21 28 @ 

устойчивость с  удвоением периода. Рис. 5. Области существования — различных 
ДЗЛСС, с увеличением ol Б происходит периодических движений в системе с ограни- 

o чиваю: мо пропорниональнь интегри M 
серия бифуркаций удвоения периода, филь‚гёошм mp (‘1’:0_‘?;} M=15, g% рирующи 
сопровождающихся рождением COOT— 
ветствующих циклов. С увеличением периода циклов область их существования 
значительно уменышается и в области больших @, В система опять становится 
глобально устойчива. При дальнейшем увеличении М начинает выполняться 
условие (5) и. поведение системы совпадает с ловедением СФС, имеющей 
линейный фильтр. : 

Нля значений 4, близких и равных единице, с увеличением М до значений, 
сравнимых с T, наряду с циклом (0/4) возникают движения второго рода. Это 
прежде всего циклы (1/2)y, (1/3),. Вначале их точки лежат на границе ®(y), а с 
увеличением М отрываются от нее и переходят в соответствующие движения, 
характерные для системы с линейным фильтром [2,7]. 

12}~ — « 

-0.4 

3. Анализ нериодических движений для случая отличных от нуля расстроек 

Рассмотрим свойства системы при отличных от нуля расстройках (2+0). 
Для а<1 при малых значениях М определяющими для ОГУ системы 

становятся условия существования состояния синхронизма (3). На рис. 6 
представлено последовательное изменение области устойчивости в целом системы 
с ростом начальной расстройки для M=0.4 и d=0.5. При малых g B области больших 
а, В существует цикл (0/2) „, характерный для случая нулевых расстроек. В области 

отрицательных @ и малых В OI'Y системы  ограничивается — условиями 
существования состояния синхронизма (граница (К)). При увеличении g 
происходит дальнейшее ограничение ОГУ за счет уменышения области параметров 
существования состояния синхронизма. 

При достаточно болыших расстройках возникает цикл второго рода 
структуры (1/2) (рис. 6, 6). Этот цикл характерен для систем с линейным 
фильтром [2]. В данном случае в области существования состояния равновесия 
точки этого цикла находятся внутри области [M+g,—M+g| по координате x. При 
увеличении или уменьшении В точки этого цикла начинают ограничиваться Ф()). 
После ограничения устойчивость дикла практически полностью определяется 
первым уравнением (1). Вследствие этого при ограничении область его 
существования зависит только от @. Этим явлением вызваны резкие перегибы 
области существования данного цикла на рис. 6, 6. 
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a 

Рис. 6. Области существования различных периодических движений B системе с ограничивающим 
пропорциональным ннтегрирующим фильтром для d=0.5, M=04: а — g=05; 6 — g=20 

При больших М уже незначительная расстройка приводит к исчезновению 
цикла (0/4) в области болыших o, В. Это, в свою очередь, приводит K тому, что ОГУ 
практически полностью совпадает с областью локальной устойчивости системы. 
Далее ОГУ, как это было и для малых M, с ростом g ограничивается условиями 
(3). Ho, в отличие от предыдущего случая, при болыших расстройках в области 
существования состояния равновесия возникает большое количество движений 
первого и второго рода (рис. 7). Это прежде всего циклы второго рода (1/2), циклы 
первого рода (0/3) и движения, возникающие при потере ими устойчивости с 
удвоением  периода — циклы (2/4)...(n/2"), возникающие из (1/2), и циклы (0/6)... 
(0/3-2"), возникающие из (0/3). Перечисленные движения характерны для системы 
с линейным фильтром. В данном случае из-за значительной величины М они He 

ограничиваются Ф(у). Отличительной особенностью СФС с нелинейным фи- 
' льтром является ограничение области 

В (0/3)(916) i IF существования кратных захватов. 

I} 

(2/4); : Вследствие этого с увеличением расст-- 
1.8 665 (1/’2);&- Ср Й ройки наблюдается расширение ОГУ в 

/ (0/4) ~ сторову больших @, В. Правая граница 
12 \\(1/3) N AT ‚н (НО ОГУ определяется в 9TOM — случае ;- 

\\—’7{ : \ (0"2);1 циклами структуры (0/2),. B отличие от 
и : подобных — циклов, существующих — в 

0.6 -- N LN\ системе при малых M, только одна точка 

в этого цикла лежит на границе Ф(у). 
0.0 | При дальнейшем увеличении & 

. области существования вышеописанных 
06 |-. О ® \ движений смещаются B CTOPOHY меньших 

` A o. Вместе ¢ TeM происходит дальнейшее 

ограничение ОГУ условиями существо- 
вания состояния синхронизма. 

Цля d=1 при выполнении условий 
00 08 16 24 32 с 

M+ в > 0, 
Рис. 7. Области существования  различных 
периодических движений в системе с ограни- -М +в<0 
чивающим — пропорциональным — интегрирую- ` 
щим фильтром для d=0.5, M=1.3, g=2.0 
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состояние синхронизма существует при любых а, В. Анализ показал, что при 
значениях M+g<1...1.5 ОГУ практически совпадает с областью локальной 

устойчивости. При значениях M+g, сравнимых со значением T, в системе начнут 
нвозникать циклы второго рода, описанные выше для случая нулевых расстроек, 
которые порождаются соответствующими циклами системы с  линейным 
фильтром. 

4. Анализ полосы захвата 

Для практического использования важно иметь графики полосы захвата 
(области устойчивости в целом в пространстве параметров: коэффициент усиления 
в системе, относительная начальная расстройка). Приведем такие зависимости для 
цифровой COC с нелинейным пропорциональным интегрирующим фильтром для 

различных значений М (рис. 8). Построение выполнено в координатах: В — 

обобщенный коэффициент усиления (без учета фильтра), Yz — полоса захвата. 
Параметр т — коэффициент усиления линейного пропорционального канала 

(a=mp). 
Пунктиром — отмечена — граница Ъ 

существования состояния синхронизма. 
В результате анализа установлено, что 1.0 ст 1 

при малых значениях М полоса захвата L ‚ ] 
системы — определяется, B OCHOBHOM, В 
условиями — существования  состояния 0.8 [г 1720 VN S 
равновесия (3). С увеличением М при `ъ1`\ и 
вышполнении условий (3) полоса захвата \ LR // ` 
начинает определяться периодическими 0.6 l Ч % / ПЕЁЁ::ЁЙ 
и — квазипериодическими — движениями в 

устойчивости 
второго рода. При этом координата х K \ \ / 
болышинства - точек  5THX — циклов 0.4 \ RGN 

располагается на границах Ф(у). С /\ 
дальнейшим ростом М циклы второго \9‹4 \ S T i 
рода перемещаются B область фазового 0.2 W= [0 I T AU et 
пространства, не ограниченную ®(Y), и н 
полоса захвата перестает зависеть оТ 00 i 
параметров — нелинейности — фильтра 0.3 

(М>09). B OTOM — случае — о88 o, & Полоса захвата цифровой  системы 
определяется — движениями, — которые фазовой — синхронизации C — ограничивающим 
характерны для системы с линейныМ  пропорциональным интегрирующим фильтром 
фильтром. для d=0.6, m=1 

00 15 21 27 В 

Заключение 

В статье изучены основные свойства дискретной СФС второго порядка с 
ограничивающим фильтром. Исследованы основные типы BO3MOXHBIX в данной 
системе периодических и квазипериодических движений, их бифуркации и влияние 
на область устойчивости в целом. В частности, оценены параметры системы, при 
которых она глобально устойчива. Проведенный анализ позволил определить 
границы области глобальной устойчивости в пространстве параметров (о, В) и 
получить точные графики полосы захвата. Результаты исследований позволяют 
судить о свойствах и качественном поведении системы в зависимости от ее 
параметров U, что особенно важно, в зависимости от параметров нелинейного 
фильтра. Полученные данные могут быть использованы научными работниками и 
специалистами в области систем синхронизации для исследования и разработки 
различных типов дискретные СФС, оптимизации режимов их функционирования. 
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DYNAMICS ОЁ SECOND ORDER DIGITAL РЫГ WITH DETECTOR 

SINE-~-FORM CHARACTERISTIC AND LIMITED FILTER 

Paley D.E. 

Common properties оЁ second order digital PLL. with detector sine—form char— 
acteristic and limited filter in control circuit are considered. Periodical movements main 
types are studied. Stability states and multiple frequencies synchronization existing con— 
ditions are got. Estimation оЁ system parameters when second type cycles docsn’t exsist 
are found. Global stability area was got in parameters space. 
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