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ДИНАМИКА ОДНОМОДОВЫХ ЛАЗЕРОВ 
И ДИНАМИЧЕСКИЙ XAOC 

А.Н. Ораевский 

Дан обзор работ но динамике одномодового лазера. Особое внимание 
уделено свойствам  странного аттрактора,  соответствующего  режиму 
динамического хаоса в одномодовом лазере. Приведен перечень основных 
направлений исследований по динамике лазеров. Список литературы: 160 
наименований. ` 

1. Мазерный (лазерный) аттрактор 

С точки зрения теории колебаний квантовый генератор (мазер или лазер) 
является автоколебательной системой, описываемой нелинейными 
дифференциальными уравнениями. Это диссипативная система, потери в которой 
обусловлены поглощением излучения различными конструктивными элементами 
(зеркалами резонатора и др.), релаксационными процессами, происходящими B 
активной среде, и, наконец; выводом генерируемого луча W3 резонатора для его 
использования потребителем. Потери компенсируются энергией  накачки, 
вводимой в активную среду квантового генератора. Различным режимам генерации 
соответствуют различные решения описывающих их уравнений. Эти решения 
наглядно могут быть представлены в виде траекторий B фазовом пространстве [1]. 
Установившимся режимам генерации в фазовом пространстве  уравнений: 
соответствуют  состояния равновесия. или — предельные — циклы-траектории, 
относящиеся к классу «особых». 

До начала 60-х годов считалось, что разнообразие особых траекторий 
сводится K следующему перечню: узел-фокус, седло, сепаратриса и предельный 
цикл. Остальные траектории - неособые, асимптотически приближающиеся к 
особым или удаляющиеся от них. Неособые траектории описывают переходные 
процессы в реальном приборе. 

Те особые траектории, которые «притягивают» K себе неособые траектории, 
получили название аттракторов. Все эти хорошо известные обстоятельства 
подробно изложены в монографиях и учебниках ёэсм.‚ например, [1,2]). 

До 60-х годов топологический образ фазового пространства нелинейных 
дифференциальных уравнений формировался главным образом на  основе 
уравнений второго порядка, фазовое пространство для которых двумерно. Для 
описания режимов работы многих приборов зачастую такой системы оказывалось 
достаточно. Но в середине 50-х - начале 60-х годов появились приборы и возрос 
интерес K процессам, описание которых принципиально HC укладывалось в рамки 

уравнений второго порядка. При исследовании этих процессов и анализе работы



этих — приборов — был — выявлен — особый — класс — решений — нелинейных 
дифференциальных уравнений. Впоследствии эти решения получили название 
«странных аттракторов» [3]. 

Открытие странного аттрактора справедливо связывается с работой Э. 
Лоренца [4]. Однако «странные» нерегулярные решения нелинейных уравнений 
примерно B это же время были также обнаружены B работах [5-8], посвященных 
исследованию процессов генерации в квантовых генераторах!. 

Следует отметить, что работа [4] была связана с анализом процессов 
конвекции в атмосфере, так что в работах [4] и [5] речь шла о явлениях 
совершенно различной природы. Но удивительно, что в этих работах 
анализировались совершенно одинаковые уравнения [8]. 

В данной статье особенности возникновения и свойства фазовых траекторий 
типа странного аттрактора рассмотрены в рамках исследования динамических 
режимов в квантовых генераторах. 

Продесс генерации в квантовом генераторе описывается уравнениями 
Максвелла, которые в одномодовом приближении (возбуждается один тип 
колебаний в резонаторе генератора) сводятся к уравнению осциллятора с 
затуханием, возбуждаемого поляризацией активной среды [7,9,10], 

@Е w, @аЕ @Р 
+ + @2Е = - 4к . 

ае g @ а2 

Здесь Е - электрическая компонента электромагнитного поля в резонаторе; О - 

добротность; @, - собственная частота резонатора; Р - поляризация активной 

среды, подчиняющаяся уравнениям 

@Р 2° @Р _ 12 

() 

— — — + 2P = -20 NE, 2a 
аа х 0 (2а) 

ам 1 2 аР 
— + — № = 1 + E—ro, (26) 

@й и h(l)o dt 

где N - разность населенностей верхнего и нижнего рабочих уровней B активной 
среде; / - интенсивность накачки; T, - время релаксации поляризации, 
определяющее ширину спектральной линии; Ty - время релаксации населенности 
уровней; — Н-матричный — элемент — дипольного — момента — частиц — среды, 
взаимодействующих с излучением; @) - резонансная частота спектральной линий. 

Система уравнений (1) и (2) широко применяется для исследования 
динамики квантовых генераторов, начиная с работ [9,10]. Их анализ может быть 
проведен методом медленных комплексных амплитуд, когда входящие в уравнения 
(1) и (2) величины представляются B виде 

E=Eeioct, P =Pe-iax, (3) 
где В, P я далее N - медленные функции времени по сравнению с высокочастотной 
экспонентой. Они удовлетворяют уравнениям | 7] 

—d;t— + ;Ъ Е = ЭлоР, ‚ (4) 

аР 1 . ‚ 2 
7 +[Т2+1(030- Шс)]Р—'і'—?МЕ, (46) 

1 Работа [5] поступила в редакцию журнала 28 июня 1962 года и была доложена в сентябре 
того же года на 4-м Международном конгрессе по приборам СВЧ. Работа [4] поступила в редакцию 
журнала 18 ноября 1962 года.
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которые получаются из (1), (2) с помощью стандартной процедуры [1]. Система _ 
уравнений (4) имеет следующие стационарные решения: 

E=P=0, №= Л, ° (5) 
и 

_ h[l + (Q - (00)2"522] 
15 = 4О { 1 - Р (ба) 

@-0 +57) =57 (0. - o), (66) 
где Q = @, - аф/й - частота генерируемого излучения. Стационарное состояние (5) 
неустойчиво, если 

2 
Ак %1’51”[‹'2@ >1 + (Q - 0)0)2122. (7) 

B этом случае условие возбуждения колебаний B лазере выполнены, и он 
генерирует излучение, амплитуда и частота которого определяется соотношениями 
(6). Выяснение устойчивости состояния (6) мы проведем в два этапа. 

[1]1З]ведем новую динамическую переменную EP* + Е*Р. Из системы (4) следует, 
что 

а @ 
(— + 
a 20 

Для упрощения дальнейшего анализа предположим, что резонансные частоты 
резонатора и снектральной линии совпадают. Тогда правая часть уравнения (8) 
равна нулю, и видно, что с течением времени величина EP*+E*P экспоненциально 
затухает, стремясь K нулевому значению. В амплитудно-фазовом представлении 
(E = Aeiv, P = Вем) это означает, что система стремится K состоянию, в котором 
либо A=B=0, либо 

+}1“)(ЕР* + В*Р) = i(ay - ©)(EP* - E*P). ©) 

cos( - y) =0, sin(e - у) = +1. ) 

При выполнении условия самовозбуждения (7) состояние A=B=0 неустойчиво, так 
что траектории лазера в фазовом пространстве стремятся в такую его область, где 
имеют место соотношения (9). В этом случае система уравнений (4) распадается 
на две 

dA ® 
— —А = + 2nwB, 10 у + 20 по,В. ( .а) 

аВ 1 12 
+ В = + МА, 106 

@й Ty Й ( ) 

ам 1 
— М = 1 +-— АВ, 10 

@й + T1 + Й ( B) 

а область фазовых траекторий - на две подобласти, B одной из которых зШ(ф - \у)= 

= 1, а в другой sin(p - \) =-1. Эти подобласти соприкасаются в тех местах, где 
обращаются в нуль либо A, либо В. В местах соприкосновения система может 

перейти из одной области B другую без энергетического «катаклизма». При таком



переходе разность фаз меняется на п. Хотя по своему физическому смыслу 

амплитуды A й В - положительные величины, изменение знака $0(ф - \у) при 

переходе между подобластями можно приписать изменению знака амплитуды, 
формально допустив существование как положительных, так и отрицательных 
значений А й В. При таком предположении две подсистемы уравнений сливаются B 
одну систему 

dA 
— А =2 й 11 @ ‘ 20 AT s (11) 

аВ 1 112 _ Ly МА, (116) 
@й T, 7 

ам 1 1 
—- + — М№=1 - — АВ. 11 = + т I - AB (11в) 

Уравнения (11), исследование которых впервые было проведено в [5], с точностью 
до обозначений совпадают с системой уравнений, использованной в работе [4|. 

Для анализа уравнений (11) их удобно записать в безразмерных переменных; 
х - амплитуда колебаний поля; у - поляризация; 2 - число частиц, нормированных 
так, что в стационарном состоянии х=у=+1, z =1. Введем также безразмерное 
время т=!/т. Torna система уравнений (11) примет вид 

dxldt = -o(x - y), (12а) 

dyldt = - у + хх , (126) 

zldt = - b(z - 1) - b(r - 1)ху, (12в) 
где ' 

6 = 010,/20, b =1/, г = 4О шУ. (13) 

По своему физическому смыслу коэффициент г есть отношение мощности 
накачки к ее пороговому значению. Стационарные решения этой системы суть: 
а) x=y=0, г =r; 6) х=+1, у=#1, z=1. Это нормированный вид решений (5) и (6). 
Очевидно, что решение «а» соответствует отсутствию генерации, Оно устойчиво ̀ 
по Ляпунову, если /<1, то есть пороговое условие генерации не выполнено, и 
теряет устойчивость при выполнении порогового условия />1. Решение «б» 
соответствует стационарной генерации с постоянной амплитудой. Из (6) видно, 
что оно существует, если r>1. Анализ решений «б» на устойчивость по Ляпунову 
[5-7] приводит к следующему характеристическому уравнению 

№ + №(1 + Ь + с) + М7 + о)Ь + 256(7 - 1) = 0 (14) 

для показателей Ляпунова A. VI3 этого уравнения следует, что при o<l+b 
стационарные решения «б» устойчивы, если />1, то есть если выполнено условие 
самовозбуждения квантового генератора. При с>1+5 стационарные решения 
устойчивы лишь в интервале 

90(с + 5 + 3) 

c-b-1 ° 

Чтобы ответить на вопрос, что K€ происходит при r>r*, необходим численный 
анализ. Такой анализ показал [5-7], что при r>r* стационарный режим генерации 
сменяется сложным автомодуляционным процессом, характер которого передает 
puc. 1, взятый из работы [5]. Видно, что в системе происходят постепенно 

l<rers, ‚ = (15) 

е



Рис. 1. Вид хаотического автомодуляционного Pmc. 2. Развитая BO  времени — картина 
процесса при r>r*: r=20, 6=4, b=1 [5] ЁЭ’“ТР[[ЁСКОГО автомодуляционного процесса при 

нарастающие пульсации вокруг одной-из стационарных точек: C,(x=y=1, z=1) или 
Со(х=у=-1, z=1), а затем система совершает перескок в область другого 
положения равновесия и т.д. На рис. 2 представлена развитая во времени картина 
автомодуляционного процесса. Время пребывания системы в окрестности той или 
другой стационарной точки является случайной величиной. Поэтому весь процесс 
в целом носит случайный характер. Посмотрим на поведение системы B 
амплитудно-фазовом представлении. На рис. 3 показано изменение во времени 
синуса разности фаз и интенсивности излучения [11]. Обращают на себя внимание 
обсуждавшиеся ранее резкие скачки разности фаз. Из рисунка ` видно, что скачки 
фаз происходят при обращении интенсивности в нуль. В этой части фазовой 
траектории существенную роль могут играть даже небольшие шумы, которые 
всегда присутствуют в любой системе, но которые не учтены при выводе 
уравнений (12). Введение таких шумов в уравнения (4) в качестве ланжевеновских 
сил и численное исследование их при прежнем условии @)- ®,=0 показало, что 

неболышие по интенсивности шумы заметно сказываются на динамике разности 
фаз. Переходы разности фаз от значений п/2 K значениям -T/2 теряют характер 

перескоков, становясь более плавными (рис. 4). OTMETHM, что использование 
системы уравнений (4) в этом случае принципиально, так как в присутствии шумов 
тождественного обращения величины ЕР*+Е*Р в нуль не происходит никогда. 

Можно ожидать, что в переходном режиме, когда ЕР*+Е*Р еще не равно нулю, 
изменения фазы будут носить характер относительно плавного перехода, а не 
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Puc. 3. Изменение во времени синуса разности фаз (1) и интенсивности излучения (2) B области 
хаотического движения [11]



Рис. 4. Переход л/2. <>- п/2. разности фаз поля и 
поляризации в присутствии внешних флуктуаций 
при начальном состоянии, соответствующем 

1 
2 |2 

ра 

T 2.5 
Ё; 0 1 П 1 1а 

6 = 0.5 1.0 2.0 -Yzt.l() 

-1 

Рис. 5. Переход n/2 <>~ п/2 разности фаз поля и 
поляризации в случае начального состояния, 
отвечающего странному аттрактору (1), и 
произвольного начального состояния области странного аттрактора: / - дисперсия 

шума 10- 4; 2 - 10-3; 3 - 5. 10-3 ' 

характер скачка, даже в отсутствие шума. Численный расчет подтверждает это 
предположение. Если — выбрать — начальные — условия, — удовлетворяющими 
соотношению (9), то изменение разности фаз происходит скачком. При выборе 
начальных условий, не удовлетворяющих условию (9), фаза изменяется плавно 
(рис. 5). По мере Toro, как система приближается K области аттрактора, крутизна 
изменения фЭ‚ЗЬ1 возрастает. 

2. Фазовый портрет лазера 

Первая попытка проанализировать фазовый портрет хаотических решений 

уравнений (12) была предпринята в работе [4] для с=10, 5=8/3. Рис. 6 дает две 
плоские проекции трехмерного фазового портрета решения, полученные 
численным интегрированием уравнений (12). Числа на траекториях означают 
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Рис. 6. Проекции — фазового — портрета Puc. 7. Трехмерный — портрет — странного 
хаотического процесса [4] аттрактора уравнений (12)



последовательность движения системы по этим траекториям. В соответствии с 
рисунком фазовая траектория раскручивается по спирали вокруг состояния 
равновесия С, а затем перескакивает на спираль в OKPECTHOCTH состояния 
равновесия С, (точка 17), после чего вновь возвращается в окрестность точки С и 
т.д. Казалось бы, как это возможно? Ведь оставаясь B плоскости Z=1, траектории 
должны пересечься при переходе из области С, в область С,. «Выручает» 

трехмерность фазового пространства. Раскручиваясь около состояния равновесия 
С, или C,, траектория смещается по оси Z, так что при переходе к другому центру 
притяжения пересечения траекторий He происходит. Таким образом, мы видим, что 
существование сложного ансамбля непересекающихся траекторий возможно лишь 
в фазовом пространстве, размерность которого больше двух. 

Трехмерный вид фазового портрета уравнений (12) представлен на рис.7. 
Впервые для параметров с=10, 5=8/3 он был вычислен в работе[12]. Это один из 
примеров странного аттрактора - притягивающей сложной траектории, 
существенно отличающейся от квазипериодических орбит или замкнутых орбит 
типа предельного цикла. 

Странный аттрактор уравнений (12) в настоящее время достаточно глубоко 
изучен с помощью численных методов (см. [13-23] и цитируемую в них 
литературу). На рис. 8 построены особые траектории системы (12) в трехмерном 
фазовом пространстве XYZ для с=10, b=8/3 [20-22]. Плоскость T проведена через 
состояния равновесия С, и С, перпендикулярно оси Z. Уравнения (12) имеют 
плоскость - сепаратрису, проходящую через состояние равновесия С)о(0,0,/) и 

пересекающую плоскость X по линии АВ. Движение по любой траектории, 

лежащей в этой плоскости, направлено в сторону состояния равновесия Со и 
оканчивается B этой точке. Из точки С выходят две сепаратрисы - «усы» $ и 5,, 
идущие либо в «свои» собственные состояния равновесия Со и C,, либо в смежные, 
в зависимости от значения параметра г. На серии рис. 9 представлено поведение 
траекторий, соответствующих решениям уравнения (12), B проекции на плоскость, 
проходящую через точки С, С, и С,. Координата U на плоскости этой проекции 
откладывается B направлении прямой, соединяющей состояния равновесия С. и C,. 

Как уже отмечалось, при r>1 в KBaHTOBOM генераторе возникают 
автоколебания. Из неустойчивого состояния равновесия (0,0,/) (см. рисунок) в 
зависимости от начальных условий система по «усам», сепаратрисам, стремится K 
одному из состояний равновесия С, или C, (напомним, что С, и С, представляют 
собой автоколебания с постоянной амплитудой). Оказывается, что кроме 
критических значений параметра г, равных 1 и r*, существуют еще два значения, 
которые мы назовем / и 1. ПРИ Р>Г происходит качественное изменение 

фазового портрета: появляются неустойчивые предельные циклы (штриховая 
линия), а сёепаратрисы S; и S, 
«меняются» фокусами. 

Увеличение / приводит к тому, что 
при г>г, рождается странный аттрактор. 
Он — заполняет — всю — область — вне 
предельных циклов. Сепаратрисы $ и S, 
стремятся  уже HE K  состояниям 
равновесия, a — оканчиваются — на 
неустойчивых предельных циклах. 
Поведение системы в этом — случае 
качественно различно в зависимости от 
начальных условий. БЕсли начальные 
условия таковы, что стартовая точка 
лежит в пределах фазовой поверхности, 
ограниченной никлами, TO  система, 

Рис. 8. Особые траектории уравнений (12) в совершая — осцилляции, — приходит В ‘рехмерном пространстве . 



CI Z‘k C2 ZA 

r<n r=x 
у 

0 5 0 g 

ИЛ 

11 |I—Er "2<'-<'.)g 

T 0 ОЕ 

С2 

r>r* 

5 

Puc. 9. Группа Z -Е проекций фазового пространства уравнений (12) при различных 7 

состояние С, или С,. В этом случае установившимся режимом является генерация 
излучения с постоянной амплитудой. Другие начальные условия приводят K 
стохастическим колебаниям. 

При дальнейшем увеличении г радиус циклов уменьшается, и при 7>F* OHH 
сливаются с состояниями равновесия С, и C,, передавая им свою неустойчивость; 
вся область, ограниченная сепаратрисами S; и $,, становится странным 

аттрактором. Система ведет себя непредсказуемо независимо от начальных 
условий. 

Анализ устойчивости в малом позволяет отыскать лишть /*; 1y и ¥, найдены 

методом численного анализа [22]. Зависимости r1(6), 7(с) и 7*(с) представлены на 
рис. 10. При дальнейшем увеличении г вблизи r= 220 странный аттрактор 
переходит в предельный цикл [22]. Численный анализ в [22] проведен для с=10 и 
b=8/3, так что бифуркационное значение /=220 относится K конкретным 

величинам с и b. При уменьшении 7 от /* система остается B фазовом пространстве 
странного аттрактора вплоть до I'=r,, когда странный аттрактор исчезает [11]. B 
области r<r, точка в Ффазовом пространстве устремляется K  устойчивым 

состояниям равновесия С, или С,. Таким 
образом, имеет место гистерезисное 
поведение точкИ B фазовом 
пространстве при возрастании г от 1 до 
r>r* и обратном уменьшении до 1. 

Значение b=8/3 используется B 
различных — расчетах — традиционно, 
начиная с работы [4], хотя в расчетах, 

Г. 

40 

20 
проведенных в работах [5-8], параметр 
b=1. Физика лазеров He  допускает 
значений b>1, но описанные выше 
особенности фазовых траекторий 

0 остаются в силе и при b<l. Тем не 
менее, динамика лазера чувствительна K 

Рис. 10. Зависимость критических значений 1, H3MCHCHMIO параметра Ь. На рис. 11 

тэ, I от параметра с при b=1 представлен характер амплитудных 
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Рис. 11. Периодические пульсации амплитуды поля (а) и проекции предельного цикла (6, в) 
системы (12) при b=0.03; 6=5; r =28 

пульсаций и фазовый портрет лазера при малом значении b [23]. В этом случае 
=10, так что выбранное значение r>r*. Однако, лазер не находится в режиме 
хаотических пульсаций: имеют место регулярные пульсации, соответствующие 
симметричному предельному циклу типа восьмерки. Рис. 12 демонстрирует 
сценарий перехода к хаосу при увеличении параметра Ь [23]. Сначала предельный 
цикл теряет симметрию (рис.12, а) и при дальнейшем увеличении b хаотизируется, 
проходя через стадии удвоения периода (puc.12, 6, ). Затем колебания становятся 

ey 
8 J\J\J\J\J\ 
VY Y A 

) MJ\ 1/ РР 

Ay
 

Рис. 12. Последовательность режимов системы (12), соответствующая увеличению параметра b 

от 0.05 до 0.1; с=5; r =28 
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вновь регулярными, а предельный цикл опять приобретает симметрию, но уже B 
виде удвоенной восьмерки. Этот сденарий повторяется несколько раз со все 
уменышающимися интервалами изменения b. Наконец, при 5=0.15 очередная серия 
удвоения периода приводит к возникновению развитого странного аттрактора типа 

аттрактора Лоренца. Отметим, что удвоение периода - один из характерных 
сценариев перехода к странному аттрактору. По-видимому, он тесно связан с 
механизмом вырожденного параметрического возбуждения колебаний с частотой, 
равной половине частоты модуляции параметра (о параметрическом возбуждении 
см., например, [2]). 

3. Размерность странного аттрактора 

Изучение  странного аттрактора как  топологического — образования 
показывает, что это замкнутая совокупность взаимно неустойчивых траекторий, 
несмотря на TO, что совокупность траекторий как целое является притягивающей, 
то есть устойчивой. Это оказывается возможным, поскольку в различных точках 
фазового пространства каждая W3 траекторий неустойчива HE по всем 
направлениям. В некоторых направлениях малые отклонения от траектории 
нарастают, в других - убывают. 

Предположим, что в начальный MOMEHT времени некоторый объем этого 

фазового пространства заполнен точками с плотностью Py, пусть эти точки 
соответствуют различным начальным значениям величин х,у,. Рассматривая 
движение точек в фазовом пространстве как гидродинамическое [2], можно 
написать уравнение сохранения плотности 

КОВ +div(pv) =0, (16) 
ot 

где у - вектор скорости точек с компонентами (х’у’,2’). Если B начальный момент 
распределение точек в выбранном объеме фазового пространства равномерно 
(ро не зависит от X,y,z), TO в этот момент 

д 
P _. podivv. (17) 

ot 

Из уравнений (12) следует, что 

Яму = -(с + Ь +1) < 0 ‚ (18) 

не зависит от положения точки в фазовом пространстве. Поэтому изменение 
плотности со временем происходит равномерно во всем пространстве. Если в 
начальный момент ро HE зависит от координат, TO такое положение сохранится и в 
дальнейшем, так что уравнение . 

—З_Ё— + pdivy = 0 (19) 

описывает изменение плотности точек в фазовом пространстве в течение всего 
времени. U3 (18) и (19) следует, что 

р = роехр(с + b + 1)1, (20) 

то есть плотность точек в фазовом пространстве растет со временем, а обратная 
ей величина - объем, занимаемый траекториями движений, сжимается. Сжатие 
фазового объема типично для диссипативных автоколебательных систем, потери в 

которых восполняются за счет внешних источников. Сжатие не означает, что 
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фазовый объем непременно стягивается B точку. «Фазовая жидкость» может 
растекаться по поверхности. Как уже отмечалось в разделе 2, в случае уравнений 
(12) она растекается по многим плоскостям, не представляющим в сумме 
континуум (канторово множество), Таким образом, размерность странного 
аттрактора меныше размерности фазового пространства уравнений, решением 
которых он является. Но как ей дать разумное определение? 

Для того, чтобы соотнести конфигурацию странного атррактора со всем 
объемом фазового пространства, оказалось удобным BBECTH  размерность 
странного аттрактора. Чтобы ввести её наиболее естественным  образом, 
рассмотрим, как связана обычная размерность фазового пространства с числом 
точек, заполняющих некоторый его объем V. Для этого заполним выбранный 
объем а-мерного фазового пространства 4-мерными кубиками со стороной а. 
БЕсли число этих кубиков N(a), то очевидно соотнощение У = adN(a). При 
бесконечном уменьшении стороны кубика а число N(a) будет бесконечно расти, а 
равенство истинного объема и общего объема всех кубиков будет выполняться все 
точнее. Введем безразмерную сторону кубика e=aV-1/d и запишем выражение для 
объема в форме 

lim edN(e) =1. (21) 
е—0 

Из этого соотношения сразу следует выражение для размерности фазового 
пространства 

. InN(g) 
d=lm———=. 

оо In(1/¢) 

Уберем теперь из объема все кубики, B которых HE содержится TOYEK, 
принадлежащих странному аттрактору. Оставшееся число точек странного 
аттрактора обозначим М,(е). Тогда по аналогии с (22) можно определить 
размерность странного аттрактора 

(22) 

_ iy BN(E) 
- —0 111(1/8) ’ 

которая может быть дробным числом. Поэтому размерность получила название 
дробной, или фрактальной. Удалось связать размерность ) странного аттрактора с 
показателями Ляпунова [24,2], что упрощает ее вычисление. Определенная таким 
образом размерность странного аттрактора всегда меньше полной размерности 
фазового пространства. В частности, для уравнений (12) имеем 2<D<3. 

р (23) 

4. Системы с широкой линией усиления. Неавтономные системы 

Для лазера видимого и ближнего инфракрасного диапазонов типична 
широкая линия активного вещества (с<< 1, b<<1). В этом случае критического 
параметра r* не существует. Однако, и такие системы обладают интересной 
динамикой. 

При с<<1, b<<l (1)<<1,T;) и умеренном значении параметра само- 
возбуждения г можно в уравнении (46) пренебречь производной л исключить из 
уравнений поляризацию. 'Тогда систему (4) нетрудно преобразовать K виду 

aw 1 : O W=oNW, (24а) 
@ Tc 

dN 1 
— — + —- №=1 - 20NW, (246) 

@й T1 
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где 1. = О/о, ; W = A% (8rnhiw); с = drolple/{A(1+(w, - w)?t;2). K системе (24) следует 
присоединить еще уравнение для фазы поля 

— = б((‚ос - Шо)Т2№. (25) 

Ho оно B этом случае является сопутствующим, He оказывая прямого влияния на 
динамику лазера. Казалось бы, динамические возможности системы (24) 
примитивны: нетривиальное состояние равновесия 

W=w(-1), N=1/(ot), И, = М(2ст)), г = ст (26) 

всегда устойчиво, если />1. Однако, как показывает нижеследующий анализ, такой 
простой одномодовый лазер обладает «скрытыми» динамическими резервами, 

Введем безразмерные величины X=W/(W (r-1)), 1=Qqt, где Qo=((r - 1)/17.)172, 
и исключим из уравнений (24 ) динамическую переменную N. Получим 

Х” - (Х)МХ+ X(X - 1) = в/(ХХ; 1), (27) 

® XX 1) = - Х1 + (# - 1)Х], e=1/(Qry), ()=dldr. (28) 

Хотя в данном случае правая часть (27) явно не зависит от времени, мы ввели 
время в качестве одного из аргументов функции f для придания уравнению (27) 
более общего вида. 

БЕсли ©; >> 1., что для многих лазеров имеет место, то € << 1. Поэтому 

уравнение (27) можно решать методом разложения B ряд по параметру € 

Х(1) = Хо(т) + еХ)(т) + 2X5(T) + ... . (29) 

Очевидно, что функция Хо удовлетворяет уравнению 

Xy - (XX + Xo( Х, - 1) = 0. (30) 

Ведением переменной Y=In Х) этому уравнению можно придать форму [25] 

у” + е! - 1 = 0. (31) 

Уравнение (31) может быть истолковано, как движение материальной точки в 
поле потенциала (/(У)=е!- У. В некоторых случаях такая запись является более 
удобной. Уравнение (30) имеет интегрирующий множитель 2Х,/Х(2 и может быть 
сведено к полному дифференциалу 

1 
dl— (Хо’) + 2Х, - 2InX,] =0, (32) 
X2 

откуда 

1 
— (ХО‚)2 + 2X0 - 2111X0 = С‚ (33) 

X2 

С - произвольная постоянная интегрирования. Теперь задача сводится K 

интегрированию уравнения 

ХО’ = XO (С - 2‘ХО + 2]_ПХ0) (34) 

Очевидно, что его интегрирование сводится к квадратуре, но получающийся 

интеграл He берется в элементарных функциях. Поскольку функции Xo(t;C) 
играют важную роль в динамике лазеров (и ряда других автоколебательных 
систем), они заслуживают специального внимания и могут быть названы 
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Рис. 13. а - траектории, соответствующие решениям уравнения (34), на фазовой плоскости 

(X", Х) для значений С: 1 - 10, 2 - 15, 3 - 20; 6 - графическое представление решений уравнения 

C/2-X-1nX=0; 1-график InX, 2- график C/2-X для двух разных значений С (С” > С”) 

лазерными функциями. Для них можно ввести обозначение La(x; С) и на основе 
уравнения (33) составить алгоритм для расчета. Оказывается, однако, что для 
достаточно болыших С можно найти приближенное решение уравнений (34), 
выраженное через элементарные функции [25]. ’ 

Заметим прежде всего, что Хо(т; С) - периодические функции времени; это 
следует из уравнения (34), которое в фазовой плоскости имеет решением две 
траектории, соответствующие знаку (+) и знаку (-). Эти траектории являются 
взаимными зеркальными отражениями относительно оси абсцисс, замыкающимися 
друг на друга в точках X,'=0 (рис.13, а). Очевидно, что эти точки определяются 
уравнением 

С - 2Х0 + 21nX0 = О. (35) 

Для наглядности это уравнение представлено графически (рис. 13, 6). Из рисунка 
ВИДНО, 9T0 Х ах растет с ростом С, асимптотически стремясь K C/2 при больших С. 
Xnin убывает с ростом С и асимптотически  стремится K значению 

ехр(-С/2). Таким образом можно представить себе, что X, (1;C) при больших С 
имеет вид периодически повторяющихся импульсов с достаточно болышой 
амплитудой в максимуме и малым значением в минимуме (рис. 14). Этим можно 
воспользоваться для вычисления асимптотических значений этих функций B 
окрестностях максимума и минимума импульса. 

Область Х, << 1. В этом случае | InX, | >> Х, и (34) переходит в следующее 
уравнение: 

Хо‚ = + XO (С + 21ПХ0)1/2. (36) 

Решение этого уравнения выражается в элементарных фУНКЦИЯХ 

Х, = explhp[(1 +9))? - С, (37) 
91 - ПРОИЗВОЛЬН&Я константа ИНТЁГРИРОВ&ЪШЯ. 

‚ Область Х, >> 1. В этом случае | шХ, | << Хо, так что 

XO, =% Хо (С - 2X0)1/2. й (38) 

Это уравнение тоже интегрируется в элементарных функциях 
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X?« Xo=CR[ch(C122)(t + 6,)]-2. — (39) 

0, - произвольная константа интегри- 

рования. 
Теперь предположим, что (37) 

описывает решение не только для Х) <<1, 
но и во всем интервале 0< Х, < 1, а (39) 

‚ „_ представляет собой решение на всем 
0 T T Tt интервале X, < Xp < 1. Основанием для 

такого предположения служит TOT факт, 
что область около Х, =1 система 
проходит быстро, и некорректность 

выбора функции в этой области мало скажется на описании динамики системы в 
целом. Тогда из этих функций можно построить решение уравнения (34), для чего 

их необходимо приравнять («сшить») в точках T; и T, (рис. 14). Такое сшивание 

определит как значения Ty, Tp, T3, Так и значения неопределенных констант @). 
Отметим, что при больших С функции сшиваются не только по величине, HO и по 
производной. Выгюлняя процедуру сшивания, находим приближенное значение 
Xo(t - 9; С) 

T 
О 
! 

Рис. 14. К расчету параметров релаксационных 
пульсаций лазера 

[ explhf(t -6)2 - С], 0<t-06<1, 

Х)( - ; С) =4 C2[ch(C12/2)(T - В - 8,)]2, т ©1 - 0< 1y, (40) 

| explh[(t -6 - 6,)2 - С], ,<T-0<1;, 
где 

8, = C12 + 2/Cirarcch(C/2)12, — @, = 20,, (41) 
a 

Ty = @ +C12, 1, = 0+ C12+ (4/C12)arcch(C/2)12, та = @ + 26;. (42) 

Величина 6 произвольный параметр, который в автономной системе остается 
неопределенным. 

Теперь можно определить период пульсаций Т и длительность импульса. 
Нетрудно видеть (см. puc.14), что 

T =13 - @ =2C12+ (4/C12)arcch(C/2)12. (43) 

Период pacTeT ¢ ростом  максимального  значения — импульса — Ха =СТ2. 

ДПлительность импульса, определяемая по его полувысоте, 

т =(4/C12)arcch212 = 3.525/C172 (44) 

убывает ¢ ростом С. Таким образом, с ростом интенсивности импульса его 
длительность уменьшается, а интервал между импульсами увеличивается. В итоге 
средняя интенсивность почти сохраняется. Более строгий численный расчет 
показывает, что она медленно растет с ростом Xmax- 

Очевидно, что полное решение уравнения (33) определяется функцией (40), 
повторяемой с периодом &3). Описываемые таким образом периодические 
пульсации мощности излучения лазера обычно называют релаксационными, а 
соответствующий UM предельный никл - релаксационным. 

Поскольку параметр С в функции Хо(т; С) может принимать любые 
положительные значения, эта функция определяет континуум периодических 
решений уравнения (30). Реальное нелинейное уравнение (27), в отличие от (30), 
имеет конечное число периодических решений, то есть константа С должна 
принимать конечное число значений. Оказывается, что эти значения С являются 
решением уравнения 
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Е(С) = ХТ К, Хо 1) (Xy X 2)dr = 0. (45) 

Мы не будем здесь приводить достаточно длинного вывода этого соотношения, 
отсылая читателя к литературе [26]. Заметим лишь, что идея его вывода восходит 
к А.Пуанкаре и состоит в следующем. Ищется X;, следующий член разложения 

решения в ряд по малому параметру € В этом приближении в правой части 

уравнений будет стоять известная уже функция времени с неопределенным 
значением константы С, а в левой части - линеаризованное относительно Х, 
уравнение (30). Если мы ищем периодические решения исходной системы 
уравнений, то Х, тоже должно быть периодическим. Оказывается, однако, что 

решение линеаризованного уравнения при произвольном С имеет непериодические 
члены. Для того, чтобы решение стало периодическим, необходимо потребовать 
обращения непериодических членов в нуль, что и приводит к уравнению (45). 

Если B соотношение (45) подставить значение функции (X', Хо; ) из (28), то 
в результате мы получим тривиальное решение С=0. Таким образом, сама по себе 
система уравнений (24) обладает скудной динамикой. Но ситуация резко меняется 

даже при небольшом изменении функции /Хо, Хо; т). Продемонстрируем это 
утверждение на примере задачи о малой модуляции добротности одномодового 
лазера. Исследуем решения уравнений 

aw 1 
— + т [1 + mcosQ(z - 8)]W = оМ, (46a) 

ам 1 
— + — М№ =1 - 20NW. (466) 
@ Ty 

От системы (24) они отличаются введением периодического изменения параметра, 
описывающего затухание фотонов в резоваторе. Коэффициент модуляции потерь 
предполагаем малым. Тогда можно показать, что 

AX, Х; п) = -Х + (r - 1)Х] + m(Qu)/(Qot.)Xsin[Q/Q0(t - 6)]. (47) 
Иля упрощения математических выкладок мы выбираем систему отсчета времени 

такой, что ее начало (т=0) совпадает с минимумом импульсов, генерируемых B 

установившемся режиме, и 0=0,9 - постоянная величина, описывающая фазовый 

сдвиг между сигналом  модуляции и 
генерируемым излучением (рис.15). 

Будем — искать — периодические 
решения уравнений (46), с периодом 
Т=21/0. В соответствии с (43) задание 
периода однозначно определяет 
константу С. Поэтому при заданном т 
уравнение (45) определит  значение ™\ 
параметра 0. Для определения F(C) 
необходимо вычислить соответствую- 0 
тщций интеграл по периоду Т. Разбивая 
весь путь интегрирования на TpPH 

интервала: от 0 Ao 11, от T; B0 Ф Й OT T ДО < ‹ > 

T3, MBI можем B качестве Х) использовать 0 

зад ) соотноше Рис. 15. К расчету возбуждения релаксационных Ы 

40). В результате получаем пульсаций лазера методом модуляции потерь B 
резонаторе 

а\
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F(C) = - r[2/3C32 + 2С12(102С - 2)] - 4m(sin8)(Q1,)/(Qgt )С. (48) 

При достаточно больших значениях С период пульсаций практически равен 2C12 
(или в размерном времени 2C12/Q,). Поэтому в рассматриваемом случае 

С = п2522/002, и из условия F(C)=0 получаем соотношение 

г ъ C2+3C(In2C - 2) 
msing = - — — 49 

бл T, InC (49) 

Поскольку | sinfl < 1, то из соотношения (49) вытекает пороговое условие на 
глубину модуляции 

r 1. C2+3C(In2C - 2) 

67 T InC ' 
(50) 

Так как 1./7;<< 1, то очень неглубокой модуляции добротности достаточно, чтобы 
возбудить глубокие пульсации лазерного излучения. 

Численные исследования показывают, что при постепенном увеличении 
глубины модуляции система проходит через серию бифуркаций удвоения периода 
и, в конечном счете, входит в режим динамического хаоса. 

Переход к хаосу B лазере ¢ модуляцией добротности возможен не только 
при увеличении глубины модуляции, но и при изменении ее частоты. В работе [27] 
исследовалась система уравнений (24) при следующих параметрах: т=10-3 с; 
7.=1.4-10-8 с; 6/=2-1011 с-2. При фиксированной глубине модуляции и изменении ее 
частоты наблюдался переход от регулярных пульсаций к хаосу через удвоение 
периода осцилляций. Наиболее интересный результат этих расчетов состоит в том, 
что при ©/2п = / =119 кГц и т =2% возникают два сосуществующих аттрактора, 
соответствующих субгармоникам /72 и f/3. Это обстоятельство демонстрирует 
рис.16. В зависимости от начальных условий лазер генерирует пульсации либо с 
периодом 2/f либо с периодом 3/f. В частности, на рис. 16 при начальном условии 

W, =4-108, W, =0 система выходит на штриховой цикл, а при Wy =2:105, Wy=-2-106 - 
на цикл, нарисованный сплошной линией. В работе [27] утверждается также, что 
подбором начальных условий удается выйти на третий цикл с периодом равным 10/f . 

X’ о5 

З - `\\ъ\\ 

5 
Ё' 2 - ст> 

_`ч.___) 
5 Г х 

1 4 

0 

3 72 f 

Рис. 16. Спектр пульсаций Х;и вид предельных циклов B фазовом пространстве лазера (Х”,Х) с 

периодически модулируемыми петерями резонатора (расчет) 

5. Модель неоднородного уширения 

В основе уравнений (2) лежит двухуровневая модель вещества. Уравнения, 
описывающие режимы генерации в реальном лазере, могут заметно отличаться от 
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уравнений (2). OmHO из таких отличий COCTOMT B необходимости учета 
неоднородности (для газовых лазеров - допплеровского) уширения спектральной 
линии. Неоднородное уширение можно учесть в рамках двухуровневой модели 
активного вещества, считая, что в резонаторе с полем взаимодействует большое (B 
пределе - бесконечно большое) количество двухуровневых систем с различными 
резонансными частотами ©. В таком случае уравнения (4) для поляризации и числа 
частиц останутся неизменными, а в уравнении для поля в правой части должна 
стоять CYMMa  поляризаций, соответствующих  переходам C — различными 
резонансными частотами, 

_Ё_г + ;"Q ]В = 2n00.JP() g (0,000 а, (51a) 

[Ё‘Ё + iTz + Кв - 0)]P(®) = - i _':_'2 N(W)E, (516) 

[%t + _12]1‹(…) = о) + -;lh[Ep*(m) - B*P(o)], (51в) 

тде g(w, ®) - нормированная на единицу форма контура неоднородно уширенной 

линии с центром B точке @), о) - спектральная плотность накачки. 
Уравнения (51) трудны для анализа. Модель простейшего приближения к 

неоднородно уширенной линий COCTOAT в предположении, что с полем 
определенной моды резонатора взаимодействуют две совершенно одинаковые 
линиИ активного вещества, собственные частоты которых @, и @ расположены 

симметрично по обе стороны от собственной частоты моды. Это соответствует 
случаю совпадения резонансной частоты неоднородно уширенной спектральной 

линии @) с собственной частотой резонатора. Частотный интервал @, - @. - 
предполагается равным неоднородной ширине линии. Уравнения, описывающие 

‚ динамику генерации в рамках такой модели, имеют вид 

dxldr = -с(х - у), (52&) 

ау/ах = -y - i&v + (1+ £2)xz, (526) 

dzldt = -b(z - К) - bI2(R - 1)(x"y + xy*), (52в) 

dvldt = -у + у + (1+ E2)xw, (52г) 

dwldt = -bw - bI2(R - 1)(x*v + xv*). (52д) 

В этих уравнениях 

Р(о,) + Р( ) _ ; Р(е,) - Р(е.) _ 

Р, С» P, =" 

N@)+N@) _ N@)-N@) _ 
N, —° N, 7 

— @, - ® o 2r 
ё - 2 T2 — 1+ ?';2 э 

Р, - значение суммарной поляризации, а N, - значение суммарного числа частиц B 

режиме стационарной генерации. Остальные обозначения Te же, что и в 
уравнениях (12). . 
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Система уравнений (52) имеет стационарные решения: а) x=y=v=w=0, z=r; 
6) x=y=tl, у= -, z=1, w=0. Устойчивость их проанализирована B работах [19,27- 
29]. Режим «a» соответствует отсутствию генерации и устойчив, если R<1. Режим 
«б» соответствует генерации с постоянной амплитудой и фазой. Он устойчив, если 
1<R<R*, причем для b=1[28, 29] 

К*:оШ‚ (53) 
о- 2 

Как и в случае однородной линии R* существует лишь для «плохого» резонатора: 
с>2. Заметим, что (53) переходит в (15), если $=0. В то же время видно, что B 

зависимости от & параметр R* может принимать различные, в том числе 

достаточно малые значения, если 6>1. Это облегчает экспериментальное 
наблюдение режимов динамического хаоса в лазерах с неоднородно уширенной 
линией активного вещества. Однако в рамках рассматриваемой модели диапазон 
увеличения параметра & ограничен. Дело B том, что при & > (с+1)2/[(с+1)2-2] 

коэффициент самовозбуждения r/[1+(Q- wy)21,2] для каждой отдельной линии (см. 
формулу (7)) превышает значение R, и режим генерации на одной центральной 
частоте становится неустойчивым. Очевидно, что этого не должно быть в случае 
континуума линий. Такой вывод побуждает предпринять более  строгое 
исследование стационарных решений системы (51) и их устойчивости. Оно может 

быть выполнено аналитически в предположении, что #(0,0%) - функция Лоренца 
[30-32]. Проведенные исследования качественно подтверждают основной вывод 
теории двух линий: при достаточно болышой неоднородной ширине параметр R* 
может быть существенно меньше 7. Количественные отличия состоят B TOM, что 
для b=1 условие плохого резонатора для неоднородно уширенной линии о>1, а не 

с>2, как это предсказывает теория двух линий. Одним из наиболее замечательных 
результатов работы [30] является предсказание бистабильного поведения режимов 
генерации в лазере с неоднородно уширенной линией при наличии расстройки 
между частотой резонатора и резонансной частотой линии активного вещества. B 

некотором интервале изменения параметра R генерируемая лазером мощность 
может иметь два значения в зависимости от предыстории. Ограниченный объем 
данной статьи не позволяет углубляться в эту и другие интересные проблемы, 
связанные с лазером на основе неоднородно уширенной линии активного вещества. 
Читатель может ознакомиться с ними по оригинальным и обзорным публикациям 
[30-41,19,23]. 

Поскольку спектральные компоненты поляризации активного вещества 
входят в уравнение для поля (51а) интегрально, возникает идея написать уравнения 
для интегральных динамических переменных активной среды и свести всю систему 
(51) к конечному числу обыкновенных уравнений. В работах [23,41] показано, что 
приближенно такие уравнения могут быть написаны. Результаты исследований 
динамики лазера на основе этих уравнений можно найти B [23]. 

6. Экспериментальные результаты 

Предыдущий анализ показывает, что экспериментальное наблюдение 
динамического хаоса B лазерах - He простая задача. Главная проблема состойт B 
TOM, что практически в любом из широко применяемых лазеров ширина линии 
люминесценции активной среды превосходит ширину моды B резонаторе, так что 
для регулярного лазера o<l. Как следует из материала предыдущих разделов, 
ДИНШ\ШЧССКИЙ хаос B таких лазерах может возникать лишь при модуляции 

параметра лазера (неавтономный режим работы). 
Трудность наблюдения хаоса в лазере с однородно уширенной линией не



только B требовании ¢>1+b, но и B TOM, что при этом параметр самовозбуждения г 
должен быть большим. Напомним, что ш: ® 15 при b=1. Как мы видели, 

положение в отношении / смягчается, если использовать лазер с неоднородно 
уширенной линией активного вещества, HO при этом требование плохого 
резонатора остается. 

Изложенные — обстоятельства — определили — историческую — хронологию 
экспериментального наблюдения динамического хаоса B лазерах. 

6.1. Неавтономный СО,-лазер. В работе [27] экспериментально 
исследовано возникновение режима хаотических пульсаций мощности в CO,- 
лазере, работающем на длине волны излучения 10.6 мкм. Параметры лазера, 

исследованного в работе [27], были следующими: 1 = 0.4 мс; 1, = 10 не; длина 

резонатора 2 м; потери в резонаторе на проход 20%, чему соответствует T, = 

=3-10-8 с; Qy/2n =43 кГц. Накачка лазера обеспечивала выходную мощность 50 

MKBT. Время жизни фотонов B резонаторе изменялось по закону (1/т,)(1+тсов@г) ¢ 

помощью электрооптического модулятора. Частота модуляции /=©/2л могла 

перестраиваться от 40 до 100 кГц. Выходная мощность лазера детектировалась 
пироэлектрическим детектором с временным разрешением 2.5 нс. Tok 
пироэлектрического детектора пропорционален числу фотонов в резонаторе W. 
Этот сигнал подавался на Х-ось осциллографа. На У-ось подавался сигнал, 

пропорциональный W’, так что на осциллографе регистрировалась фазовая 
диаграмма колебаний интенсивности лазера. Наряду с этим с помощью 
спектроанализатора регистрировался спектр функции И/(;) (спектр мощности 
генерации), 

Изменение глубины модуляции в пределах от 1 до 5% не приводило к 
появлению каких-либо особенностей в режиме генерации. Поэтому были детально 
изучены режимы генерации при фиксированной глубине модуляции т=0.01 и 
различных частотах модуляции. 

На рис. 17 представлены спектры мощности и фазовые портреты колебаний 
при изменении частоты f. При частоте модуляции / < 62.75кГц лазер генерирует 
импульсы излучения ¢ периодом T =1/f х 
(на рисунке He показано). Рис.17, а 
соответствует частоте f=62.75 кГц. При 21 
этой YacToTe — модуляции — возникает 1 ] 
движение с удвоенным периодом, что а 
отражено — присутствием B — спектре л2 7 
субгармоники с частотой 1/»f. Рис. 17, 6 
соответствует — частоте — модуляции & - 
7 = 63.80 кГц. При этой частоте © 

6 возникает следующее удвоение периода, 
что отражено портретом предельного „5 
цикла и — наличием — в — спектре 4- 
субгармоники 4/ При f = 64.00 кГц - 
наблюдается странный аттрактор (см. 
рис. 17, в). Осциллограф не разрешает 
отдельные витки траекторий. Спектр 
мощности — непрерывный — с — одним 27 
небольшим пиком на частоте модуляции 14 
(следует — обратить — внимание — на _ 
изменение масштаба оси ординат B г Я 7 _"___›Х 
сравнении с другими картинами этого 
рисунка). Дальнейшее — небольшое Рис. 17. Спектр пульсаций Х/ и вид предельных 
увеличение частоты A0 значения /=64.13 . ‚ 

циклов в фазовом пространстве лазера (Х’,Х) с oro кГц приводит K исчезновению странн периодически модулируемыми — потерями 

аттрактора и возникновению  цикла, резонатора (экспершдент)і 
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5 соответствующего третьей субгармо- 
# 2 нике возбуждающей частоты (см. рис. 

3 17, г). При f>64.25 кГц наблюдается 
5 устойчивый предельный цикл, период 

1 которого точно соответствует частоте 
модуляции.  Было — экспериментально 
обнаружено, что при частоте модуляции 

, | k‘ J=63.85  xI'm — рождается — второй 
Ра I3 Г * предельный цикл утроенного периода, 

сосуществующий с ранее появившимся 
Рис. 18. Спектр пульсаций Х; лазера с перио- циклом учетверенного периода (рис.18). 
дически модулируемыми потерями резонатора: Переход от режима yqeTBepe}msl периода 

видно возникновение двух предельных циклов с (СМ. РИС.17‚ б) K XaOCY (CIVI. pHC-17, 6) 

периодами З//и 4/7 (эксперимент) происходит путем слияния этих циклов. 
Как видно из приведенного выше перечня параметров СО,-лазера, 

исследованного в работе [27], ширина спектральной линия активного вещества 
примерно в три раза болыше полосы пропускания резонатора. Поэтому можно 
надеяться, что модель (46) качественно применима для описания режимов 
генерации в таком лазере. Численное моделирование, изложенное в разделе 4, 
было проделано в связи с описанными экспериментами с СО,-лазером. Как мы 
видели, расчет показывает возникновение второго цикла уже B области удвоения 
периода, а He учетверения, как показывает эксперимент. Возможно, это связано с 
тем, что, строго говоря, СО,-лазер - многоуровневая система. Сведение модели, 
описывающей его динамику, к двухуровневой представляет собой сравнительно 
грубое приближение. Тем He MeHee, предсказания, основанные на двухуровневой 
модели, находят хорошее качественное подтверждение экспериментом: B лазере на 
основе появления четной и нечетной субгармоник возникают по крайней мере два 
устойчивых предельных цикла, слияние которых приводит к рождению странного 
аттрактора. 

Экспериментальные — исследования — СО,-лазера с — модулируемыми 
параметрами нашли свое развитие в последующих работах. В частности, в [42] 
исследованы СО,-лазеры ¢ модулированной накачкой. 

Эксперименты, близкие по духу к исследованиям СО,-лазеров, были 

проведены с лазером бегущих волн на OCHOBE активированного неодимом алюмо- 
иттриевого граната (YAG) [43]. Авторам этой работы удалось проследить переход 
от режима генерации с постоянной амплитудой к хаотическим пульсациям путем 
изменения глубины модуляции добротности резонатора при фиксированной 
частоте — модуляции. Этому — эксперименту — предшествовали — теоретические 
изыскания [44,45], результаты которых качественно подтвердились опытными 
данными. 

6.2. Автономная система. Неоднородное уширение. Первые эксперименты 
по наблюдению стохастических режимов генерации в лазерах с неоднородно 
уширенной линией удалось провести авторам работы [46]. Предтечей этой работы 
можно считать эксперименты, описанные в [47 - 49]. В работе [47] исследовался 
полупроводниковый лазер при гелиевой температуре. Авторы экспериментально 
обнаружили существование второго порога по F, при котором возникали 
периодические пульсации амплитуды генерируемого излучения. Соответствующее 
условиям эксперимента значение параметра b было значительно меньше единицы. 
Хотя достичь условий хаоса в работе [47] He удалось, это была первая 
экспериментальная — работа, — посвященная — целенаправленному — поиску 
нестабильности, предсказанной теорией одномодового лазера. 

Авторам работ [48, 49] удалось впервые наблюдать режим регулярных 
пульсаций в газовом лазере. 

Эксперименты [465› были проведены с электроразрядным Не-Хе-лазером, 
причем принимались специальные меры для того, чтобы ДОбИТЬСЯ превышения 

полосы пропускания резонатора над однородной шириной линий и Ддостичь 
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значения параметра с>2. Наблюдались три сценария перехода от стационарной 
генерации к стохастическому режиму. 

1. Переход через удвоение периода регулярных пульсаций мощности 
наблюдался при перестройке частоты резонатора для следующих параметров 
лазера. Состав рабочего газа: [Xe]-175MTopp; [He]-0.7Topp. Общая однородная 
ширина линии за счет спонтанного излучения и соударений 1/тэ=(6.1+0.3)107с-1. 

Затухание моды резонатора 020 = (3.3 + 0.5)108 с-1, чему соответствует значение 

с=5.4. Максимальный коэффициент самовозбуждения /а =2.3. 
При перестройке частоты резонатора по мере приближения ее к значению, 

соответствующему максимуму усиления, параметр г возрастает и лазер через 
серию бифуркаций удвоения периода пульсаций переходит в режим генерации с 
широким спектром излучения, соответствующим  хаотическим — пульсациям 
моЩности. 

2. Двухчастотный переход к режиму хаотических пульсаций мощности 
наблюдался при постепенном увеличении разрядного тока. Параметры лазера при 
этом были следующими: [Хе]-175мТорр; [He]-0.3Topp, 1/1,=(3.8+0.3)107 c-1, 

0/20=(3.3£0.5)108 с-1, с=8.7. Важно, чтобы расстройка между  частотой 
генерируемой моды резонатора и вершиной спектральной линии попадала в 
определенную область. К сожалению, в работе [46] He приводится конкретного 
значения расстройки. Режим хаотических пульсаций возникал при / = 2.2. 

3. Переход к хаосу через перемежаемость режимов возникал при следующих 
‚ параметрах лазера: [Хе]-175мТорр; гелий B смеси отсутствовал; 1/7,=(2.0 + 0.1)107 с-1, 

®/20=(3.3 + 0.5)108 с-1, с=16.5. В этом случае с ростом возбуждающего тока (или 
нараметра г) регулярные пульсации мощности все чаще  перемежаются 
нерегулярностями в колебаниях; спектр пульсаций постепенно уширяется. При 

°г = 2.2 пульсации мощности полностью теряют регулярность, а спектр становится 
сплошным в пределах от () до примерно 50 МГц. . 

6.3. Однородно уширенная 
спектральная линия, Как мы видели 
(см.раздел 1), для наблюдения дина- 
мического хаоса в лазере с однородно 
уширенной линией активного вещества 
необходима линия усиления с шириной, 
менышей полосы пропускания  моды 
резонатора (c>1+b) и большой коэффи- 
циент возбуждения 7. Удовлетворить _ 
этим условиям удалось путем создания 6 
лазера на основе молекул МН, [50-52]. 
Мы обсудим более подробно результаты 
работы [52]. В этой работе газ молекул 
ISNH; возбуждался излучением 13CO,- 

лазера. Для генерации использовался 8 
чисто вращательный переход аК(4,4) с 
длиной волны 153 мкм. Априори MOXHO | 
было надеяться, что при сравнительно е 
болыших давлениях газа в активной среде 
линия — усиления — будет — однородно 

уширена, и режимы генерации в лазере 
будут следовать теории, описанной B 
разделе 1. Эти ожидания полностью 
подтвердились. На рис. 19 показаны 2 
пульсации, наблюдавшиеся в '5М№Н:- 
лазере при — следующих — параметрах: Рис. 19. Пульсации амплитуды, интенсивности и 

азы в лазере с однородно уширенной линией 
с=4.5; b=0.25; r>10.5; отсутствовала Ёксперимен% Р 
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расстройка между резонансами линий усиления и моды. Как видно, картина 
хаотических пульсаций находится в полном соответствии с теоретическими 
предсказаниями (см. рис.1 - 3). 

ПРИ сравнительно низких давлениях наблюдались заметные отклоневния от 

предсказаний двухуровневой модели с однородно уширенной линией усиления. B 
частности, при низких давлениях и расстройке наблюдался несимметричный 
гомоклинический странный аттрактор Шильникова. За подробностями мы 
отсылаем читателя K оригинальным работам [52,53] и цитируемой в них 
литературе. 

Вместо заключения 

Настоящая заметка - это своего рода историческое 3cce, а не 
последовательный обзор по динамике лазеров: слишком много информации, 
полученной к настоящему времени, осталось «за  кадром». Имеющиеся 
монографии помогут значительно расширить кругозор читателя [54-65]. Но 
монографиям трудно поспеть за быстро бегущим временем. Поэтому, He имея 
реальной возможности дать развернутый обзор нелинейной динамики лазеров, я 
сделал попытку в заключение перечислить основные направления исследований, 
ведущихся в этой общирной области. 

Одномодовые системы. 1. Лазеры с инжектируемым сигналом [10,66-76]. 
Воздействие на лазер производится путем прямого введения внешнего излучения в 
резонатор. Лазер в 3TOM случае часто используется, как сверхрегенеративный 
усилитель. Но интерес к нему обусловлен также и TeM, что он демонстрирует 
сложную динамику. 

2. Резонансный насыщающийся поглотитель 8 резонаторе, возбуждаемом 
внешним сигналом. Такая система внешне напоминает лазер с инжектируемым 
сигналом. Она проявляет бистабильные свойства и в настоящее время является 
наиболее популярной моделью бистабильного оптического элемента [77-83]. 

3. Лазеры ¢ насыщающимся фильтром [84-99). Такого типа лазеры часто 
используются как генераторы коротких импульсов. В cBoe время он был 
«популярен» как бистабильный оптический элемент и в полупроводниковом 
исполнении рассматривался как основной кандидат на место логического 
элемента, необходимого для создания оптического компьютера [86, 87]. Ho время 
вносит коррективы... Лазеру с насыщающимся нелинейным элементом близки по 
духу лазеры с другими типами нелинейности внутри резонатора [96 -98]. Сюда же 
можно отнести лазеры на основе активных сред, сечение индуцированного 
перехода в которых зависит от температуры, изменяющейся с изменением 
мощности генерации [100-102)]. 

4. Лазеры с запаздывающей. обратной связью [25,103-110]. В конце 60-x 
полупроводниковый лазер с запаздывающей обратной связью рассматривался как 
один из вариантов генератора коротких субнаносекундных световых импульсов 
[25]. Впоследствии он приобрел популярность в форме полупроводникового лазера 
с внешним резонатором, используемым для стабилизации частоты и уменышения 
спектральной ширины линии генерации лазера [103], но тут же ввиду богатства 
динамических режимов он стал «добычей» нелинейных динамиков. 

Многомодовые системы. ©Очевидно, что с возрастанием числа мод 
динамические возможности системы неограниченно возрастают. Возрастают и 
трудности анализа таких систем, так что многомодовые системы еще сравнительно 
малоизученная область. 

1. Противофазная динамика [111-117]. Истоки этих работ в попытках 
понять сложную динамику генерации твердотельных лазеров на основе механизма 
нелинейного взаймодействия близких по частоте мод [111-114]. 

2. Взаимодействие многих мод в лазерах [25,41,118-125]. Сюда следует 
отнести  динамику — межмодового взаимодействия в связи с проблемой 
чувствительности метода внутрирезонаторной лазерной спектроскопии [126}. 

3. Поперечная динамика лазерного излучения, формирование структур [127-130). 
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4. Динамика лазерных решеток [131-134]. 
5, Генерация высших гармоник. Развитие метода генерации гармоник путем 

помещения нелинейного элемента внутрь резонатора сделало генераторы 
гармоник динамически интересными системами. По существу, генераторы 
гармоник - это разновидность многомодового генератора. Даже если задающий 
генератор одномодовый, все устройство в целом представляет собой двухмодовую 
модель, описывающую поле основной частоты и поле гармоники [135 - 137]. 

Управление хаосом. В последние годы стала популярной тема управления 
хаосом. Еще в работе [6] было показано, что хаотические пульсации можно 
подавить внешним сигналом. 'Гой же цели может служить отрицательная обратная 
связь [138]. Разрабатываемые в последние годы методы основаны на идее выбора 
желаемой фазовой траектории из множества траекторий странного аттрактора и 
ее поддержания с помощью малого управляющего сигнала [139-144). 

Трехуровневые модели. B основе большинства работ по динамике лазеров 
лежит двухуровневая модель активной среды. Фактически же для стационарной 
накачки лазеров необходима, как минимум, трехуровневая система?, Однако, если 
накачка производится некогерентным источником энергии, TO динамическая 
модель такого лазера, как правило, может быть сведена K двухуровневой схеме. 
При накачке лазера когерентным излучением реальная динамическая система 
усложняется. В этом случае квантовые переходы между всеми  парами 
трехуровневой схемы играют существенную роль в динамике лазера, и модель 
лазера не может быть сведена к двухуровневой схеме. Это обстоятельство привело 
к появлению серии публикаций по динамике «трехуровневых» лазеров [145 - 150]. 

Другие системы. Недавние теоретические исследования показали [151-153], 
что мазер на основе пучка моноскоростных атомов или молекул демонстрирует 
богатую динамику мультистабильных режимов. K сожалению, пока нет 
экспериментальных работ на эту тему, хотя оценки указывают на возможность 
постановки экспериментов [153]. 

Многие современные лазеры используют сверхзвуковые потоки активного 
вещества. Движение активной среды может обусловить взаимодействие мод B 
таких системах [154], что делает изучение динамики быстропроточных лазеров 
интересной проблемой, 

Проблема динамической стохастичности в лазерах и других нелинейных 
оптических системах остается предметом пристального внимания исследователей 
вплоть до сегодняшних дней. Она стала темой специальных выпусков ряда 
известных журналов (cM., например, [155] и серии специализированных 
конференций IDLNOS 85 [156], NDOS90 [157], NDOS‘92 [158], NDLOS*93 [159], 
NDOS*95 [160]. 

Приведенный список литературы, несмотря на его внушительный объем, HE 
претендует на полноту. Составление исчерпывающего списка - за пределами моих 
возможностей. Ряд авторов фигурируют B списке неявно: их работы можно найти B 
литературном перечне монографий, обзоров и в трудах конференций. Я приношу 
извинения тем авторам, публикации которых остались вне моего поля зрения. 
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DYNAMICS ОЕ SINGLE-MODE LASERS AND DYNAMICAL СНАО5 

A.N. Oraevsky 

A review on nonlinear of single-mode lasers are presented. A special attention is 
paid to properties of a strange attractor corresponding to a chaotic regime of a single 
mode laser. The main topics of laser nonlinear dynamics are listed and discussed. List of 
references: 160 positions. 
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