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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С ГОМОКЛИНИЧЕСКОЙ ТРАЕКТОРИЕЙ СЕДЛОВОГО 

СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ 

ДЛ.А. Бакалейников 

В работе решается задача построения по данной динамической системе с 
седловым состоянием равновесия такой системы, которая обладает гомоклинической 
траекторией и совпадает с исходной в некоторой окрестности состояния равновесия. 
Приведен конкретный конструктивный путь построения модифицированной системы, 

Изучение хаотических явлений в нелинейных динамических системах в 
последние годы привлекает болышое внимание. Kak известно [1], одной. из 
возможных причин возникновения хаоса является наличие у системы орбит, 
гомоклинических K инвариавтным — многообразиям гиперболического типа. 
Проблемы, связанные с существованием и нахождением гомоклинических 
траекторий данных динамических CHCTEM, являются весьма сложными даже B 

остейших случаях, когда инвариантное многообразие представляет собой точку 
покоя [2,3]. В ряде случаев интерес представляет и обратная задача - построение 
нинамической системы, заведомо обладающей гомоклинической траекторией. B 

настоящей работе приводится конструкция, позволяющая по данной динамической 
системе постройть CHCTEMY, которая совпадает с исходной в некоторой 
окрестности состояния равновесия и имеет к нему гомоклиническую траекторию. 

Итак, рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

х = Е(х), хе R" 1) 

где F:V— К - гладкое (класса С', г 2 1 ) отображение открытой окрестности У 

начала координат в R". Будем предполагать, что х=0 является гиперболической 
точкой покоя системы. Целью дальнейших построений является определение 
гладких (класса С', г > 1) вектор-функций G(x) таких, что F(x)=G(X) в некоторой 

окрестности точки х=0, а динамическая система х=С(х) обладает гомоклинической 
траекторией. 

Выберем одну из устойчивых и одну из неустойчивых траекторий, 

стремящихся к точке покоя при # — е° и 7 — -со, соответственно. Построим сферу 
$ = {x е В | lIxll = £} радиуса е с центром в начале координат так, чтобы она лежала 
в области V, и обозначим точки пересечения выбранных траекторий с этой сферой 
через х,, X,. Введем единичные векторы Q=X/IIxll, О,=х/х, @„хх и определим 
конусы .



Ko'={ хе КЮ - QI <}, 

Ko =(же &' 11@ - Q1 <) 

Рассмотрим (л- 1) -мерные множества Ш(х) Ш(х‚,) являющиеся пересечениями 
сферы 5. с конусами K Y, Ko, " 

Вследствие непрерывности правых частей при достаточно малых е найдется 
такое значение y, что 

(x, F(x)) <0, хе U'(x,), 
@) 

(x, F(x)) >0, xe U'(x,), 

то есть множества (/(х,), UY(X,) являются сечениями векторного поля, причем 
поток на UY(X,) направлен внутрь области, ограниченной S,, а на (/(х,) - наружу. 

С целью построения гомоклинической траектории изменим правые части 
системы (1) в области |х!| >e. Выберем некоторое значение к так, чтобы сфера 
Serax лежала B области V, и рассмотрим вектор-функцию 

Fi8 (x) = F(x)n"(1Q - Q- у’2)т а(О - Э! - у/2) + 

+ (1 - т’а(НЮ - Qi - v2))[-Qnep(r - £~ 6) + F(eQ) (1 - mgp(r - &- 8))] + 

+ (1 - (I - Q1 - у/2))[ Эпьз(г - e- $) + F(eQ) (1 - ngp(r - & )] (3) 

при О<ё<к. Здесь /=х!, n,(8) - бесконечно гладкая неубывающая функция, 

принимающая значение ( при 9<-¢ и значение 1 при ®>4. Второе и третье 

слагаемые в формуле для F;9(x) описывают переход от Е(х) к значениям (-Q) и Q 
внутри конусов Ко,” и Ко,”4, соответственно, при росте / от е+6/2 до e+368/2 
(области I и П на рисунке). Поэтому на сфере S, вектор-функция Е'$ (х) совпадает 
с заданной правой частью F(x), а на пересечении сферы $,но; © КОНусами K Y4 и 

KoM - с единичными векторами (-Q) и Q. 

Покажем, что значение ё можно выбрать таким образом, чтобы траектории, 
проходящие через X, X,, пересекали сферу S, 5 ВНУТри конусов K, /4, Ko 74, Для 
этого рассмотрим систему с правой частью 

К /2+0 В с.(х) Е(х), lxll<e, ) 
= - 

X) = . . 

N e o 1 К(х), — е < Их!! < е+4к. “) 

Поскольку F(x) непрерывна B 
шаре W,y ={xeR" ИХИ < e+4x}, то суще- 

ствует KOHCTaHTa M, такая, что 

”F(X)” SM], ХЕ We+41<- 

Тогда для F1%(x) в шаровом слое € < Х< 
< е+4к согласно (3) имеем 

ИЕ 8(х)Н < M+(1+M ) +(1+M,) = L, 

. к и, следовательно, вектор-функция G3(X) 
ы ¢ = -(л/2+9)+6 в ограничена в шаре Ик 

Структура окрестности точки покоя 5 < 
сконструированной системы с гомоклинической 1618(х)!! < Ly, X € И, (5) 
траекторией



Согласно оценке (5) можно утверждать, что траектория системы с правой частью 
G5(x), выпущенная из произвольной точки шара W,,,,, За время <2/, не уходит 
на расстояние большее, чем Г.7. Пусть / - минимальное расстояние от X,, до точек 
границы конуса Ко,”4. Тогда при t<t*=min{2«/L;, ИГ.} траектория, выпущенная из 
X,, остается внутри Ко,'4. Оценим г для таких времен. Для системы с правой 
частью (4) найдем 

п = За x5 луг =L Ор = (0,С48 (х)). 

Для х из конуса K, 74 в соответствии с (3) имеем 

# = 50(7 - e &) + (Q,F(eQ)) (1 - ngu(r - #- 8)). (6) 

Согласно оценке (2) скалярное произведение (Q, F(eQ)) положительно для Qe Ko, Y, 
поэтому существует константа ;>0 такая, что 

т < (Q, F(E Q))a Qe KQuYM. 

Пусть l;=min{1,m,}. Тогда, согласно (6), 

к> 

и для траектории, начинающейся на сфере S, и не выходящей из конуса Ко,/, 

выполняется неравенство 

r(t) > & + Lt 

Выберем §, из интервала [0,к] так, чтобы выполнялось неравенство 26,<17. Тогда 
за время (<f* траектория, выпущенная из X,, достигнет сферы S,,s, ОСТАВаясь 

внутри ковуса Ко4. 
Обращая время и проводя аналогичные рассуждения B окрестности точки х,, 

найдем 6,= [0,x] такое, что траектория, выпущенная U3 X,, пересекает сферу Se.os. 
оставаясь внутри Ко,'4. 

Полагая в (3) =min{$,,5,), можно утверждать, что точки X', и X'y, по которым 
траектории, проходящие через точки х, и х,, пересекают сферу Se,25, Лежат внутри 
конусов Ко,”* и K4, COOTBETCTBEHHO. Это, в свою очередь, ознвачает, что 

векторное поле B точках X, и х’, совпадает с векторами ©’=х х |l и - &= -Х 
Сконструируем теперь правые части системы вне шара И’,э; Tak, чтобы 

существовала траектория, соединяющая точки X, Х, ©С этой целью выберем 

новую координатную систему следующим образом. Поскольку при достаточно 
малых € и 6 точки X', и х’, не совпадают и не лежат на концах одного диаметра, TO 
векторы X', и X' линейно независимы. Это позволяет выбрать орты 1, ё› НОВОЙ 

координатной системы в линейной оболочке £(X’,, х’,) векторов X', х’, Положим 

€1 = ©Э = (Qlu + Q’S)/ HQ’M + Q’s”, (egl,egz) = О‚ (6&2‚913) > 0. 

В качестве ортов €3, ..., €, ИСПОЛЬзуем произвольный ортонормированный базис 

ортогонального дополнения K £(X',, х’,). Пусть переход между старым и новым 

ортонормальными базисами задается матрицей А 

х=АЁ, E=Alx 

Построение гомоклинической траектории, соединяющей точки х’, Х, будем 

осуществлять с помощью системы E=H(E), вектор-функция Н в правой части 
которой задается равенствами



Hi(E) = -0(E2- &) - B(&;- £10)(((E1- £10)2 + (&~ 650)2)12 - a)/((&1- &10)? + (55- 650)2)1, 

Ho(&) = (&1~ &) - B(&- &0 (((&1- 1902 + (G- &N - o)/((&1- £19)2 + (G- 620)2)1, 

H(E) =0, 3<i<n. (7) 
Здесь 

5)° = (е+26)/со$0, cos26 = (О’,, ), & = 0. (8) 

Эта система описывает движения, параллельные плоскости &, &,. В этой плоскости 
в полярных координатах 

p=((&- &2 + (&- 62°)2)12, — ф = агс!@((62- £,9)/(&1- &1°)) 

с центром в (§,9, &,0) она имеет вид 

р = -В(р - о), ф= @. (9) 

Гладкое сращивание векторных полей С,° (х) и AH(A 'x) проведем 

следующим. образом. Выберем число 6 так, чтобы конус Koyt лежал внутри Ко,'4, а 

конус Ko b - внутри Ко 4. Цля хе S5 M Kot векторное поле совпадает с -©, а для 

хе 5в M Kok - с Q. Поскольку конусы Kok, K, b не пересекаются, TO существует 

ъ такое, что Koo’ M Kot = 0, Коо? M Ко,5 = 0. Обозначим разность &,°- #- 26 через v 

и определим правые части системы вне шара W, 5 формулой 

оо (х) = па(мо - W(X) + M2){nyu(11Q - Эд - о/2)[ Е1 (х)(пом(ФСх) - 

- (л/2 + 6) + с/2) + nou( -Ф(х) - (W2 + 9) + с/2)) + (1 - псм(Ф(х) - 

- (п/2 + 9) + о/2))(1 - ngu( -Ф(х) - (7/2 + 8) + о/2))АН(А-1х)]| + (10) 

+ (1 - тоа(ИО. - @1 - 2 [FP (к)пда(е + 5 + W2 - 1) + 

+ АН(А-1%)(1 - па( + 28 + w/2 - )]} + АН(А-1х)(1 - тод(уо - w(x) + М2)). 

Здесь о=2(е+26)ну; w(x)=lE(x) -&ll, E0 = (£,0,£,0,0,...,0)7; и=Ё0совд/сов(0- 1) -- 28, 
t=2arccos(v/2); A - произвольное положительное число. Согласно этому 

выражению вектор-функция F,°(x) совпадает с АН(А-1х) вне шара с радиусом 

\о+3М/4 и центром в точке А-! &Y первый член в фигурных скобках описывает 

переход от Fy® (х) к АН(А-1х) в областях Ш и IV (см. рисунок) вне конуса Ko 3v4, а 
второй - переход от F;8 (х) к AH(A- 1x) внутри Код°/. 

Покажем теперь, что для значений параметра @ из некоторого интервала 

величину с можно выбрать так, чтобы траектория, выпущенная из X, пересекла 

гиперплоскость ф=-(п/2+0)+с, оставаясь внутри Kt Для этого прежде всего 

оценим максимальное расстояние, на которое может уйти траектория из точки X/, 

за время /. Зафиксируем некоторое x>0 и рассмотрим систему с правой частью 

(10) на множестве Ko, MDY, где 

Dx={xe R" | - (п/2+0) < ф(х) < -(n/2+6)+ у) 

Пра o<y вектор-функция F,°(X) на этом множестве имеет вид



F27(x) = Qnou( -Ф(х) - (л/2 + 6) + о/2)) + 

+ (1 - nou( -Ф(х) - (7/2 + @) + о/2))АН(А-1х). (11) 

В силу непрерывности F,0(x) в замыкании множества Ko b M Dx, имеем 

RGO < 1 + му = Г, (12) 

M;* = max II§1H(A' ). 
XEKQ'UCHD 

ПУСТЬ [С - минимальное расстоявие от Х‚и [0 точек границы конуса КП’ЦС' ТОГДа 

траектория, выпущенная из Х‚и‚ не ВЬ]:ЙДБТ из конуса KQ'uC B течение времени 

t<l§/L2”. Заметим, что для точек из Kot M DY, принадлежащих плоскости векторов 

х’, X',, правая часть (11) лежит B #(х’„х’,). Вследствие этого движение указанных 

точек под действием дифференциального потока X= F,°(x) будет плоским и его 

можно описать BO введенных ранее полярных координатах р, Ф. При этом 

ф = (FZG(X)setp)/p = (Qae«p)nom( -Ф(х) - (/2 + ©) + о/2)/р + 

+ @0(1 - Noul( -Ф(х) - (/2 + @) + с/2)), 
где €, - орт полярной системы координат. Как легко видеть (см. рисунок), вектор 

€, совпадает с © в точке X', H, следовательно, при достаточно малых { и Х можно 
считать, что ‚ 

min (Q,e4(x)) > 1/2, 
хе МО 

где М,/5* = 2(х’„х’,) N Ко& 7\ DX, Пусть 

р„= тах p(x). 
хе МО 

Torpa для всех xe М,°* справедлива оценка 

Ф >псм( -Ф(х) - (W2 + ©) + о/2)/(2р,) + (L - пн( -Ф(х) - (W2 + ) + о/2)), 
При O<w<1/(2p,) имеем 

ф> @, 
откуда 

- (п/2+0 ) + ot < ф(х(7)). 

Если величина с такова, что о<о//Г.“, TO траектория, выпущенная U3 X', достигнет 

гиперплоскости Ф=-(п/2+0)+с за время 1<ls/L,', не выходя за пределы Ко,. 

Аналогичные рассуждения можно провести и для окрестности точки х’, Выбирая 
o из интервала (0, min{1/2p,, 1/2р,}) и o<min{wl/L,", wl/L,’}, можно добиться того, 

чтобы траектории, проходящие через X', и X', пересекали гиперплоскости ф= 

=-(п/2+0)+с, ф=(л/2+0) -с в точках, принадлежащих конусам Kot и Ko & Будем 

полагать, что выбранное значение с достаточно мало, так что выполняется 

неравенство 0<6. 
Рассмотрим систему



х = G(x), 

G(x), Их!! < е + 28, G(x):{ 1°(х), Их!! <& 
(13) 

Fo(x), х!| > е + 25. 

Для точек из множества Р = (хе R" | - (л/2+0)+с < ¢ (х) < (д/2+0) -0} правые части 

(10) совпадают с AH(A-1 х), поэтому для х е Р M #(х’,, х’,) система (13) сводится к 

системе (9), решение которой имеет вид 

ф= 0г + @) р = @ + (ро - одехр(- Вг )= @ + (ро- о)ехр(- В(Ф- Фо)/о). 

Определим величины рт› Prax: 

Pmin = inf p(x), Proax = sup  p(x). 
хе К@_»ЗС. " E(X Х;) хЕ KQ'SC. N A, Х;) 

Ф(х)=(к/2-+8) -5 Ф(х)=(к/2+8) -5 

Пусть траектории системы (13), выпущенные из точек X', и х’,, пересекают 

гиперплоскости - ф(х)=-(п/2+0)+с и Ф(х)=(п/2+0)-с B точках х”, и X', 

соответственно. Обозначим р‚=р(х”,), р„=р(х”,), A=min{lp -~ Рто!1Р„- Pmax!}. Значение 

р* для образа точки х”, на гиперплоскости фФ(х)=(п/2+0) -6 при отображении, 
определяемом (13), будет 

р*(ооВ) = @ +(p, - о‹)ехр(-в (п+29-2с)/о). 

Покажем, что можно найти значения параметров @, В, для которых будет 

справедливо равенство 

р*(о.В) = р,. (14) 

Выберем значение B Tak, чтобы 

2(Ргтах- Prmin) ехр(-Вл/о) < А/А. 

Тогда при о=0=ру- A/2 имеем 

р“(ои,В) = ps~ A2+(p,~ ps+A/2) exp(-B(n+26- 20)/w) < p,- A/4. 

В то же время подстановка a=0,=p+A/2 B p*(0,B) дает 

2"(со,В) = р‚+А/2+(р„т р„ А/2) ехр(-В (п+20- 2с)/о) > р‚+-А/4. 

ВСЛСДСТВИС НеПРВРЬГВНОЙ зависимости p от Параметра [0 НЭЙДСТСЯ такое значение 

aefoy,00), для которого будет справедливо равенство (14), что и означает 
существование гомоклинической траектории для системы (13). Поскольку 
вектор-функция G,°(x) совпадает с F(x) в mape |Ix/I<e, то построенная система (13) 
решает поставленную задачу. 

Предложенный метод построения динамических систем с гомоклинической 
траекторией справедлив и для более общего случая, когда положение равновесия 
исходной системы имеет хотя бы одну устойчивую и хотя бы одну неустойчивую 
траектории. 

В заключение автор благодарит А.С. Зильберглейта и Е.В. Галактионова за 
полезные обсуждения пн ннтерес к работе.
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ОМ ТНЕ METHOD ОЕ ТНЕ CONSTRUCTION ОЕ ТНЕ DYNAMIC 
SYSTEM WITH ТНЕ HOMOCLINIC TRAJECTORY 

OF SADDLE EQUILIBRIUM POINT 

L.A. Bakaleinikov 

The task of the creation of the system that has the homoclinic trajectory and co- 
insides with the initial one in some vicinity of equilibrium point from е system with 
saddle point is solved in the paper. The way of the construction of the right parts of the 
modified system is given. 
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