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ИНЛУЦИРОВАННЫЙ ШУМОМ ПЕРЕНОС БРОУНОВСКИХ ЧАСТИЦ 
В СИСТЕМЕ С «ПУЛЬСИРУЮЩИМ» ПЕРИОДИЧЕСКИМ 

ПОТЕНЦИАЛОМ 

А. Н. Никитин, Д.Э. Постнов 

Рассматриваются проблемы нелинейного броуновского движения в системах с 
«пульсирующим»  асимметричным  периодическим в пространстве потенциалом. 
Сравниваются приближенные аналитические результаты и результаты электронного 
моделирования. Объяснены зависимости средней скорости движения частиц для 
периодического и случайного (бинарный шум) законов модуляции потенциала. 

Введение 

Одной из популярных моделей, описывающих молекулярные моторы, 
является система с «пульсирующим» периодическим потенциалом ([1] и ссылки в 
ней). Пусть некоторая достаточно крупная молекула совершает тепловое 
(броуновское) движение около полимера. Благодаря периодичности структуры 
полимера его электростатическое ноле также обладает периодической структурой. 
Кроме того, из-за несимметричного распределения электрических зарядов в 
пределах одного периода полимера его поле является еще и асимметричным. 
Броуновская частица-молекула участвует в обратимой химической реакции [2, 3], 
в результате которой она приобретает и теряет случайным образом свою 
электронейтральность, то есть становится и перестает быть заряженной частицей. 
Когда частица заряжена, она взаимодействует с полем полимера, которое можно 
аппроксимировать периодическим в пространстве асимметричным потенциалом 
V(x) (рис. 1). Если частица стала электронейтральной, то она не взаимодействует с 
полем полимера и для нее можно считать потенциал нулевым. То есть 
эффективный потенциал для частицы есть 

У(х) 
и(ко) = г(Э Vx) =4 LT (1) = 2(9 УС о, ) . В 

Функция времени g(f) последовательно 
принимает значения О и 1, причем 
случайным образом. 

Появление потока — частиц B 
рассматриваемой систёме можно объ- Рис. 1. Пространственно-периодический асим- 
яснить — следующими — рассуждениями — метричный потенциал 
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(puc. 2). Пусть первоначально включен 
периодический потенциал и  имбестся 

A множество невзаимодействующих друг с 

:\Z / другом — частиц, положение — которых 

Ulx) =Vix) 

характеризуется плотностью p(x,t). Все 
х частицы сначала локализованы B 

И(хи) =0 пределах одного периода потенциала 
около состояния равновесия!, то есть 
потенциальные барьеры очень высоки. 
Пусть теперь в момент времени & 

потенциал переключился и стал нуле- 
вым. Тепловые флуктуации с течением 
времени — раскидают — частицы — на 
расстояния, соизмеримые по величине с 
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Ик = V(x) периодом потенциала L. Распределение 
частиц вдоль пространственной коорди— 

| / /\ наты будет близким к гауссову (см. [4]) 

\ х р( = " exp| -& —)° ] 
Ufxt) =V(x) Y T [4nD(t - 1) 4р -6)° 

/ 

ИА/ Здесь л — среднее число частиц на 
У _„ — периоде, D — коэффициент диффузии, Х) 

х — —координата минимума потенциала. 
Если снова включится периоди- 

Рис. 2. Эволюция плотности частиц. Плотность — ческий потенциал (В момент времени 1‘7). 
p{x,f) изображена для пяти MOMEHTOB времени, “ 
соответствующих разным фазам механизма 10 частицы — локализуются  OKOJO 
генерации потока состояний равновесия, причем, возле тех, 

в бассейнах притяжения которых они 
оказались. Из-за разницы в величине бассейнов притяжений, соответствующих 
крутым и пологим склонам потенциала, будет иметь место смещение центра масс 
частиц, причем, в сторону крутого склона. Понятно, если потенциал будет 
переключаться очень часто, то за короткие времена «выключенного» потенциала 
тепловые флуктуации не раскидают частицы на достаточное расстояние и они не 
окажутся в бассейнах притяжения соседних состояний равновесия, вследствие чего 
поток будет почти нулевым. Также, если потенциал будет переключаться очень 
редко, то редко будет нарушаться равновесвость системы, и поэтому поток будет 
очень малым. VI3 этих рассуждений следует «резонансная»? зависимость потока 
частиц / от частоты переключений / функции g(t). 

Сама природа молекулярного движения подсказала ученым и инженерам, 
занятым в нанотехнологии, способ управления движением молекул [5,3]. 
Очевидно, если g(r) будет не случайным процессом, а периодической функцией 
времени, то сам механизм направленного движения сохранится. Этому посвящена 
экспериментальная работа [5], где периодический потенциал создавался лазерным 
излучением, в поле которого двигались броуновские частицы. 'Гаким образом 
возникла задача 00 исследовании зависимости потока частиц от закона 
модуляции — периодического потенциала. Представленная авторами  работа 
посвящена данной проблеме. 

В настоящее время L.P. Faucheux, L.S. Bourdieu, P.D. Kaplan, A.J. Libchaber 
и др. применяют искусственно созданные системы с «пульсирующим» периоди- 
ческим потендиалом B нанотехнологии для направленного перемещения и 
сортировки групп молекул [5,6]. Перспектива такого инженерного применения 
является стимулом для многих ученых. Кроме того, исследование систем с 

1 Состояние равновесия — минимум потенциала. 

* В данном случае под резонансным характером зависимости подразумевается наличие у нее 
максимума.



«пульсирующим» периодическим по- — , 
тенциалом затрагивает — интересы — с 
современной медицины. + 

Для исследования общих свойств 
систем C «пульсирующим» периоди— 
ческим — потенциалом — вовсе  HE 
обязательно — ставить — эксперименты 
непосредственно на броуновских части- 100 
цах. В [7,8] показано, как на основе — 
мультистабильного осциллятора типа 
фазовой — автоподстройки — частоты 
(ФАП) можно построить — модель с -150 
периодическим потенциалом. 

На рис. 3 изображены экспери— ] ^ 
ментальные — результаты, — которые 
получены —на — ФАП, когда  g(¢) -200- ппп 
представляет собой процесс переклю— 0 5001000 1500 2000 / гц 

чения Ме}кду О й 1 ]:ЁРИВОИ ]Ч› Puc. 3. Зависимость потока OT частоты 

соответствует периодический, а кривой переключения g(f) между 0 и 1 (результат 
/ т — случайный процесс переключё- аналогового моделирования). Расстояния, coor— 
НИяЯ g(t), то есть бинарный шум3. ветствующие пологому и „крутому  склонам 
Сравним обе кривые. На высоких потенциала, составляют 75% и 25% от его 

частотах f переключения 2(г) кривая Л, периода L 
лежит выше кривой Л,. Объясним этот экспериментальный факт на языке 
броуновского движения. Здесь [ обозначает частоту периодического переклю- 
чения g(f) для кривой J, и среднюю частоту случайных переключений #(/) для 
кривой J,,. Случайный пропесс g(¢f) обладает широким спектром времен 
пребывания в состояниях 0 и 1, кратных Т) — минимальному времени между двумя 

переключениями g(t) (рис. 4), в то время как периодическому процессу 2(г) будет 
соответствовать только одно характерное время Т). Следовательно, как показано 
выше, за короткие времена Т) «выключенного» потенциала тепловые флуктуации 
не раскидают частицы на достаточное расстояние, и они не окажутся в бассейнах 
притяжения соседних СОСТОЯНИй  p А 
равновесия. Для периодического 
переключения #2(7) поток будет близким 1/8 |- т 
к нулевому. Для случайного процесса 
из-за присутствия B его спектре времен 
пребывания в состояниях О и 1 й 
компонентов с достаточно длительным 1/16 
временем — пТо механизм — генерации 
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потока будет продолжать работать. В sz 
этом случае поток будет больше по B Т Т — 
абсолютной — величине, — чем — при 
периодическом процессе переключений Ty 2T, 3T, 4T, Время 
g(). Подкрепим 3TO — рассуждение 
математическими выкладками. Рис. 4. Спектр времен пребывания 

1. Поток частиц при периодической модуляции потенциала 

Будем предполагать, что плотность частиц Р(х‚) является периодической 

функцией координаты х 

3 См. определение бинарного шума ниже. 
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Px,t) = P(x+L,t) 

и нормирована на единицу на периоде потенциала L („ = 1). Периодической 
модуляции потенциала U(x,f) соответствует периодическое переключение функции 
g(t) между нулем и единицей ' 

Vi(x) 
Ulxp) = г() у) = 1 LT 

0. 

Пусть в течение времени Т. функция g(¢) = 1, а B течение следующего интервала 
времени Т, функция #(2) = 0. Следовательно, период процесса переключения 
составляет 27, и €My соответствует частота повторения переключений 

f=1@2T). 

Считаем высоту потенциальных барьеров настолько бОЛЬШОй‚ что за интервал 

времени T, при U(x,f) = V(x) все частицы собираются B минимумах потенциала, и 

их распределение можно аппроксимировать 5—-функциями Дирака 

Plet) =2 (x—xiL). 
[=-©со 

С момента /; выключения периодического потенциала (U(xt) = 0) плотность 
частиц эволюционирует и K моменту времени ¢+7; принимает вид 

_'Р(Х‚Г1+Т0) =Ё Рі(хэ[1+Т0)т 
[=—o0 

где 
n —(х - xp—iL)2 

хр [ ахр ° арт, pilx.t+Tp) = 

Найдем число частиц, покинувших пределы /-й потенциальной ямы (см. рис.1 и 2) 
в сторону возрастающих значений координаты х, 

5-а 

G'I = J-.\'o жа р"(хз[1+Т0) ах. 

Аналогичным способом ННЙДСМ число частин, покинувших пределы ОДНОй 

потенциальной ямы в сторону убЬПЗ&ЮЩИХ значений координаты X, 

Xg — b 

С, = Г. pilxt+Ty) dx. 

За следующий интервал времени I, (при включенном потенциале) BCE частицы 
соберутся в минимумах V(x). То есть произойдет смещение центра масс частиц. 
Далее весь продесс повторится снова. Определим поток частиц в единицу времени 
в условиях периодической модуляции потенциала как 

]п = 1/(2To) (Gl - Gz) 

Расчеты по этой формуле показывают, что зависимость J, от частоты имеет 

4 Далес будуг рассматриваются только те частицы, которые B MOMEHT выключения потен- 
циала находились в пределах одного ero i—oro пернода. Полная плотность частиц /(х‚) будет 

складываться из множества плотностей р{(х,0) аналогичных р(х,/) (см. рис.2), смещенных 

относительно друг друга вдоль х на величины кратные периоду потенциала,



«резонансный» характер, TO есть существует некоторое оптимальное значение 
частоты f, при котором абсолютная величина потока /| максимальна. Аналогич-- 
ный результат получен в [5] 

2. Поток частиц при модуляции потенциала бинарным шумом 

2.1. Бинарный wym. Определение. Бинарный шум$ — это дискретный 
случайный процесс g(t), имеющий два возможных состояния 1 и 0, причем смена 

состояний возможна только в фиксированные моменты времени 1, =A% kT, где 

Ty=const, k=0, 1, 2... —-целое неотрицательное число, A — случайная величина, не 
зависящая от g(t) и равномерно распределенная на отрезке [0, To] [9]. 

To есть под бинарным шумом мы  будем  понимать — случайную 
последовательность нулей и единиц. В этой последовательности смена нулей на 
единицы и обратно происходит случайно B моменты & (рис. 5). При равной 
вероятности появления символов можно показать, что нпосле единицы с 
вероятностью P11 = l/p появится единица, и с вероятностью Py = 1/ появится 

ноль. Аналогично Py = Py = 5. В болышой последовательности длительностью 

NT, содержится примерно одинаковое число нулей и единиц. В ней 
последовательность символов «1,0,1» встречается с вероятностью 

P1.0P0,1 :1/21/2 = 1/4 

Последовательность символов «1,0,0,1» встречается с вероятностью 

Р'і,О Р0‚0Р0‚1 :1/21/2 1/2 = 1/23 

Далее, рассматривая серии U3 нулей и единиц, увидим, что серия из т нулей 
(единиц) будет встречаться с вероятностью 

Pm = ]_/2!)1—!-1_ 

Следовательно, в болышой последовательности длительностью N Т, содержится в 
среднем 

(NIm)P,, = NI{m2m+1) 

серий из т нулей (единиц). Общее число всех таких серий нулей (единиц) равно 

м ` N 
K=2, (N /m)P, =X, NI (m2n+1). 

Определим среднюю частоту переключений бинарного шума как 

N м 
К» = К/У То) = V(N Т)Ха (М /т)Р „ = М(М T)Z,, 4N [(m2m+1) = 

N 

= (1/ To)z,,,=11/(7722"’+1). g(t) МТо . 

17 T т M 

Ряд очень быстро сходится. Можно ВЕЛ Ty g 
считать, 9TO выполняется соотношение = <| | | | | | ‘ g 

0 Н | 2)2 : | 
‹ 1 

.fi:p = 1/(3 То) 

Рис. 5. Реализация бинарного шума 

5 Другое название — квазислучайный телеграфный сигнал. 

25



2.2. Модуляция потенциала бинарным шумом. В отличие от случая 
периодической модуляции потенциала поток при бинарном шуме  будет 
складываться U3 потоков J,,, соответствующих сериям U3 т нулей, 

Jm = 1/(’71TO)(G1,IH - GZJH)? 

где Gy, — число частиц, покинувших пределы одной потенциальной ямы B сторону 
возрастающих значений координаты X за время Г, 

Gl,m = J‘.\'g +а Рі(х›’"То)СЁХ‚ 

Со»„ — число частиц, покинувших пределы одной потенциальной ямы в сторону 
убывающих значений координаты х за время тГ), 

хо -Б 

Сэ» =122 pilx, тТо) dx. 

За интервал времени тТо с момента & выключения периодического 
потенциала (U(x,t) = 0) закон распределения плотности выделенных нами частиц 
(см. раздел 1) приобретает вид 

n [ —(x - х o—iL)? 

(4nDmT, )%{ Р 4ЭтТо 
pix,mTy) = 

Суммарный поток Л, складывается U3 потоков J,, € учетом их вероятностей 

(вероятностей встретить в случайной последовательности бинарного шума серии 
из т нулей) 

`]ш = 2‚›:1 ]т Pm = (і/ТО) 21::1(61,7›7 - G2,m)/("l'2/”+1)' 

Зависимость потоков /„ Р„ от средней частоты f., переключения бинарного шума 
представлена на рис. 6, а потоки J,, Л„ — на рис. 7. 

У 
] T 

~0.5 и 
/ / 

-1.03 /// 

-1.54| 
3 / 
11 4 

—z.03 | Y / 

251 \ /7 7 2.5 3 п 

-1.5 —3.0 T T T T T леер 
0 50 100 150 200 f = ср 0 50 100 150 200 7 7р 

Рис. 6. Зависимость потоков J,,P,, от средней  Puc. 7. ФЗависимость потоков от частоты 
переключения #(/) между 0 и 1 (аналитический частоты переключения бинарного шума (aHa— 
результат представлен в безразмерных коорди- литический результат представлен в безраз- 

мерных координатах); показаны первые пять 

потоков: I — /|Р{{ 2 — /эРэ; 3 — ЛР); 4 - J4Py; 

Ha’ra_x). РЕ:\СС"ГС)ЯНИЯ7 соответствующие пологому 

и крутому склонам потенциала, составляют 75% 
и 25% от ero периода L; коэффициент диффузии 
D=1; длина периода потенциала L = 1



Выводы 

В данной работе  рассмотрено  поведение — броуновских — частиц B 
периодическом — асимметричном — потенциале в — приближении — высоких 
потенциальных барьеров. Экспериментальные исследования проводились путем 
моделирования броуновского движения системой фазовой  автоподстройки 
частоты, KpOMC того, получены ПРИбЛИ)КВННЬХС аналитические выражения для 

потока — частиц. Наблюдается — хорошее — качественное — совпадение 
экспериментальных и теоретических результатов (см. рис. 3 и 7). Зависимость 
потока от частоты как для периодической модуляции потенциала, так и для 
модуляции бинарным шумом имеет «резонансный» характер. То есть существует 
некоторое оптимальное значение частоты, при котором абсолютная величина 
потока максимальна. Причем псложения максимумов по оси частот совпадают, а 
максимум у кривой, соответствующей периодической модуляции потенциала, / 
больше, чем у кривой, соответствующей модуляции бинарным шумом,/,. Кроме 
того, на высоких частотах кривая /, лежит выше кривой /„. В настоящей работе 
этому факту найдено объяснение. С ростом частоты поток при модуляции 
потенциала  бинарным шумом  спадает — медленнее, чем  при — модуляции 
периодическим сигналом. Это связано с широким спектром времен пребывания 
функции g(#) в состояниях 1 и 0. Если периодический сигнал обладает только 
одним характерным временем То, которое может быть оптимальным с точки 
зрения генерации максимального потока, то у бинарного шума таких времен тГо 
счетное множество. То есть в спектре времен пребывания (см. рис. 4) бинарного 
HIyMa есть много компонентов с достаточно длительными временами для того, 
чтобы активно участвовать в механизме генерации потока при малых значениях Т) 

Следовательно, данный механизм для бинарного шума будет работать и на высоких 
частотах (см. рис. 6), в то время как для периодического сигнала рассмотренный 
механизм становится уже неэффективным. 

Авторы выражают благодарность А.Н. Малахову за интерес к работе и 
ценные замечания. 
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NOISE-INDUCED TRANSPORT ОЕ BROWNIAN PARTICLES IN SYSTEM 

WITH SPATIALLY PERIODIC FLASHING POTENCIAL 

A.P.Nikitin, D.E.Postnov 

In the present paper the problems оЁ nonlinear Brownian motion ш а periodic non— 
symmetric flashing potential (ratchet) are considered. The analytical result and the result 
оЁ analogue simulation are compared. Plots of average velocity versus frequercy are ex— 
plained for periodic and stochastic (the binary noise) laws of potential flashing. 
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