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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ МЕТОДА ЛОЖНЫХ СОСЕДЕЙ НА ОЦЕНКУ 

МИНИМАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ВЛОЖЕНИЯ 

A.B. Красков, С.А. Ракитин 

На простых тестовых примерах иллюстрируется идея метода ложных соседей, 
используемого при обработке временных рядов. Рассматривается влияние параметров 
процедуры (выбор метрики, длина реализации, разрядность представления данных, 
время задержки) на OLCHKY размерности MHOXECTB, восстановленных в фазовом 
пространстве. й 

В настоящее время исследование поведения нелинейных систем в фазовом 
пространстве, восстановленном IO временной реализации одной динамической 
переменной, становится общепринятым [1,2]. Это связано с тем, что в 
эксперименте для наблюдения часто доступна лишь одна переменная, а такой 
подход - позволяет — дополнить — информацию 06 — исследуемой — системе. 
Восстановление аттрактора является, в частности, составной частью процедуры 
построения динамических моделей по временным рядам. Наиболее популярным 
приемом восстановления фазовых траскторий является метод задержек. M3 точек 
временной реализации доступной наблюдению переменной, представленной в виде 

дискретного ряда x(n)=x(nAt), где At — время дискретизации, составляются вектора 
состояния системы в восстанавливаемом фазовом пространстве в моменты л 
дискретного времени ' 

y(n) = [x(n), x(n+1),... x(n+1(d-1))}, n=0,1.2,...N-t(d-1), (1) 

rme T — время задержки, N — количество точек временной реализации, @ — 
размерность восстанавливаемого фазового пространства. 

Узловым моментом в решении задачи восстановления является определение 
минимальной — размервости @;  фазового  пространства, — обеспечивающей 
однозначность задания состояния (точке восстановленной фазовой траектории 
должно соответствовать единственное состояние системы). При моделировании 
значение а; позволяет судить о необходимом числе уравнений конструируемой 
математической модели. Выбор слишком высокой размерности ведет K 
неоправданному усложнению модели и усилению влияния шумов [3]. Занижение 
размерности может привести к неправильному описанию поведения системы. 

По теореме Такенса [1] достаточной для однозначного восстановления 
считается размерность d 2 2d,+1. Размерность аттрактора а, обычно определяют 
как корреляционную размерность. В [2] было показано, что для восстановления 
достаточна размерность равная дополненной до ближайшего целого значения 
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корреляционной размерности. Принципиально другой подход реализуется B методе 
ложных — соседей  [3], который  опирается — непосредственно на — запрет 
самопересечений — фазовых — траекторий — динамической — системы. Если у 
восстановленной траектории наблюдаются самопересечения, то это TOBOPHT O 
недостаточной размерности фазового пространства. Последовательно увеличивая 
размерность вложения можно добиться удаления всех пересечений. Минимальная 
размерность пространства, В котором отсутствуют пересечения, является 
размерностью вложения а;, определяемой методом ложных соседей. 

Проиллюстрируем суть проблемы реализации метода ложных соседей на 
примере  восстановленной фазовой траектории — гармонической — временной 

реализации x(f)=sinf (периода Т=2лп), оцифрованной с некоторым временным 

шагом At (puc, 1, а). При d=1 восстановленное HO х(г) множество расположено на 
отрезке прямой (рис. 1, 6). На нем точка & имеет соседями точки [ и s, причем k и 5 
соответствуют двум качественно разным состояниям системы (в них разные по 
знаку производные). При восстановлении в двухмерном пространстве все точки 
«разойдутся» (рис. 1, в), но Ги & — слабо, а Ки s сильно (А„<Л.). По этому признаку 
точки & и § называют «ложными» соседями, а точки / и k «истинными». В [3] для 
каждой точки находится один, ближайший, сосед. Итак, последовательно 
увеличивая 4, добиваются удаления всех ложных соседей, а следовательно, и 
пересечений. Относительное число пересечений фиксируется по графику 
зависимости отношения числа ложных соседей к общему числу точек B 
восстановленном пространстве от размерности вложения @& (рис 1, 2). В 
рассматриваемом примере, как можно показать, все ложные соседи исчезают при 
d=2, то есть минимальная размерность вложения @а; равна двум. В общем случае 

оценка ложности требует применения специальной процедуры. 
В качестве основной  количественной — меры — «Истинности-ложности 

соседства» в [3} предложено условие 
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Рис. 1. Иллюстрация метода ложных соседей: а — временная реализация X(f) с дискретными 
отсчетами x(nAtf). Выделены точки ¢ л=К,5!, имеющие близкие значения x(¢), и точки с h=k+3, 

§+3, 1+3, задержанные на т=ЗА; (Ar=T/16), а также точки 1 и 2, совпадающие при разрядности р-1 

(Ахо=1/22-1) и отличающиеся при разрядности р (Ах,=1/20); 6 — фазовый портрет, 
восстановленный в одномерном пространстве; в — фазовый портрет, восстановленный B 
двумерном пространстве; г — график зависимости отношения числа ложных соседей к общему 
числу точек в восстановленном пространстве от размерности вложения d 
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Aks/Ad(k,S) > R](p (ЛИбО Al\s > RKP Ad(k,S)), (2) 

где Ay(k,s) — расстояние между точками & и 5 B d—MepHOM пространстве, которое 
определяется на основе той или иной метрики, например, евклидовой; Ay =lx(k+d1)- 
x{s+dt)l — характеризует приращение расстояния между соседними точками при 
переходе в (4+1)-мерное пространство; R,, — эмпирический  параметр, 
характеризующий величину расхождения точек в восстановленном пространстве 
при увеличени его размерности на 1 (например, в [3] R,=15, в [4] 15<R,<20). Если 
при восстановлении в фазовом пространстве возникают соседи, которые идеально 
совпадают, то A,(k,s) обращается в ноль и для любого, даже незначительного, 

приращения Ay, которое может наблюдаться и у истинных соседей, точки k и 5 

будут идентифицироваться как ложные. При проведении натурного эксперимента 
из-за ограниченной разрядности аналого-цифрового преобразователя (АЦП) 
вероятность совпадения соседей повышается. При разрядности АЦП равной р 

различаются 2» значений наблюдаемой переменной (Ах=1/2» — наименышая 

различимая величина). Так на рис. 1, а при разрядности р (Ax=1/2r) значения 
оцифрованной реализации x(f) в точках 1 и 2 различаются, а при разрядности p—1 
(Ах»=1/2>-1=2/2э=2Ах1) — совпадают. Из сказанного следует, что условие (2) B 
случае идеального совпадения точек необходимо модифицировать. В данной работе 
это делалось заменой A, (k,s) на половину наименьшей различимой величины 

А/(0.5Ах) > Ry, (2a) 
Целью работы является иллюстрация и эмпирическая оценка влияния 

выбора разрядности р представления данных, метрики /1, количества точек N 
реализации и времени задержки T, используемого при восстановлении, на 
результаты определения размерности вложения dp. Сначала для выявления 
особенностей метода исследуется простой тестовый пример с заранее известным 
значением размерности dp=2 (гармоническая временная реализация x(7)=sint), 
Затем выделенные особенности проверяются и уточняются на более сложных 
примерах систем с хаотической динамикой: 
трехмерный поток Ресслера 

х = —() + ;), 

у= ау + Х, 

# = Ъ + х(х — ), при а=0.2, b=0.2, u=4.6 
и аттрактор Лоренца 

х = о() - 2), 

у = Вх — у — х2, 

z=~bz + ху, при К=42.92, b=4, с=16. 

Результаты представляются графически на плоскости параметров (т,К,р). Линии на 
плоскости разделяют области, приводящие к значению а;, указанному цифрами. 
Цля синусоиды областью параметров, обеспечивающих удовлетворительные 
результаты, являются значения, для которых а; =2. 

Рассмотрим результаты численного исследования влияния параметров 
метода на определяемое значение а; для синусоиды. 

1. Время задержки. На рис. 2, а представлены результаты расчета 
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x(i+7t) и x(t+1) 

d=10 / \ 
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Puc. 2. Влияние времени задержки T на значение размерности @; B первом TECTOBOM примере 

x(t)=sins: а — области различных значений @ на плоскости (T.Ryp), №=20000, Аи=2ж/(11.5-31/2), 

р=12; эволюция фазовых портретов для времени задержки 1=T/4 (6) и 1=7/2 (в) 

размерности вложения при разных значениях времени задержки т. Метод дает 
оптимальную размерность 4;=2 в некотором диапазоне R, наиболее широком 

(примерно от 10 до 10000) при т=Т/4, ЗТ/4, ..., и занижает ее до d=1 при T кратном 

половине периода Т (т=тТ/2). Это можно объяснить TEM, что в последнем случае 
точки фазовой траектории, восстановленной в пространстве любой размерности а, 
располагаются на отрезке (диагональ d—MepHore куба) (рис. 2, 6) и при переходе из 
d в d+1 точки не расходятся сильно. Таким образом, для удовлетворительной 

работы метода желательно избегать t=m1/2, а выбирать время задержки около Т/4 

(cp. puc. 2, 6, в), что эквивалентно выбору T B первом нуле автокорреляционной 

функции (АКФ). При таком выборе T компоненты вектора состояния HE 

коррелированны между собой. Если же у АКФ отсутствуют нули, то T MOXHO 
выбирать так, чтобы компоненты были наименее коррелированны, то есть B €€ 
первом минимуме. 

2. Количество точек на реализации. Если, He меняя шага Af, увеличить 
число точек N (увеличивая длину временной выборки), то на фазовом портрете B 
а-мерном простраистве рядом с ближайшими соседями [ и &, которые при переходе 
в (а+1)-мерное пространство оказываются ложными, может появиться какая-— 
нибудь точка S, причем так, что расстояние между 5 и / меньше, чем между [ u k. В 
этом случае ближайшим соседом точки ! будет не &, а 5. Тогда количество ложных 
соседей может: 

е остаться тем же самым, если при переходе в (d+1)—MepHoe пространство / 
и 5 оказываются ложными, а kK и ее ближайший сосед — истинными; 

е увеличиться, если при переходе в (4+1)-мерное пространство оказыва- 
ются ложными точки Ги S, k и ее ближайший сосед; 

® уменьшиться, если при переходе в (4+1)-мерное пространство оказыва-- 
ются истинными точки / и 5, К и ее ближайший . 

При равновесии процессов уменьшения и увеличения количества ложных 
соседей результаты перестают зависеть от количества точек реализации. На 
рис. 3, а представлены кривые для синусоиды. Видно, что уже начиная с 4000 точек 
результаты практически He меняются, область размерности dg=2 остается 
постоянной примерно в диапазоне 10<R,,<1000. Для системы Ресслера при 
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Рис. 3. Границы области оптимального значения размерности вложения @; в зависимости от 

длины временной реализации N: а — x(f)=sint, p=12, М=21/(11.5-31/2), ] - 2000, ©- 3000, A - 

4000, х- 25000; 6 — система Ресслера шаг интегрирования 0.1, p=12, >— 5000, T~ 10000, 

х—25000; в — система Лоренца шаг интегрирования 0.004, p=12, N=10000 

увеличении числа точек кривые, отделяющие область размерности а; =3, 

поднимаются, но со стороны низких размерностей рост болыше, тем самым 
область отпимального значения а; увеличивается и уже при N=10000 она 
становится достаточно большой, примерно от 10 до 100 (рис. 3, 6). На рис. 3, а, 6 
выделены области только оптимальных размерностей вложения dp=2 и @; =3, 
соответственно. На рис. 3, e для системы Лоренца показаны все области 
размерности вложения, включая оптимальное значение dp=3. 

3. Выбор метрики. В работах [3,4] расстояние между точками в критерии 
ложности рассчитывалось в евклидовой метрике L2 
в [3] по формуле 

Balkes) = За + (=1)0) — a(s + (-1)о)рг, 
а в [4] — с использованием нормировки 

АВ = (UAYE + (-1)9) = x(s + (-1, 
Рассмотрим влияние на результат определения а; изменения метрики на Ll. При 
этом по аналогии с [3,4] будем использовать нормированное и ненормированное 
межгочечное расстояние 

АКб5) = Sialx(k + (i-1)7) — x(s + (=10l 
Такой выбор обеспечивает сокращение времени счета. Качественное различие 
этих метрик состоит в скорости роста расстояния между точками с увеличением 
размерности  вложения. Медленнее всего pacTeT расстояние в метрике, 
предложенной в [4], быстрее всего в L1 При применении евклидовой метрики L2 и 
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Рис. 4. Границы области оптимального значения размерности в зависимости от выбора метрики: 

а -— x(f)=sint, p=12, А=21/(11.5.32), №=15000; 6 — система Ресслера шаг интегрирования 0.1, 
р=12, N=20000; в - система Лоренца шаг интегрирования 0.004, p=12, №=20000. Здесь<> -метрика 

11 ~ метрика L2 (евклидова); О - метрика L1/d; X~ метрика L2/d 

метрики L! была получена одинаковая область параметров, в которой dp=2 
(рис. 4, а). Метрики 1/а и ГАа несколько сузили эту область по параметру R,,. Это 
произошло из-за TOro, что расстояние в нормированных метриках растет 
медленнее, чем в L! и /7, так как знаменатель условий (2) и (2a) уменьшился, а 
значения К, при которых ближайшие соседи идентифицируются как ложные, 

возросли. Таким образом нет никакого основания отдавать предпочтение более 
«долгой» евклидовой метрике, а даже наоборот, на примере системы Ресслера 

(рис. 4, 6) видно, что при расчетах B метрике L! область параметров с оптимальной 
размерностью 4; =3 увеличилась B сторону высоких размерностей. 

4. Разрядность  цифрового преобразователя. При  исследовании 
зависимости размерности вложения от разрядности р АЦП было обнаружено, что 
при увеличении р область параметров с 4;=2 расширяется по параметру Вр (рис. S, 
а). Это можно объяснить тем, что при малой разрядности практически все 
ближайшие соседи совпадают, то есть работает условие (2а). При увеличении 
разрядности идеально совпадающих точек. становится меньше и начинает работать 
условие (2). Одновременно растет количество различимых значений x(1), а так как 

при оцифровке наименышая различимая величина Ах принимается равной единице, 

то растут и оцифрованные значения X(f), а вместе с ними и Ay, поэтому ближайшие 
соседи будут идентифицироваться как ложные при ббльших К, Отметим, что 
кривая, ограничивающая снизу область оптимальных значений dE на плоскости 

параметров (со стороны высоких размерностей), опускается с ростом р, так как 
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Рис. 5. Влияние разрядности р АНИ на размер области оптимального значения размерности BIIO— 

жения @;; а - x()=sins, Ar=27/(11.5-312), N=15000; 6 — система Ресслера шаг интегрирования 0.1, 
N=20000; в — система Лоренца шаг интегрирования 0.004, N=20000. Здесь <> — р=8, О - р=12, 

X~ p=16 

YMEHBINIAETCH количество ложных соседей, появившихся из-за недостаточной 
разрядности. При увеличении разрядности область оптимальной размерности 
вложения будст увеличиваться, HO при определенном значении р (которое зависит 
и от сложности сигнала) наступает MOMEHT, когда дальнейшее наращивание 
разрядности HE имеет смысла, так как ширина этой области по параметру Ё,р 
выходит за пределы диапазона 10--100. Для синусоийды (рис.5, а) это происходит 
при р=8, а для систем Ресслера и Лоренца при р=12 (puc. 5, 6, в). 

Изложенные результаты для простого примера (синусоида) и более сложных 
(хаотического режима систем Ресслера и Лоренца) позволяют сказать, что 
применительно к малоразмерным системам при выборе параметров метода 
ложных соседей целесообразно придерживаться следующих соображений. 

1. R, желательно выбирать в диапазоне 10+ 100. 
2. С увеличением разрядности оцифровки область оптимальной размерности 

вложения увеличивается. В рассмотренных малоразмерных примерах приемлемым 
является значение p=12, что соответствует реальным АЦП. 

3. Увеличение числа точек (длины реализации) при постоянном шаге А/ 
расширяет область допустимых значений В,„ одновременно с этим увеличивается 
нижний предел Ry, - 

4. При соблюдении рекомендаций п. 1-3 выбор метрики (L! или [2% 
практически не существенен, но для некоторых систем (например, Ресслера 
метрика Ll дает лучшпие результаты. 

Вопрос о времени задержки наиболее сложный. Выбор T для гармонического 
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сигнала He вызывает трудностей: около Т/4, что эквивалентно выбору T B первом 
нуле AK®. Для рассматриваемого хаотического режима в системе Ресслера выбор 
т в первом нуле АКФ (тдка=14) поднимает (o1 10 до 40) нижнюю границу области 
оптимальной размерности, тем самым уменышая ©€¢ шШширину. Аналогичная 
процедура для системы Лоренца (Taxe=103 при 10<R,,<100) дает более высокую 

размерность. Выбор T B первом минимуме функции взаимной информации (mutual 

information function) [5] для системы Лоренца (лму=4) несколько улучшает 
ситуацию, HO не на много (диапазон R,, уменьшается CO стороны низких 

размерностей). Для системы Ресслера значение Take=Tygr=13 также не дает 

желаемого результата. Визуальный выбор T, при котором фазовый портрет имёет 
наибольший поперечный размер, но еще без «перехлестов», дает достаточно 
удовлетворительные результаты. В этом случае для системы Лоренца 10<т<25, а 

для системы Ресслера 3<т<11. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 96—02-16755). 
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