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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ МОДЕЛИ ГАРЕЛА - РОССЛЕРВА 

С.Д. Тулебаев, М.Х. Xappacos . 

На основе асимптотических методов Боголюбова для динамической модели 

Гарела - Росслера показапа возможность автоколебательных режимов H 
существование последовательности бифуркапций удвоения перпода. Качественные 
результаты подтверждаются численными исследованиями. 

В современной теории динамических систем большой интерес представляет 
исследование механизмов и путей развития автостохастических процессов B 

нелинейных  системах  различной природы, допускающих — математическую 
формализацию ¢ помощью, например, систем дифференциальных уравнений [1-4]. 

Исследования конкретных динамических систем показали, что наиболее 
распространенный — путь — перехода K хаотическому - режиму — связан с 
последовательностью бифуркаций удвоения — периода [1, 2]. В этом случае 

существует важная заксномерность в распределении бифуркационных параметров 
системы, установленная при исследовании некоторых одномерных отображений [|5]. 

Заметим, что возможность появлений решений с удвоенным периодом B 
нелинейных системах рассматривалась enie Н.Н.Боголюбовым в его классических 
работах по асимптотическим методам в нёлинейной механике [6]. Эти методы 
основаны на принципе усреднения и весьма эффективны при исследовании 
поведения нелинейных систем. 

Здесь, используя основополагающие идеий Н.Н. Боголюбова, мы — ставим 
целью показать  возможность — одночастотного колебательного режима й 
последовательность бифуркаций удвоения периода в нелинейной модели Гарела - 
Росслера [7]. Данная модель предложена в химической кинетике и допускает 
автостохастическое поведение. ' 

Рассмотрим автономную динамическую систему, описываемую следующими 

дифференциальными уравнениями: 

Х|=Х1- aXp- ХаХз, 

Xp=bx1- Ха+Холз , о (1) 

Xy=X124x2- X4/ (Xa+C), 

где u=(a.b,c) - совокупность параметров системы (a>0, b>0, с>0). 
Покажем, что в системе (1) возможны автоколебательные режимы, 

существует последовательность бифуркаций — удвоения периода и предельное 
множество в пространстве параметров.



Заметим, что система (1) имеет единственное нетривиальное стационарное 
решение 

хо={а[1- (ав)12]/[(а+6) (1- (ав)!2+с)]}!?, xoo={b[1- (ab)12)/[(a+b)(1- (аб)12+с)| , 
(2) 

.3\'30:1 - (ab)l/l’ 

область существования которого задается условлем 

(У+с)МЬ < а < МБ. 

Матрица линеаризованной системы и её характеристический многочлен имеют 

соответственно вид ` - _ 

1- хзо -a -X10 

A=ib . X30-1 20 (3) 
дхло 2хоо - cl{xsptc)? 

D (7\.,“):}\«3‘*‘&17\,2'1'(127\.4' O3, 

где oy=c/[1- (ab)24c]?, — оо=2(а- b)[1- (ab)2}/[(a+b)(1- (ab)i2+c)], 
az=4(ab)12[1- (ab)2)/[1- (ab)2+c]. 

Для того, чтобы решение (2) было устойчивым, необходимо и достаточно 

выполнение следующих условий Рауса - Гурвица: 

01>0, оо>0, А=0ц05- 032>0. 

В силу определения параметров системы (1) достаточно проанализировать лишь 
последнее из них. Тем самым определяется область существования и устойчивости 
стационарного решения. 

Обозначим корни характеристического уравнения через A, где К=1,2,3,.и 
рассмотрим случай - 

Мм=М*<0, A=Az =v+iw. ° (4) 

Здесь у и @ вещественные, а звездочка здесь и далее обозначает комплексное 
сопряжение. В качестве собственных векторов матрицы (3) выберем вектор- 
столбец 

- * 2 + 2(аЬ)1’2]\ 
Uk)= xZo[xk- 2(ab)1/2] 

A2 
(5) 

и определим такой базис У( (&=1,2,3) пространства дуального к U® ‚ что для 
системы векторов 0(0 и V) имеет место условие 

(UM, V0))=5,,,, 

где скалярное произведение определено таким образом: 

(U,V)=XU)V,. 

Тогда.найдем 

VO =W-1{UEVO], — (6) 

гдё B векторном произведении /& =1,2,3 определены B циклическом порядке. 

Здесь . 

W= -W*= 8ab[1- (ab)2}{(A;- v)2+ar}io/[(a+b)(1- (ab)2+c)).



Рассмотрим теперь решения системы (1) вблизи особой точки (2). Положим 
х=хо+и. и представим малый член Uy в виде ряда 

3 

U= £, (1) U. 
=1 

Тогда после стандартных преобразований уравнений (1), учитывая определение 
матрицы (3), векторов (6) и опуская громоздкие выкладки, получим для 
неизвестных величин & (k=1,2,3) уравнения 

К)) = MEp+ 510062 + byRER + ЬЕ + 51О &y + Б13(96163 + bpaME Gt ОЕа + 

+ со(ЮЕо3 +CaMEPD + С122(9Ё1 Е2 + 133WEER2 + (233 WEES? + 112006126 + с113(0Е, 263 + 

+ C23WE2E5 + С123(0б16253, (7) 

тде введены следующие обозначения: 

3 

b[(x):z (V(S),ajk) UJ(J)UL(J), b,m(f)::z (V(S),a_’k)(U)(l) Uk(’“) + UJ(”‘)UA(I)), 

k=1 1 

3 

CI(J):Z (V(S),ajk) Uj(l) Uk(l) U,,,(I); 

JEm 

C10=5 (VO,a,)(UOUUE + ПЦК + UDUMOULW); 
ikl ' 

C1330=2(V©) a, (О + UAUMLOUDS + UBUBUD); 
А& у 

созз®)=® (V©,2,)(UDUUG + П + U UGU), 
ЛАЙ 

C1@=Z(VE,a, ) (UMOULUG + ПЦК + UDUOUM); 
ikl : 

С223(3)=2(`](5) ,afl:)(UJ(z)UL@)U,(f’) + UJ(Z) Uk(3)Ul(2) + UJ(B)UL(Z) U,(Z))’ 

°) ‚ ` 

C13@=2 (VO,0,) (О + О + ООО + ООО + 
м 

+ О0 UGULUW); 

ajk:COI(aljka a2jk7»03jk)y aijCOl(aukz, @it a3jk1)7 

ат :(1/2)82Fi(xo,p)/a,¥j3xk 2 = (1/3‘ )83F,»(X0,u)/a,\’ja,\’kax,. 

Здесь Ё, - правые части уравнений (1). 
Принимая во’ внимание выражения (5) и (6), для коэффициентов (8) 

уравнений (7) в случае (4) можно установить следующие соотношения симметрии 

(8) 

b (D=h(1)* 

b, (3=b(0)* 

B33(0=byy(1)* 

C123)=C1p5(1)% 

су13(0=с112()* 
С223 (3)20233(2) * 

by@=b,»)* 
by@=byI* 
b23(3)=b23(2)* 

C123(3):C123(2) * 

Сэз3(%)=С293(2)® 
С122(%)=С133(2)* 

byD=hy() 

. b13(1):b12(1)* 

Cra3D=CpM* 
— Созз(0=Сод3(0* 

С112(%)=С113(2)* 

Ь(3)=,(2)* 

613030 2(2)* 
Боз()=ро3()* (9) 
С133(9)=С122(2)* 

с113(3)==С112(2)* 

С123(5)==Со13(5)==Сза1().



Отсюда следует, что третье уравнение B (7) является комплексно-сопряженным 
второму, то есть 63=6,*. 

Рассмотрим подробно бифуркацию стационарного решения. Известно, что 
граница области устойчивости стационарного состояния определяется M3 
уравнения 

D(io)=0. (10) 

Уравнение (10) позволяет определить величины @ и A; B точке бифуркации и дает 

Ш2:(Х2>0‚ ?\‚12 '(X1<O. _ 

Аналогично [8] можно установить, что в пзучаемой системе, при переходе 
через границу устойчивости решения (2) происходит бифуркация рождения 
предельного цикла. Найдем решения спстемы (7), которую с учетом (9) запишем 
таким образом: 

6()=М &) + 51052 + ЬОБ + 562 + 51(061 &y + bys(W*E 1 Ex* + озО + 

+ с/(ОБ3 + со(0бо3 + с3()#65#3 + 019181652 + С122(0)*6165*? + €3MEHIE2 + 

+ 112828y + с112(1)*61265* + CopaD*E;HEy| + оз (ОЕЦЕЙ, 

(11) 

(1= + b1@&2 + by@ER + 54062 + ЬЕ + b1 DEE* + bpy@IE + 

+ с1(2)613 + &3 + СЕ, *3 + €191 ER2 + €133DE E5*2 + C233DE*IE 2 + 

+с112()5125) + ©1130625* + Со23(ЭбМЕЫЙ + €123DGIIE 2. 

Теперь полагаем, что A, имеет положительную реальную часть 

м=М + о, NS0, — №<0. 

Представив комплексные коэффицленты этих уравнений в виде 

bi)=! b lexp(iB9), cfo=1 ¢lexp(ivl), 

b=l by lexp{iR ), o=l cyolexp (i), 

b =1 Dy MNexp(iBu) , са=! i lexp(inul) ‚ 

решение системы (11) будем искать в форме 

E(r) = riiep(inlr)), j=123. (12) 

После простых преобразований находим 

ri=Mr+ b Olr2cos(@+ BiD) + 1hyWir2[cos(2¢;- Ф + BaD) + со5(2ф+ @r+BrD) ]+ 

+ 1512()|1го[с05(фо+В,2(0)) + cos(@a+B12MW) [+ 1b2301r52c08(BosM- @) + le;Dlr3cos(2¢; + 

+1,W)+lcyIr3[cos(39, - @+ M) + cos(3p, + Ф + M) + ey Mirr2[cos(20,+ 

+ Y122(0) + €08 (2¢; + Y122)] + legoWiry2r[cos(@) + Ф› + 112,0) + с05(фу- Ф- 
- "а2())|+Нс2з(!)|го3[с05( о- Ф1-+уоо3(1))+-со5(ф) + Qo+ Yaos)] +le123Mrra2c08 7150, 

@,=lb;WIrysin(y + By @) + 1b,WI(2/r))[sin(20,- Ф + B,(1M)-sin(2q, + @1+ B,M)] + 

+1by3 N2/ r)sin(B23 M- @) + ler®Dlr2sin(2e; + viD) + le;WI(r,3/r1) [SIN(305- ф + D) - 

- 510(3Ф + @+ V)] + leags M3 )[ 80( фэ- P1+v2sD) - SI(@r+@r+120: D) ]+ 

+Не112С! а[ $0( ф,+Фэ+) 22(810( Фу- Фэ- Yi2aM)]+ ey 2siny;3 (M.



Заметим, что полученные уравнения допускают решение ¢;=0 и, 

следовательно, можно выбрать ¢;=0. Тогда, имея ввиду (9), получим 

1:1:A11'1+b1(1)r12+2lbz(l)11'22003(2q>2+[32(1))+2lblz(l)lrlrzcos((p2+[312(1))+lb2é(1)[r22+ 

+ M3+ 2le,Mlry3cos(39,+7M0) + 2le1Orr2c0s(29, + vi,M) + (13a) 

+ 21011501r2r,c08(9y + Y1220) + 1сооз()1го3с05(фо + Уз23()) + €125 72, 

Ф:=0. 

Для нахождения приближенных решений системы (11) усредним эти уравнения по 
углу ф› в интервале (0,2д). Получим 

F1= Мг + biOr2 + 2by3(0r2 +0,0r3 + с193(0)г/2, 1= M+ 018 2 VTR Castn T, (136) 

¢;=0. 

Аналогичные выкладки для второго уравнения из (11) дают 

Т'2=?\‚2/°2’+|Ь12(2)!/'11'2005[312(2)+іс223(2>|г23005у223(2)+! C112r2r,co8yv115(3), 

Tpz:m+lb12(2)lr1sin5223(2)+l0223(2)Ir220057223(2)+l C1121ry28iny, 1,2, 

Полученные уравнения допускают стационарное решение 7,70, 1520. При этом 
для перенормированной частоты имеем 

фо=0@ + Ао=О, §,=Qf + 8y, бо=соп8, 

A®:]b12(2)}7'1sm5223(2) + lC223(2)|7'22COS'Y223(2)+IC112(2)]7‘125in7112(2). 

Окончательно искомое решение записывается в форме 

Uo(t)=X10+ 110 WD+ rpo{u@expli(Qr+6,) [ +k.c.}. (14) 

Данное решение описывает автоколебательный режим с периодом 17=2r/Q. 

Покажем ниже, что в рассматриваемой системе возможны периодические 
колебания ¢ удвоенным периодом 7,=277. Вводя оператор усреднения по времёни 
Мт ` 

n 

T й 

Мт„Кх) = ЗТ— [ ]I‘(x,t)d'c = <f(x,1)>, 

и произведя вариацию уравнения (1) вблизи периодического решения (14): 
u(f)=u(¢)+X, напишем точное уравнение для малых колебаний (x~¢e~, е7>0, e~<<1) 

x(D)=<A1(D)>x+g(x) +e7(A1()-<A()>)x, (15) 

1x(r) —-а - 40(0 
где. А{(2) = || b x30(1)-1 хоо() ‚ 

2210(9  2000(2) - _(«‘_'зо(г)+д)2 

g = со!(-хуха, X525, 22 + X2 - X/ (w3+C)). 

Матрица <А{(г)>, получена путем усреднения элементов матрицы А1(т). Наряду с 
уравнением (15), рассмотрим систему 

Х(г) = <Ay(1)>1x + g(x). (16)



Допустим, что в соответствующей линейной системе возможен одночастотный 

колебательный режим с частотой @~/2. Для этого необходимо выполнение условия 

DA, н7) =A™ + oA~ + oA~ + 0~ 3=0, 

где перенормированные значения — коэффициентов o, j =1,2,3 определяются 
соотношениями 

oy=cl(<xag(t)>1+ с)?, со=<ха0()>12 + ab + 1 + 2<хо(1)>12-2 <хоо()>1?, 

(X3:2(a+b)<.\'10(1)>1<\'20(1)>1‘2(<.\‘3(](’)>1"1) + (<Х10(Т)>12+ <\‘20(l)>12) + 

+ [ab- (1 <1}, Pl (<00, + ). a7 
Причем собственные значения матрицы <A, (1)>1 должны задаваться выражениями 

A= -071<0, Моз=ЖО/2=Ж(о7о)!?. (18) 

Тогда вместо величин, определенных при рассмотрении бифуркации стационарной 
точки, нужно взять пх перенормированные значения согласно (17), (18). 
Следовательно, при A=A+ (/2 (A~'>0) решение спстемы (16), если не 
интересоваться переходными решениями, представляется двухпараметрическим 
семейством решений 

ик= F g™ REXpIY + gt~ О)жехр(-Ау), (19) 

где 2y =О71 +07, §~=const, Q~=0"+2An". 
Положим далее ©-=0О 11 будем интересоваться решением системы (15). 

Будем считать величины ™9 11 67 в (19) функциями времени и воспользуемся для 
них стандартнымп разложениями по степеням малого параметра. Тогда, ссли 
ограничиться рамками теории первого приближения, указанные величины 
язляются постоянными. Действительно, в этом случае правая часть (15) не 
солержит основной гармоники по углу Y. Итак, в первом приближении, в качестве 
искомого решения можно взять выражение (19). Обратим внимание на слёедующий 
факт: поскольку в сплу (13) величины х Н <Ху9(!)> совпадают © точностью 
порядка #2 ‚ то  новый предельный цикл пернода 2Т, находнтся нЫ малом 
расстоянии от старого. Таким образом, в рассметриваемом случае ; 
Эпфуркация удвосния перлола. Нахожделие подобн: 
одночастотным колебательным состояниям с LI с перик й ‚ 
n=1.2.3,..., может быть последовательнто продолжена. Можно также показать, что 
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Рис. 1. Бифуркация удвоения периода: o - a=0.1, ЬБ =0.048, с=1.0; 6 - а=0.1, $=0.051. с=1.0 
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существует — предельное  MHOKECTRO 
бифуркационных значений параметров. 
Таким образом, полученные результаты 
указывают на  BO3MOXHOCTL — авто- 
стохастических решений модели (1). 

Нами были проведены численные 
исследования модели (1) с использо- 
ванием методов отображения Пуанкаре 
и спектрального анализа (дискретное 
преобразование Ф%рье). В основу чис- 
ленного анализа был положен алго- 
ритм Рунге - Кутты - Фельберга 4(5) 
порядка. В результате были подтверж- 
дены выводы качественного характера, а 
именно: 

1) автоколебательные  режимы 
возникают при переходе через область 
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Рис. 2. Странный аттрактор модели Гарела - 
Росслера: а=0.1, Ь:О.БЁЁЗ‚ с=Ъ1).О P 
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Рнс. 3. Последовательность бифуркаций удвоепия перпода: появление в слектре кратных 
тармоник; a=0.1, с=1.0 

устойчивости стационарного решения 
(2) в пространстве параметров сис- 
темы; обнаружено несколько предель- 
ных циклов, например, при значениях 
управляющих параметров а=0.2, b=0.05, 
с=1.0 или а=5.0, 5=1.15, с=1.0; 

2) обнаружено явление бифур- 
кации удвоения периода предельного 
цикла; факт бифуркации дополнительно 
фикспруется  появлением в спектре 
гармоннки © частотой, вдвое меныпей 

основной (рис. 1); 
3) в системе (1) возможен авто- 

стохастический режим; получен 
динамический  XaoC  при — значениях 
управляющих параметров a=0.1, 
Ь=0.0523, ¢=1.0 (puc. 2). Переход к нему, 
как и предполагалось,  совершается 
через последовательность бифуркаций 
удвоения периода (рис. 3). Кроме того, 
при — переходе — параметра 6 B 
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Рис. 4. Зависимость максимального показателя 

Ляпунова от параметра b: a=0.1, ¢=1.0



закритическую область максимальный ляпуновский показатель CTAHOBHTCH 
больше нуля (рис. 4), что является дополнительным аргументом в пользу 
существования хаоса. 

В заключение авторы выражают благодарность В.В.Алексееву за оказанную 
помощь. 
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PERIODBIC SOLUTIONS ОЕ GUREL - ROSSLER MODEL 

S.D. Tulebaev, М.КЛ. Kharrassov 

On е basis оЁ the Bogoljubov’s asymptotic methods the existence оЁ self- 
oscillating modes and a sequence of the period doubling bifurcation in dynamical Gurel - 
Rossler model are demonstrated. Qualitative results are confirmed by numerical cal- 
culations. 
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