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AL Дубинов, В.Д. Селемир 

Выведены волновые уравпения, описывающие распвространение электро- 
магнитных воли через стадпонарные фрактальные среды. В OCHOBY вывода ноложен 
формализм операций интегрпрования п дпфференцирования дробного порядка. 
Полученные уравнения могут быть использованы прн нзучении прохождения 
электромагнитных волн через сильно турбулизированные потоки жидкости, газа, 
плазмы. 

Введение 

С момента появления обзора Мандельброта [1] началось стремительное 
проникновение идей фрактальной геометрии в различные области современного 
естествознания: фракталы обнаруживаются н в структуре твердых тел, н B 
турбулентных потоках, и на фазовых портретах динамических систем. Ho, по- 
видимому, эпоха обнаружения новых фрактальных проявлений в природе начинает 
уже сменяться эпохой систематического изучения дннамических явлений на 
фрактальных объектах. К числу таких явлений следует отнести перснос массы и 
энергии по фрактальным средам. 

Неудивительно, что первые попытки описания этих явлений основывались на 
использовании традиционных линейных уравнений: уравнения диффузии для 
описания переноса массы [2,3], волнового уравнения и уравнения Гельмгольца для 
описания прохождения квантовой частицы через потенциальный барьер [4] и для 
описания андерсоновской локализации волн [5]. В некоторых M3 вышеперечис- 
ленных работ изучалось прохождение потоков частиц путем искусственного 
введения в уравнение степенных зависимостей с соответствующим дробным 
показателем. В других работах исследовались уравнения на фрактальных средах, 
заданных — функциями, порождаемыми множеством Кантора или  функцией 
Вейерштрасса - Мандельброта, причем эти Ффункции аппроксимировались 
гладкими предфракталами очередного поколения. Несмотря на существенное 
отличие гладких предфракталов от истинных фракталов BCE же эти работы не 
представляются нам бесполезными: в них удалось выяснить, что с увеличением 
номера  очередного предфрактала решение соответствующих — традиционных 
уравнений все более усложняется, так что для истинного фрактала решение вряд 
ли может быть продифференцировано, по крайней мере, два раза для подстановки 
в уравнение (например, волновое). Поэтому распространение частиц н волн по 
истинным фрактальным средам должно описываться иными, более общими 
уравнениями, переходящими для гладких сред в 'градиционные линейные. Здесь 
уместно напомнить основные свойства фрактальных функций: 

82



фрактальная функция всюду недифференцируема; 
фрактальная функция самоподобна (или самоаффинна), причем свойство 

самоподобия случайного фрактала нужно понимать в статистическом смысле; 
фрактальная функция имеет размерность Хаусдорфа - Безиковича, от- 

личную от топологической (чаще всего дробную ). 

Заметим, что первое и, HO нашему мнению, самое важное свойство зачастую 

остается без внимания. Ведь именно операция дифференцирования, входящая B 
формализм традиционных уравнений переноса массы и энергии, делает их 
непригодными для всюду негладких функций. 

В настоящее время имеются достаточно веские основания предполагать, что 
для описания динамических явлений на фракталах может оказаться пло- 
дотворным формализм операций интегрирования и дифференцирования дробного 
порядка [6-8]. В этих работах анонсируются обобщенные уравнение диффузии и 
волновое уравнение, в которых используется оператор дифференцирования по 
временной переменной порядка 0 < A < Т и 1 < A < 2, соответственно. Однако U3 
этих работ пока не ясно, как связано с решениями предложенных уравнений 
прохождение, например, электромагнитных волн через среду с диэлектрической и/ 
или магнитной проницаемостями, имеющими фрактальные профили. На наш 
взгляд, проблема еще далека от разрешения, указан лишь один из вариантов путей. 

В настоящей работе с использованием операций интегрировнаия и 
дифференцирования дробного порядка получены непосредственно из уравнений 
Максвелла новые обобщенные волновые уравнения для динамики электромагнит- 
ных волн в стационарных фрактальных средах. Структура работы следующая. 
Сначала вводятся некоторые математические понятия, необходимые для вывода и 
анализа новых волновых уравнений, в частности, рассматривается иерархия 
пространств  функций Гёльдера - Липшица. Далее приведены — примеры 
непрерывных фрактальных Ффункций, а затем введены  понятия операций 
дифференцирования и интегрирования дробного порядка. Здесь же рассмотрены 
некоторые свойства интегральных и дифференциальных операторов дробного 
порядка. Перечисленных математических сведений достаточно для вывода 
волновых уравнений электродинамики во фрактальных средах, сделанного ниже. B 
заключение рассматриваются возможные перспективы данного подхода. 

1. Иерархия пространств функций Гёльдера - Липшица и примеры 
фрактальных фупкций 

Пусть функция одной переменной /(х) задана на отрезке Q=[a,b]. Говорят, 

что функция, заданная на ©, удовлетворяет условию Гёльдера порядка A на Q, если 

для всех л); X, € © выполняется неравенство 

suplf(xy) -/l <Аа - хо\, (1.1) 
ХХ) 

где А - постоянная. В этом случае говорят, что указанная функция принадлежит 
пространству функций Гёльдера порядка A. Этот факт будем обозначать 

flx)e HEIMQ). При A = 1 пространство Гёльдера обычно называют пространством 

Липшица (обозначение: / (x)eLip(Q)). Свойства функциональных пространств 
Гёльдера - Лишпица подробно рассмотрены в [9, 10]. 

Можно провести некоторое обобщение системы пространств функций типа 

НОМ(@). Пусть имеется показатель 0 < A < oo, Его можно представить в виде 

суммы его целой и дробной частей A=[A]+{A}. Тогда будем говорить, что функция 

Ax) принадлежит пространству функций HOIA(Q) из расширенной системы этих 
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пространств, если сама функция /(х) e С+(О), где л = [А], а ее л-я производная 

принадлежит прострачству HOIA(Q) порядка A = {A} [11). 
Это обобщение для пространств можно кратко записать в виде 

` S‘i}\?m}”[f(xl)] -Dr o[l < АБ - о, (1.2) 
ke . 

(n=[A} ^ = {A}), 
где D »[f(x)] - оператор дифференцирования n-ro порядка по переменной X. 

Легко видеть, что данные расширенной системы пространств Гёльдера - 
Липшица включают в себя все классы непрерывных функций. Это можно 
схематично изобразить в виде днаграммы на рис. 1. Результат л-кратного 
дифференцирования функции находится на днаграмме левее самой функции на 7 
единиц, а результат л-кратного интегрирования - правее на л единиц, 

интегрирование 

дифференцирование 

@ HofQ) НоРО) СКО) СО 

4 
L I | 

0 1 2 A 

Рис. 1. Иерархия пространств функций Гёльдера 

Обратим внимание на то, что показатель A при A > 1 не следует путать с 

порядком пространства A, так как при A > 1 пространство Гёльдера наполнено 
лишь постоянными функциями (см. выше). M3 всех фрактальных функций или 
функций, порождаемых фракталами, HAC будут интересовать всюду непрерывные, 
однозначные функции одного переменного на х. Такие функции должны иметь 
фрактальную размерность из диапазона 1 < @т (f) < 2. 

Наиболее известной из таких функций является функция Вейерштрасса - . 
Мандельброта 

Sw(X)=2K-necos(Knx), (1.3) 
n=1 

тде K > 1 - целое число и ¢, - положительное число. Фрактальные свойства этой 

функции подробно рассмотрены, например, в [12]. В частности, фрактальная 

размерность этой функции удовлетворяет соотношению dim(fiyy) = 2-a. 
Справедливо утверждение, доказательство которого можно найти в [13]. 

Утверждение 1.1. Если 0 < o < 1, 10 fiy(x)e НЫК(0). M 
Вейерштрасс показал, что при достаточно малых @ функция Лум(х) нигде He 

дифференцируема. Распространение этого результата на случай o<l впервые было 

получено Харди. (Для o > 1 производная Ю’/[Лиы(х)], очевидно, существует и 

непрерывна). Этими же свойствами обладает и 

- Дк)=» К-певщ(Кох). . (1.4) 
1 n= 
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Функциями Вейерштрасса He исчерпывается арсенал фрактальных функций: 

болышое количество примеров таких функций представлено в [14]. Среди них, 

например, функция Ван-дер-Вардёна 

Fo()=210m10-, (1.5) 

где через (y) обозначен модуль разности между у и ближайшим K нему целым 

числом. Функция — Ван-дер-Вардена — всюду — непрерывна, но  всюду н 
недифференцируема. 

2. Интегрирование и дифференцирование дробного порядка 

Интегрирование и дифференнирование дробного порядка представляет 

собой достаточно разработанный математический аппарат, но, к сожалению, HE 

нашедший пока широкого применения в теоретической физике. Весь накоп- 

ленный материал 1o 3TOMY вопросу ОП_УбЛШ{ОВЕ\Н в основном на страницах 

математических журналов, п только сравнительно недавно изданная книга [15], где 
подробно, в удобной для практического применения форме изложены основы 

дробного интегрирования и дифференцирования, позволит в ближайшем будущем 

применить этот аппарат для прикладных целей. 
Перед введением понятий интегралов и производных дробного порядка 

уместно напомнить хороше известное тождество 

¥ хх Е 

|ак.... J ах ! Ax)dx= 0Г !(х- РРа (2.1) 
а 
Ь_Т._д 

Н 

доказательство которого легко провести методом математической индукции. 
Замечая, что (л-1)! = T(n), видим, что правой части (2.1) можно придать более 
общий смысл при нецелых значениях л. Поэтому естественно определить интеграл 
дробного порядка следующим образом: 

ТОр 70 
Г1 х)| = f а, х > а). 2.2 AN = та уер (х> а) 22) 

Интеграл типа (2.2) называется дробным интегралом Римана - Лпувилля. 
Справедливо тождество 

гага= Гаг Гие, (2.3) 
По аналогии с интегралом дробного порядка Римана - Лиувилля можно 

определить и пробные производные 

D eff(x)] = L4 g, (2.4) 
Г(1-0) dx o (x-1)e ‘ 

которые называются производными дробного порядка Римана - Лнувилля. Здесь 
имеет место тождество 

DD =D D" =D @i (2.5) 
Заметим, что результат дробного интегрирования порядка @ находится на 

днаграмме рис. 1 на а единиц правее подынтегральной функции, а результат 
дробного дифференцирования соответственно левее. Имеет место следующее 
утверждение, касающееся операторов дробного порядка 0^ [...] и Г, [...]. . 

Утверждение 2.1. Справедлива композиция операторов 
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D e [ o[ f(x)] =), (2.6) 

Do) Фн (- а)- | 1, [0 /С° /С ED Vol o (2.7) 
HO 

Действие операторов Ie[Ax)] и DB [f(x)] для дробных значений порядка 
легко проследить на рис. 2. 

В заключение приведем важное для решения уравнений в дробных 
производных свойство совместного действия преобразования Лапласа и оператора 
дробного интегрирования 

17(1е( -р 17(7 (2.8) 
и обобщенное правило Лейбница 

D (g2 , 104И20 () 

D[ 1=2 [y Dt AT [( (210) 
с обобщенным биноминальным коэффициентом 

от _ Г(о+1) — 80[(В - o)n] Г(о+1)Г(В - о)) _ 

[ В |= Г(В+1)Г(о- В+1) — я — Г(В+1) (2.11) 

Наряду с формулами Лейбница типа (2.9) и (2.10) имеет место формула 
Лейбница с остаточным членом 

n-1 

D [T)g()]=E [ Dot СС + R~ (2.12) 

(-1y 
RTINS Im у ® т/тм‹х )- D er[g(E)]dE (2.13) 

Формула (2.12) имеет то преимущество по сравнению с (2.9), что не требует от 
функции g(x) бесконечной дифференцируемости. 

т 

0 —=== Е 

Рис. 2. Действие операторов I” @[f(x)] и В‘_„В[Г(‚\")] для различных значений © п В (о:=1 -В): 1- о=0; 

2 - @=0.25; 3 - о,=0.5; 4 - о=0.75; 5 -0=1.0 
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3. Уравнения для плоских электромагноитиых RO B 
‚стационарных фрактальных средах 

Приступим — теперь к  выводу  волновых — уравнений, описывающих 
распространение плоских волн через фрактальные стационарные среды. 

Пусть среда представляет собой неоднородный диэлектрик с профилями е(х) 
и И(х) дизлектрической и магнитной проницаемостей, соответственно, причем 
e(x)e Hole(Q) и p(x)eHolu(Q) (0 < (Ash,)< 1). Рассмотрим уравнения Максвелла 
лля волны, имеющей лишь компоненты Ey(x,1) и H (x,1), 

02 [E,(e)] =-(Le)D- [u()H ()], (3.1) 
DM (x1)] = (1e)Dte(x)E(x.1)]. (3.2) 

Пусть E,(x,t)e НОМК(О) и H,(x,)e НОМ^+(9).Тогда для нахождения показателей Ay и 
Ан из (3.1) и (3.2) получим систему уравнений 

Ap -1 = min(A; Ay), (3.3) 

Ag-1=min(Ag Az ), (3.4) 

имеющую единственное решение Ay = 1+ A, Ap = 1+ М,. Продифференцируем оба 

уравнения по X с порядком A = min (Ag A,), пользуясь при этом обобщенным 
правилом Лейбница (2.12), 

1 . 

D 14 E, (x4)] =—D M) |D"A[H, (x.0) ]+ 
С 

Кх 5)> ш‹а›а&ш [D"[H. ()}, (3.5) Г( )в 

DA [H ()] = -— 0е Е( - 

Г( 5 !(т— 5)-> 1е(&)‹№^ “HE,(n.)]]dn _ (3.6) 

Меняя порядок дифференцирования во внутренних интегралах правых частей (3.5) 
и (3.6) и подставляя в них (3.1) и (3.2), получим искомые волновые уравнения 

DB, ()] = —— -АН Ю-Е |+ 2 
p(x) 

2„ 7 L &)ии(&и‹&іе(п)П [E,(n0)]dn, (37) 

D~ 4[] :%— D e () ID [ (e)] + 
—^ 

*а 0° )Ме(&)с@и(п)п [H,(n1))dn, (3.8) 

87



описывающие динамику плоской электромагнитной волны при прохождении ее 
через  фрактальную среду. Кстати, к аналогичным — уравнениям — приводят 

интегральные п дифференциальные операции дробного порядка над систомой 
телеграфных уравнений для длинных линий с фрактальными стационарными 
параметрами. 

При выводе полученных волновых уравнений возникает один деликатный 
вопрос: почему мы брали производную именно порядка A в (3.3) и (3.4)? Ведь мы 

могли взять производную любого другого порядка A’ при условии лишь 0 < М < A7 

Да, могли. И в этом случае мы получили бы другое волновое уравнение. Однако 

это другое уравнение имело бы то же самое решение, что и уравнение любого 

другого порядка, ведь все такие уравнения являются следствиями единых 
уравнений Максвелла. Поэтому полученные волновые уравнения справедливы и 
для обычных гладких сред. Фактически; порядок простравства функций Гёльдера - 

Липшица, к которому принадлежат е(х) п 1(х), как раз п определяет возможный 

порядок производной и, следовательно, возможный внешний вид BOJHOBOIO 
уравнения. 

Заключение 

Итак, получены новые волновые уравнения для описания динамики плоских 
электромагнитных волн в стационарных фрактальных (недифференцируемых) 
средах. Но остались два обстоятельства, о которых хочется упомянуть. 

Во-первых, — важным — свойством — фрактала — является — самоподобле 
(самоаффинность). Учет этой симметрии позволит, подобно теореме Флоке, 
эффективно решать пнтегродифференциальные уравнения с  фрактальными 
коэффициентами. Тут слово за математиками. 

Во-вторых, можно представить себе среду, однородную в пространстве, 

парамётры e(7) и ц(/) которой меняются во времени фрактальным образом, то есть 

e(1); и()еНО!(О). В этом случае уравнения Максвелла (3.1) п (3.2) не пмеют 
смысла. Значит, должны существовать более общие, чем уравнения Максвелла, 
соотношения, которые можно вывести пз вариационного принципа  для 
лагранжнана  электромагнитного поля путем  дробного — интегрирования н 
дифференцирования. ©Об этой идее сообщается в [16] со ссылкой на 
неопубликованную работу Гелиодора и Мьети. Во всяком случае, обобщение 
уравнений Максвелла для фрактальных нестапционарных сред - дело ближайшего 
будущего. 
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DESCRIPTION ОЕ FLAT ELECTROMAGNETIC WAVES 
THROUGH STATIONARY FRACTAL MEDIA 

A.E. Dubinov, V.D. Selemir 

New wave equations, describing electromagnetic propagation through [ractal me- 
dia, are derived. The formalism of fractional order of integration and differentiation 

serves а5 а basis for the derivation, mentioned above. The equations derived can be used 

аг studying propagation оЁ electromagnetic waves through highly turbulized fluxes of 

liquid, gas and plasma.


