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СИНХРОНИЗАЦИЯ АНСАМБЛЕЙ СВЯЗАННЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

A.C. Дмитриев, С.О. Старков, М. Е. Широков 

С единых ПОЗИЦИЙ рассматриваются условия синхронизации в различных 

ансамблях ВЗ&ИМОДСЙСТВУЮЩИХ отображений с хаосом, а также при воздействии на эти 

ансамбли внешнего сигнала. ПРИВОДЯТСЯ результаты численного моделирования 

процессов установления и разрушения синхронных режимов. 

Введевие 

Последние годы понятие динамического хаоса - сложного нерегулярного 
поведения детерминированных динамических систем - из области теоретических 
исследований активно перемещается в область решения прикладных проблем. 
Болышие надежды связываются с потенциальными возможностями применения 
идей хаотической динамики в развитии новых информационных технологий. 
Ожидается, что использование нетрадиционных алгоритмов кодирования, сжатия, 
распознавания и передачи информации с использованием динамического хаоса 
может привести к значительному повышению качества систем передачи и 
обработки информации. Проводимые в этом направлении исследования позволяют 
также по-новому взглянуть на принципы организации информационных процессов 
в биологических системах [1-4]. 

Болыной — интерес с точки  зрения — информационных — приложений 
представляет — задача — исследования — поведения — различных — ансамблей 
взаимодействующих хаотических автоколебательных систем (рис. 1). 

Работы — в — области — изучения 
ы —°О O взаимного влияния динамических Xao- 

а тических систем ведутся с начала 80-х 
годов [5,6]. В [5] рассмотрены ансамбли 

СУ—*О W3 симметрично связанных одинаковых 
6 динамических систем с непрерывным 

временем, введено понятие хаотической 
С)‹_›О синхронизации и  получено  аналити- 

ческое условие €€ реализации в таких 
8 ¢ ансамблях. В [6] экспериментально 

Рис. 1. Виды взаимодействия динамических Обнаружено явление взаимной 
систем: а - воздействие внешнего сигнала на  Хаотической синхронизации двух 
динамическую систему; 6 - однонаправленное; ¢ динамических систем C  непрерывным 
- взаимное взаимолдействие двух динамических временем как пре одинаковых, так и при 
систем; 2 - взаимная сВязЬ Оодной системы C слегка  отличающихс ) 
любым числом прутих систем ! щихся друг от друга 
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параметрах этих CHCTEM, дано определение хаотической синхронизации для этого 
случая. Вопросам экспериментального и аналитического изучения хаотической 
синхронизации посвящены также работы [7-12]. 

С середины 80-х годов появилось большое число публикаций, в которых 
исследовалась динамика различных цепочек и решеток одномерных отображений 
[13-19]. Такие ансамбли — отображений  рассматривались KAK — сложные 
динамические системы, демонстрирующие пространственно-временной хаос. 
Было показано, что в подобного рода ансамблях могут существовать различные 
пространственно упорядоченные режимы. Например, в [16-18] изучена динамика 
однонаправленной бесконечной цепочки связанных одномерных отображений, как 
простой модели развития турбулентности, и исследованы условия устойчивости 
пространственно однородного решения (режима синхронизации), 

Следует отметить, что во всех указанных работах рассматривались ансамбли 
отображений с пространственно однородной структурой связей. Это вполне 
оправдано целями — проводимых — исследований (моделирование — физических 
процессов), однако в задачах обработки и передачи информации возникает 
необходимость — исследования — взаимодействия — хаотических — систем  C 
произвольными, вообще говоря, несимметричными связями. Ясно, что в общей 
постановке такая задача слишком сложна для получения сколько-нибудь 
осмысленных результатов (кроме прямого компьютерного моделирования). 

В статье показывается, что если ограничиться рассмотрением синхронных 
хаотических режимов в ансамблях определенным образом связанных отображений, 
то задача существенно упрощается и поведение системы определяется всего двумя 
«параметрами порядка», один из которых - максимальный ляпуновский показатель 
синхронизируемой траектории в отдельном отображении, а второй определяется 
через матрицу связи этих отображений. Таким образом, с единых позиций могут 
быть рассмотрены условия синхронизации в самых различных  системах 
взаимодействующих отображений с хаосом (см. рис. 1), а также синхронизация 
таких систем под воздействием общего внешнего сигнала (например, в виде 
пейсмейкера в биологической интерпретации или внешнего хаотического поля - в 
физической трактовке). 

Структура статьи следующая. В разделе 1 рассматривается  задача 
синхронизации отображения при однонаправленном воздействии. В разделе 2 
аналитически исследуются условия хаотической синхронизации в ансамблях, 
состоящих из произвольного числа связанных отображений. Раздел 3 посвящен 
численному моделированию динамики ансамблей связанных отображений, B 
которых в качестве парциальных использованы одномерное логистическое 
отображение и двумерное отображение Хенона. Наряду с другими, здесь 
исследуются два вопроса, имеющих принципиальное значение для систем 
обработки и передачи информации: условия вхождения в режим. синхронизации и 
синхронизация  внешними — сигналами  неустойчивых  циклов,  входящих в 
структуру странного аттрактора автономного режима. В Приложении описан 
программный комплекс, предназначенный для моделирования динамики ансамблей 
связанных отображений. 

1. Синхронизация отображений при однонаправленном воздействии 

Рассмотрим динамическую систему с дискретным временем, описываемую 
одномерным отображением F: К!—К!, 

x(k+1) = F(x(k)). 1) 

Для удобства дальнейшего изложения представим ее B виде блок-схемы с 
цепью обратной связи, единичным запаздыванием и нелинейным преобразованием 

(рис. 2). 
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Простейшим случаем взаимолей- 
ствия двух  одинаковых  систем (1) 
является однонаправленное воздействие 
одной системы на другую. Рассмотрим 

: воздействие, при котором на вход второй 
х(& системы  подается взвешенная CyMMa 

-1 — ox(k)+By(k) сигнала x(k) первой системы 
и собственного выходного сигнала y(k), 

Рис. 2. Блок-схема автоколебательной системы, Ггде © и В - соответствующие весовые 
описываемой одномерным отображением (Необязательно положительные) коэф- 

фициенты (рис. 3). 
Поведение взаимодействующих отображений в этом случае описывается 

системой уравнений 

x(k+1) 

x(k+1) = F(x(k)), 

y(k+1) = F(ox(k) + By(k)). 
(2) 

Если выполнено условие 
о+ В=1, (3) 

то систему (2) можно переписать в виде 

x(k+1) = F(x(k)), 

y(k+1) = F(y(k) + ofx(k) - y(K))), 

из которого видно, что B (2) существует траектория 

x(k) = y(k), (4) 
соответствующая траектории x(k) автономной системы (1). B случае устойчивости 
условия (4) по отношению к малым возмущениям x(k) и y(k) будем говорить, что 
вторая система синхронизована с первой. 

Условие устойчивости траектории (4) по отношению K малым возмущениям 
зависит только от значения параметра о и величины ляпуновского показателя A 
траектории x(k) автономной системы (1) [20] 

i1-al < ехр!-М. (5) 

) 

Таким образом, если величина параметра связи @ удовлетворяет неравенству (5), 
то в системе (2) существует устойчивый режим (4), TO есть режим синхронизации. 

Отметим следующую особенность неравенства (5). Если траектория x(k) 

сама является устойчивой, то есть \<0, то значение о=0 удовлетворяет неравенству 

(5). Если же траектория x(k) является неустойчивой (A>0), то значение o=0 уже 

x(k) а x(k) + By(k) yik+1) 
ВНч ОЕ + " F = 

х(& -1) yik) 

Рис. 3. Блок-схема, иллюстрирующая оцнонаправленное воздействие одного отображения на 
другое, @ и В - параметры связи («весовые» коэффиниенты)



не удовлетворяет неравенству (5). Этот результат имеет следующую физическую 
интерпретацию. 

Синхронизацию в результате воздействия первой системы на вторую при 
ае [0,1] можно трактовать как «навязывание» этой системе одной из ее 
собственных траекторий. Ясно, что если эта траектория является устойчивой, TO 
она реализуема BO второй системе и при отсутствии «навязывания». Таким 
образом, режим синхронизации существует при любом, сколь угодно малом 
положительном значении @. Это соответствует хорошо известному сВойству 
синхронизации динамических систем с регулярным поведением при сколь угодно 
малых связях между ними [21]. Однако, если рассматриваемая траектория является 
неустойчивой, TO для её реализуемости  необходим - некоторый — уровень 
«навязывания» для компенсации эффекта «разбегания» сколь угодно близких 
решений в окрестности этой траектории, то есть возникает порог синхронизации, 
значение которого определяется ляпуновским показателем траектории системы. 
Этот порог существует и при синхронизации хаотических систем с непрерывным 
временем [5,6]. 

Рассмотренную выше возможность синхронизации динамики одномерного 
отображения внешним сигналом можно обобщить на случай и-мерного отображе- 
ния F(xX)=(fi(x1,. .- Xn)s- o of o(X15- %)) [20]. При этом под A в (5) следует понимать 
максимальный ляпуновский показатель траектории X(k), определяемый формулой 
[22]:, - 

A =Timy,.. (In ПСО F )N, ), ©6) 
где F'=llof/ox]l - матрица Якоби отображения Ё, ll...ll, - любая норма п-мерной 
матрицы. 

2. Синхронизация ансамблей связанных отображений 

Пусть имеется ансамбль из т связанных отображений типа (1), описываемый 
уравнениями 

(k1) = Fog(k) + Zpoup (k) = F(Z055), i = 1, (7) 

где o(i#f) - коэффициент воздействия !-го отображения на j-oe, @; - 
коэффициент обратной связи в /-ой системе. Матрицу A=lloyll будем называть 

матрицей связи ансамбля (7). Режимом синхронизации в системе связанных 
отображений (7) будем называть траекторию ансамбля, удовлетворяющую 
условию 

х(® =х(Ю,  i=2m, (8) 
й УСТОЙЧИВУЮ по отношению K малым возмущениям. Если матрица связи 

удовлетворяет условию 

т 

X0y = С, i=1,m, (9) 

то систему (7) можно переписать в виде 

x{(k+1) = F(Cx(k) + Е‚-‚„—ос,-]-(хі(/с) - x(k))), i= 1777, (7) 

из которого видно, что B ней независимо от вида отображения Р существует 
траектория (8), причем последовательность X;(k) есть траектория отображения: 
x(k+1)=F(Cx(k)) при x(0)=x;(0). Заметим, что если, например, F - логистическое 
отображение, то изменение величины С эквивалентно изменению параметра этого



отображение, то изменение величины С эквивалентно изменению параметра этого 
отображения. 

Рассмотрим случай С=1, при котором x(k) в (8) есть траектория 
«парциальной» системы (1): x,(k)=F(x,(0)), k=1,2,.... Внесем в начальный момент 

времени k=0 произвольное возмущение в траекторию (8): x,(0)=x,(0)+{, =1 т. 

Если при некотором 6>0 существует 

limy,.. (V) - (M) =0 М 15 <8, i=2m, (10) 

то режим (8) в системе (7) устойчив по отношению K малым возмущениям. 
Исследуем условия устойчивости режима (8), предполагая существование 

ляпуновского показателя A траектории х(&) в отображении (1). Рассмотрим 
ансамбль (7) как отображение пространства Вл в себя. B каждой точке траектории 
(8) матрица Якоби этого отображения равна 

J(x(k)) = F'(x(k))A. (11) 

Для любой квадратной (пхл) матрицы О справедливо соотношение [23] 

limy_,.. QM1 и» = р(О), (12) 
где р(О)- спектральный радиус матрицы О (максимальный модуль ее собственных 

значений). 
Равенство (11) позволяет определить максимальный ляпуновский показатель 

№* траектории (8) в системе (7), используя формулу (6), 

Ar=lirmy ... (т ИО С(Ю), Y=nflimy_,.. { TTaco [FGx(k))| НАМ ) =(р(А))+2, (13) 
где p(A) - спектральный радиус матрицы связи А. Поскольку матрица связи A 
удовлетворяет условию (9) при С=1, она всегда имеет собственное значение, 

равное единице. Поэтому р(А)21 и, следовательно, 

м > (14) 

Неравенство (14) показывает, что «степень устойчивости» траектории (8) в 
системе (7) при любой матрице связи A не больше, чем у парциальной траектории 
в системе (1). 

Рассмотрим структуру -мерного оператора А”, определяемого матрицей 

связи А. Как уже указывалось, оператор А” имеет собственное значение |11=1, кото- 

рому соответствует собственный вектор v4' = (1 ... 1). Рассмотрим «новый» базис, 
в котором первый базисный вектор равен Vi, а остальные остаются теми же, как и 
в «исходном» базисе. Матрица перехода 5 к этому базису и обратная ей имеют вид 

О ... . 0 10 .. 
1 .. .. -1 1 .. 
0 .. . 10 —
 
о
—
 

(15) 

н 4 
-10... 0 ©

 — 
* 

10 -
-
 

©
5
'
 

В «новом» базисе оператор А` определяется матрицей
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AESJAS:{? Bii oo Bimn) }z(é aB) (16) 

Byt --- Б(т-і)(т—і)) 
где 

В = йВА. В, = ouaygury = цн 7 = Lm-1, а = оц) j= 2.m. 

Поскольку в силу (11) оператор J (x(k)), определяемый матрицей Якоби 
J(x(k)) отображения (7) в исходном базисе, отличается от оператора А` скалярным 
множителем F'(x(k)), то из (16) следует, что в новом базисе этому оператору 
соответствует матрица 

сс( = [FE®) i) (17) 
\© F'(x(k)B | 

Одномерное подпространство V), порожденное собственным BEKTOPOM Vi, 
соответствует траектории (8) в TOM смысле, что любая такая траектория лежит в 
этом подпространстве, W, наоборот, любая последовательность точек M3 V) 
является траекторией типа (8). Следовательно, нарушение пространственной 
однородности характеризуется проекцией г, произвольного возмущения г на 
дополнительное к У, подпространство V, (рис. 4). Из представления (17) следует, 
что динамика проекций любого вектора подпространства V, под действием 
оператора J (x(k)) определяется оператором Н`(х(К)) с матрицей H(x(k))=F'(x(k))B 
размера (m-1)x(m-1). Таким образом, если последовательность соответствующих 
операторов H (x(k)) является асимптотически сжимающей, то есть при достаточно 
большом N 

ИОН( <5 <1, (18) 
то любой вектор из Ффазового пространства системы (7) под действием 
последовательности операторов Н`(х(&)) будет асимптотически «ложиться» на 
подпространство М. Это равносильно равенству (10) для линеаризованной 
системы (7). 

Учитывая определение (6) максимального ляпуновского показателя A и 
равенство (12), получаем, что существует 

уа (НО ) = Timny, .. (И РСО ) = 

= Timyo (Л(Э ВМ ) = ехр()р(В), (19) 
где p(B) - спектральный радиус матрицы В. 

Таким образом, из (18) и (19) заключаем, что необходимое и достаточное 
условие устойчивости по линейному приближению режима синхронизации (8) в 
системе (7) имеет вид 

o(B) < ехр(-) (20) 
Матрицу В будем называть матрицей возмущений режима синхронизации. Из 
представления (16) непосредственно следует, что набор собственных значений 
(спектр) матрицы В совпадает со спектром матрицы связи А, из которого удалено 
одно собственное значение, равное 1 (кратные собственные значения считаются 
различными). Поэтому неравенство (20) можно переписать в виде 

р.1(А) <exp(-A). (21) 
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где p_;(A) - радиус спектра матрицы 
связи A, из которого удалено одно (с 
учетом кратности) собственное 
значение, равное 1. Неравенство (21) 
показывает, что условия устойчивости 
режима — синхронизации — однозначно 
определяются максимальным ляпунов- 
ским — показателем A — «парциальной» 

динамики  связанных  отображений и 
спектральными характеристиками мат- 
рицы связи. В интересующем нас случае 
хаотической парциальной динамики A>0. 
Из (21) следует, что синхронизация B 
этом случае возможна только при p_1(A)< 
<1 и, следовательно, р(А)=1. Учитывая 
равенство — (13) — заключаем, — что 
максимальный ляпуновский показатель 

Рис. 4. К Топределеіхию‘ устойчивости простран-- * траектории ( 8) в системе (7) при этом 
ственно-однородной трасктории при т=3 всегда paBeH - максимальному — ляпу- 
новскому показателю  траектории x(k) в отображении F. Этот ляпуновский 
показатель соответствует возмущениям, которые HE выводят траекторию системы 
(7) из режима синхронизаций. 

Рассмотренный способ связи одномерных отображений можно обобщить на 
отображения Р действительного или комплексного и-мерного пространства B 
себя, причем B случае комплексных отображений матрица связи также может быть 
комплексной. Используя описанный выше подход* можно показать, что условия 
(20), (21) устойчивости режима синхронизации (по линейному приближению) 
имеют место и в этом случае, если под A понимать максимальный ляпуновский 
показатель траектории x(k), определяемый формулой (6). 

3. Условия устойчивости и реализуемость режима синхронизации 
в некоторых структурах связанных отображений 

Рассмотрим на основании общих результатов предыдущего раздела условия 
возникновения режима сивхронизации в нескольких типичных структурах. Для 
исследования реализуемости режима синхронизации в этих структурах были 
проведены численные эксперименты. В качестве отображения Р использовались 
одно- и двумерные отображения с хаотической динамикой. 

3.1. Синхронизация двух отображений при несимметричной взаимной 
связи между ними. Простейшей структурой является система M3 двух связанных 
отображений 

х(++1) = F(k) + oK) - x(k))), 
y(kt1) = F(y(k) + B(x(k) - y(k)))- 

В отличие от однонаправленного ВОЗДЗЙСТВИЯ ОДНОГО отображения на другое, 

здесь имеет место взаимное влияние отображений‚ которое носит аСИЪАМСТРИ‘-П—]Ъ:!Й 

характер: значения КОЭффИ_ЦИбНТОВ (0.4} B B ОбЩСМ случае не одинаковы. 

(1—0‹1 \ 

\ в1-8)` 
* Данный подход можно использовать для анализа устойчнвости режима синхронизации 

ансамблей из любого числа динамически связанных неавтономных отображений любой размерности, 
что важно для приложений B задачах передачи икформации. 

(22) 

Матрица связи такой системы имеет видА = а матрица возмущений 
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есть просто число: В={1-(о+В)}. Следовательно, р(В)=!1-(о-+В), и, используя (20), 
получаем необходимые и достаточные условия устойчивости по линейному 
приближению синфазного режима в системе (22) в виде неравенства 

П - (о+В)! <exp(-A). (23) 

Разрешая это неравенство относительно величины (о-+В), получаем необходимое и 
достаточное условие синхронизации двух связанных отображений (22): 

1 - ехр(-2) = у- < (онВ) < у+ = 1 + ехр(-)). (24) 

Условие (22) определяет в пространстве параметров связи (с,В) существующую 
при любом конечном A область устойчивости режима синхронизации двух 

взаимосвязанных отображений. Она изображена ва рис. 5 в виде заштрихованной 
полосы. Если A<0, то точка (0,0) принадлежит области устойчивости, а при A>0 
точка (0,0) остается вне этой области. С физической точки зрения это 
соответствует уже упомянутому в разделе 1 свойству о нулевом пороге связи для 
синхронизации динамических систем с регулярным поведением и ненулевом пороге 
связи при синхронизации динамических систем с хаосом. 

Для исследования реализуемости режима синхронизации двух связанных 
отображений были проведены численные эксперименты, в которых в качестве 
отображения Р использовалось отображение Хенона 

x(k+1) = 1 - ax(k2) + y(k), y(k+1) = bx(k), (25) 

при значениях параметров a=1.4, 5=0.3. При данных значениях параметров B 
отображении XeHOHa реализуется  хаотический  режим C — максимальным 
ляпуновским показателем A=0.42 (см., например, [24]). В соответствии с (24) 
нижний у - и верхний у + пороги синхронизации приближенно равны 0.34 и 1.66, 
соответственно. В численных экспериментах, проведенных при значениях 
параметров. связи (о,В) внутри заштрихованной полосы ва рис. 5 в системе (22), 
при старте со «случайных» начальных условий достаточно быстро устанавливается 
режим синхронизации (8). При выходе точки (0,8) из заштрихованной области 
происходит срыв режима синхронизации, причем теоретическая граница области 
устойчивости совпадает с давными численных экспериментов по синхронизации с 
точностью до второго знака после запятой. . 

На рис. 6 показано поведение модуля разности переменных связанных 
отображений Хенона (SE-«synchro- ' 
nization error», & - номер итерации) при 
старте со случайных начальных условий 
и значениях параметров связи o=0.1, 
В=0.25 таких, что у - < о+В < у +. После 
установления  режима — синхронизации 
параметр В уменьшается до величины 
В=0.2, что выводит точку (о,В) из 
запттрихованной области на рис. 5 (В-= 
= у - 0=0.24) и, следовательно, приводит 
к о потере — устойчивости — режима 
синхронизации. 

Численно исследована скорость 
установления — режима — хаотической 
синхронизации B — зависимости — от 
начальных условий. На рис. 7 показано 
пространство — начальных — условий 
первого из связанных отображений в 
двух  разных  масштабах. Начальные 

Рис. 5. Вид зоны устойчивости режима синхро- 

низации в пространстве (с,В) параметров связи 
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Рис. 6. Поведение величины SE=Ix;- х1! для двух связанных отображений Хенона при старте со 

«случайных» начальных условий. В момент k=300 параметр В меняется от 0.25 до 0.20 

условия во втором отображении были фиксированы (х=0, у=0). Если вхождение в 
режим синхронизации (с заданной точностью) происходило быстрее, чем за 50 
итераций, то соответствующая точка отмечалась белым цветом, а если медленнее 
- то черным. VI3 рис. 7 видно, что зоны с разной скоростью сходимости имеют 
сложную (возможно, фрактальную) структуру. 

Проведенные численные исследования свидетельствуют O TOM, что явление 
хаотической синхронизации может быть использовано для оценки максимальных 
ляпуновских показателей динамических систем с дискретным временем путем 
численного измерения границ зоны устойчивости режима синхронизации B 
пространстве параметров связи, 

Рис. 7. Пространство начальных условий одного M3 связанных отображений Хенона в двух 
различных масштабах 
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3.2. Синхронизация mpex отображений npu «к, 'уговой» связи. Рассмотрим 
условия синхронизации трех отображений (рис. 8). Матрица связи системы 
отображений имеет вид 

(1-7 10 у 
=« o 0 . (26) 

К 0 В 1_13) 

Непосредственным вычислением можно показать, что кроме собственного 
значения, равного 1, матрица (26) имеет два собственных значения вида 

Ша = 1 - #/2 + ) (е2 - Ап)12, 

где e=o+f+y, п=оф-ногу+Ву. Если е2- 4n<0, то матрица связи имеет два комплексно- 
сопряженных собственных значения, модули которых равны 

а! = [(1 - #/2)? + Yy (4n - )22 = (1 - в + n)L2. (27) 

Если е2- 4п20, то собственные значения матрицы связи вещественны. 
Рассмотрим в качестве примеров два случая связи. 

а. В случае симметричной круговой связи (a=P=y), учитывая (27), получаем 

В=у= @, в = За, 1 = Зо?, 

Ш.о = 1-3ha+i(3122)a, 

“"LLZI = (1 - За; + 30(2)1/2. 

Условие устойчивости режима синхронизации B данном случае имеет вид 

(1 - За + 302)12 < exp(-A), (28) 

где A - максимальный ляпуновский показатель. 

На рис. 9 показан график функции /(с)=(1-Зо-+Зо2)12 и условно изображена 
зона устойчивости режима синхронизании, определяемая неравенством (28). 
Заметим, что если A>In2, TO синхронизация в рассматриваемой структуре 

связанных отображений невозможна при любом коэффициенте связи @. 
6. Интересный результат получается в случае, когда 

fla) * 

1 

0 + 

0 2 1 с 

Рис. 8. Структура ансамбля из Tpex отображений — Рис. 9. К определению условий синхронизации 
с «круговой» связью ансамбля из трех отображений с «круговой» 

симметричной связью 
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В = @, у= 4а, & = бо, 1 ="9%=2, 

е2 - 4п =0, 

й = 0 = 1 - За 

Действительно, условие устойчивости режима синхронизации имеет вид 

[1 - ехр(-2)]/3 = у- < о< у+ = [1 + ехр(-^)]/З. (29) 

Из (24) следует, что два одинаковых отображения при однонаправленной связи 
синхронизуются при 

@ >1 - exp(-A). 

С другой стороны, из условия (29) следует, что если дополнительно связать 
системы Y й 2 однонаправленной связью с коэффициентом 40, то порог 

синхронизации систем Х и У падает в три раза до величины [1 - exp(-1)]/3. 

Таким образом, если [1-ехр(-2)|/З<о<[1-ехр(-М)] , то разрыв связи между 
системами У и 2 приводит к рассинхронизации всех трех отображений. 

3.3. Синхронизация ансамбля т отображений при симметричной связи. 
Рассмотрим условия синхронизации т отображений в случае, когда все 
отображения связаны друг с другом с одним и тем же коэффициентом @ 
(симметричная связь). Матрица связи при этом имеет вид 

1-(m-1)a _ @ o 
o 1-(т- )а 

А=| . : | . (30) 

a : o 1-(am-1)a J 

Можно показать, что помимо простого собственного значения, равного 1, матрица 
(30) имеет собственное значение (1-mo) кратности (т-1). Из неравенства (21) 
следует, что в данном случае условие существования режима синхронизации (8) 
имеет вид 

[1 - ехр(-)|/т = у„ < @ < ута = [1 + ехр(-))|/т, (31) 

тде A - максимальный ляпуновский показатель «парциальной» динамики 

отдельного отображения. С увеличением числа т связанных отображений нижний 
Y- и верхний Y + пороги устойчивости режима синхронизации убывают, как 1/;тп. 

Численные эксперименты проводились для системы из 100 связанных 

логистических отображений 

х(0 = их(Ю[1 - х(Ю],  p=4 (32) 
o 

При н=4 траектория логистического отображения (32) имеет ляпуновский 

показатель A=In2 [24], и из (31) следует, что у -109=0.005 и у +109=0.015. В 

компьютерных экспериментах при значении @е (31о0,}'100) в объединенной системе 
при «случайных» начальных условиях в каждой из «парциальных» систем всегда 
устанавливался режим синхронизации. При выходе параметра связи а за пределы 

интервала (Y -100;/ *100) наблюдался срыв режима синхронизации, причем значения 

порогов «отслеживались» с точностью до 10-4. 
На рис. 10 приведена графическая иллюстрация динамики объединенной 

т т 

системы и показано поведение величины SE=X, Мхр xl/[m(m-1)] - «ошибки 

синхронизации» - при старте со «случайных» начальных условий и коэффициенте 
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Рис. 10. Процесс синхронизации при a=0.0055 и рассинхронизации при 0:=0.0045 в системе из 100 

симметрично связанных логистических О'ГОбраЖСНИЙ. На верхней части рисунка UBET каждого 

квадратика определяется переменной COCTOQSHHSA каждого U3 связанных отображенкй 

связи о:=0.0055>у -199: После установления режима синхронизации коэффициент 

связи был уменьшен до значения 0=0.0045<y - 159, Что привело к полной рассинхро- 
низации системы. 

3.4. Синхронизация ансамбля отображений при блочно-симметричной 
связи. Наряду с ансамблями симметрично связанных отображений интересно 
рассмотреть динамику систем, состоящих из двух и более подсистем, внутренние 
связи между элементами которых являются симметричными, но не равными 
связям (внешним) между элементами разных подсистем (блочно-симметричная 
связь). В таких системах помимо режима (полной) синхронизации возможен 
режим частичной синхронизации, при котором синхронизирована только динамика 
элементов каждой подсистемы. При частичной синхронизации из-за наличия 

ненулевых внешних связей динамика отдельного отображения в ансамбле уже, 
вообще говоря, не совпадает с парциальной динамикой этого отображения B 
автономном режиме и явно зависит от величины этих связей. Это обстоятельство 
не позволяет в общем случае аналитически определить условие возникновения 
режима частичной синхронизации. 

В качестве примера рассмотрим динамику системы из двух подсистем, 
состоящих соответственно из 150 и 50 логистических отображений (32). 
Внутренние связи между отображениями в каждой из подсистем будем считать 
равными @, а связи между отображениями разных подсистем - равными В. 
Структура такого ансамбля условно изображена на рис.11. Если внешние связи 

отсутствуют (В=0), то каждая из лодсистем является автономной, и условия 
синхронизации B этих  подсистемах 
определяются неравенством (31) при - B | * 
=150 и m=50, соответственно. Если 'т\@› ! а 

внешние  связи — равны — внутренним 

связям (о:=В), то объединенная система 
является системой с симметричными 
связями, И, Сследовательно, условия 

синхронизации (полной) в этой системе  Рис. 11. Структура системы, состоящей из двух 
подсистем 
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определяются неравенством (31) при m=200. Таким образом, если зафиксировать 
внутренние связи так, чтобы (31) было выполнено при m=200, а внешние связи В 

изменять от 0 10 , то в зависимости от того, выполнено или не выполнено при 

этом @ неравенство (31) при m=150 или m=50, динамика объединенной системы 
будет меняться от полной WA частичной рассинхронизации [0 полной 
синхронизации. При численном моделировании было выбрано два значения 

яющие (31) при m=200. 
wrene 
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Рис. 12. Динамические режимы ансамбля с блочно-симметричной связью при 0=0.003: а - В=0, 
режим полной рассинхронизации; O - В=0.001, режим частичной рассинхронизации; в - =0.002, 
режим внутриблочной синхронизации; г - В=0.003, режим полной синхронизации



Первое значение 0,=0.003 меньше критического значения у- как при т=50, 
так и при m=150. Поэтому при отсутствии связи между подсистемами (В=0) B 
объединенной системе наблюдается режим полной рассинхронизации. При 
увеличении параметра В от 0 до 0y=0.003 наблюдались режимы: полной 
рассинхронизации (рис. 12, а), частичной рассинхронизации (рис. 12, 6), 
внутриблочной синхронизации (рис. 12, в) и полной синхронизации (рис. 12, г). 

Второе значение внутренней связи o,=0.005 удовлетворяет (31) при m=150, 
но не удовлетворяет этому неравенству при m=50. Поэтому при отсутствии 
внешних связей в первой подсистеме может наблюдаться режим синхронизации, а 
во второй - нет. При увеличении параметра В от 0 до си=0.005 наблюдалась смена 
режима частичной рассинхронизации (рис. 13, а) на внутриблочную (рис. 13, 6) и 
полную (рис. 13, в) синхронизацию. 

Таким образом, выбор параметров внешних и внутренних связей @ и В 

позволяет реализовать различные типы сложных коллективных колебаний в 
различных частях ансамбля, а также, при соответствующем изменении этих 
параметров, организовать локальные возмущения  синфазных  хаотических 
режимов. 

й 
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Рис. 13. Динамические режимы ансамбля с блочно-симметричной связью при o=0.005: а - В=0, 

режим частичной рассинхронизации в одном из блоков, 6 - В=0.001, режим внутриблочной 

синхронизации, 8 - 3=0.005, режим полной синхронизации 
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у 3.5. Синхронизация неустойчи- 
вых циклов хаотических отображений. 
Известно  [25-28], что — странный 
аттрактор диссипативной динамической 

системы «состоит» H3 счетного числа 
неустойчивых циклов H  «переходов» 
между ними. Как показано в [27,28], 
набор этих циклов и их мультипли- 
каторы вполне характеризуют странный 
аттрактор, TO есть позволяют вычислять 

05 4 . { его размерности, энтропию M т.д. 
-1.4 0.0 X Существует методика определения форм 

циклов йи HX мультипликаторов по 

Рис. 14. Один из четырех циклов периода 7, Экспериментальным данным [25]. 
«принадлежащих» — аттрактору — отображения Если известна форма некоторого 

Хенона при о=1.4 и В=0.3 неустойчивого цикла отображения F, To, 
используя результаты раздела 1, можно 

стабилизировать данный  цикл — однонаправленным — воздействием на — это 
отображение периодической последовательностью, состоящей из точек этого 
цикла. Из неравенства (5) непосредственно следует, что условия синхронизации 
данного — цикла — однозначно — определяются — максимальным — по — модулю 
мультипликатором этого цикла при помощи неравенства 

0.0 - 

1 - al < 41 п - период цикла. (33) 

Например, в наборе неустойчивых циклов аттрактора отображения Хенона 
(25) при о=1.4 и В=0.3 есть четыре цикла периода 7 [29], один из которых 
изображен на рис. 14. Мультипликаторы этого цикла равны [y=-1.8-10+1, 
5=1.2.10-5. Следовательно, если воздействовать на отображение  Хенона 
периодической последовательностью, состоящей из точек данного цикла, то его 
синхронизация возможна, в соответствии с (33), при ae (0.338..., 1.662...). 

Отметим, что численно измеряя порог синхронизации любого цикла, можно, 
используя (33), оценить степень неустойчивости или устойчивости этого цикла. 

Заключение 

В статье рассмотрено явление хаотической синхронизации в ансамблях 
связанных многомерных отображений. Получены общие условия устойчивости 
режима синхронизации. В соответствии с этими условиями устойчивость режима 
синхронизации — определяется — максимальным — ляпуновским — показателем 
парциальной динамики отдельного отображения и спектральными характерис- 
тиками матрицы связи отображений в ансамбле. За рамками настоящей работы 
осталось  рассмотрение более тонких эффектов, связанных с  влиянием 
«нетипичных» траекторий аттрактора на процессы синхронизации. Эти вопросы 
предполагается подробно исследовать B последующих публикациях, 

Для исследования физической реализуемости режима синхронизацийи в 
рассматриваемых структурах было проведено численное моделирование динамики 
систем связанных логистических отображений и отображений Хенона. Показано, 
что вхождение в режим синхронизации происходит в таких системах при 
произвольных начальных условиях в парциальных системах. 

Полученные результаты могут быть использованы в задачах обработки 
сигналов, в частности, при построений синхронизаторов [20, 30], при создании 
систем передачи информации с хаотической несущей, при построении систем 
обработки — информации,  записанной Ha циклы — отображений — [4], для 
экспериментального или численного измерения максимальных — ляпуновских 
показателей динамических систем, а также для качественного моделирования 
динамики сложных систем разной природы, состоящих из болышого числа 
взаимодеийствующих подсистем. 
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Рис. 15. Общий вид экрана при работе в первом (а) и втором (6) рабочих режимах; а - показана 
временная динамика ансамбля из 20 симметрично связанных отображений Хенона при номощи 
цветовой индикации мгновенных состояний этих отображений в верхнем окне и вывода величины 
SE - в вижнем; 6 - общий вид экрана при работе во втором рабочем режиме. Показано 
мгновенное состояние ансамбля из 200 блочно-симметрично связанных  логистических 
отображений при помощи цветовой индикации 
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Приложение 

Для численного моделирования динамики  ансамблей W3  связанных 
отображений был разработан программный комплекс «SynchronChaos». Комплекс 
состойт из статического модуля и динамически присоединяемых подпрограмм, 
задающих вид парциального отображения и структуру матрицы связи, H 

функционирует B двух рабочих режимах. 
Первый режим предназначен для анализа поведения системы связанных 

отображений во времени. В этом режиме создается два окна, в каждом из которых 
по оси абсцисс «отложено» дискретное время (номер итерации). В первом окне 
состояние каждого из связанных отображений в текущий момент времени 
изображается одним M3 16 цветов, причем параметр цветового разрешения (сг) 
задается пользователем. Во втором окне показано поведение во времени величины 

SE=[Z; j-sm(x- x)2)v/[smn(1-smn)] - «ошибки синхронизации», где SM - мно- 
жество индексов выделенных отображений, SMN - число таких отображений (рис. 
15, а). 

Второй режим предназначен для графической иллюстрации мгновенных 
состояний ансамбля связанных отображений. В этом режиме создается одно OKHO, 
в котором каждый квадратик соответствует одному отображению, и цвет этого 
квадратика определяется значением переменной состояния данного отображения 
аналогично тому, как это делается в первом режиме (рис. 15, 6). 

В обоих рабочих режимах имеется возможность динамически изменять 
значения различных параметров системы, парциального отображения и матрицы 
связи при помощи ячеек параметров. 
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SYNCHRONIZATION IN ENSEMBLES ОЕ COUPLED MAPS 

A.S. Dmitriev, 5.О. Starkov, M.E. Shirokov 

Ensembles of coupled maps are considered. The conditions of synchronization in 
such ensembles are investigated. It is shown that for this type of coupling these conditions 
are defined by the value of the first Lyapunov exponent of the partial dynamics in each 
(isolated) тар and by the spectral characteristics оЁ е coupling matrix. The obtained 
results are applied to concrete ensembles of coupled maps. Computer simulations of the 

dynamics of such ensembles with logistic maps and Henon maps as partial systems are 
described. Some applications of obtained results are outlined. 
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